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AVERTISSEMENT. 


Dans  l’avertissement  en  tète  du  Calcul  différentiel, 
j’annonçais  comme  prochaine  la  publication  du  Calcul 
intégral  ; mais  alors  je  ne  comptais  pas  m’étendre 
autant  que  je  l’ai  fait  sur  quelques  doctrines  telles 
que  les  solutions  ou  intégrales  singulières , le  Calcul 
aux  différences  partielles  et  celui  des  variations  ; je 
me  proposais  même  de  renvoyer  sur  le  Calcul  aux 
différences  finies  au  grand  Ouvrage  de  M.  Lacroix  , 
sous  ce  litre  : cependant  j’ai  pensé  qu’ayant  traité 
le  Calcul  différentiel  avec  quelqu’étendue,  je  devais 
donner  au  Calcul  intégral  qui  fait  suite , une  étendue 
proportionnée.  Ainsi  mettant  à profit,  les  recherches 
de  MM.  Lagrange  , Laplace  , Legendre  , Monge  , 
Prony  et  de  quelques  géomètres , l’ouvrage  cité  de 
M.  Lacroix , et  la  dernière  exposition  du  Calcul  des 
variations  , telle  qu’on  la  trouve  dans  les  vingt- 
unième  et  vingt-deuxième  leçons  du  Calcul  des  fonc- 
tions, et  dans  le  tom.  Ier.,  ire.  partie  , section  IV,  de 
la  Mécanique  analytique , par  l’illustre  M.  Lagrange  , 
j’ai  fait  un  traité  mieux  assorti  au  Calcul  différentiel, 
et  plus  profitable  aux  lecteurs  qui  ne  veulent  pas 
s’en  tenir  aux  simples  élémens  de  ce  calcul. 
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Avertissement. 


▼j 

Le  dernier  des  vingt  chapitres  de  l’ouvrage  , 
qui  traite  des  intégrales  appellées  Eulériennes , par 
M.  Legendre,  est  extrait , à quelques  développemens 
près , de  l’excellent  ouvrage  que  vient  de  publier  ce 
géomètre  , sous  le  titre  d 'Exercices  sur  le  Calcul 
intégral , et  dont  j’ai  encore  profité  à l’occasion  des 
quadratures. 

J’ai  aussi  consulté  avec  fruit  le  traité  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  de  M.  Dubourguet,  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  impérial. 

La  tâche  que  je  m’étais  imposée  serait  remplie , 
si  le  cours  que  je  viens  de  terminer , n’offrait  des 
imperfections,  peut-être  en  grand  nombre,  que  je 
ferai  disparaître  à mesure  que  je  les  remarquerai  ou 
qu’on  me  les  fera  connaître  : je  dois  déjà  à la 
bienveillante  amitié  de  quelques  professeurs,  d’excel- 
lentes observations  d'après  lesquelles  j’ai  amélioré 
les  deux  sections  de  l’algèbre , le  recueil  de  théorèmes 
et  de  problèmes  qui  fait  suite  aux  réciproques , et 
la  géométrie  analytique  que  j’ai  entièrement  refaite  : 
je  solliciterai  donc  au  profit  des  autres  parties  ré- 
cemment publiées , cette  critique  franche  dont  je 
profiterai  avec  autant  de  docilité  que  de  reconnais- 
sance. 
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CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Intégration  de  quelques  expressions  différentielles 
du  premier  ordre  à une  variable. 


Le  calcul  intégral  est  l’inverse  du  calcul  différentiel  : il  a 
pour  objet  de  remonter  des  fonctions  et  des  équations  déri- 
vées à leurs  primitives  ou  intégrales  ; la  solution  de  ce  vaste 
problème  est  encore  très-incomplette. 

Nous  rappellerons  d’abord  que  Jx  et  Fx  étant  deux  fonctions 

d y 

primitives  d’une  même  dérivée  y'  = - — , ces  fonctions  ne 

peuvent  différer  que  par  une  constante  {Cale.  Jijf. , chap.VlIÏ). 
Ainsi  l’addition  d’une  constante  complette  l’intégrale. 

Ln  inversant  les  règles  principales  de  la  différentiation,  on 
obtient  autant  de  règles  à suivre  dans  l’intégration. 

Les  lettres  J et  d indiquant  des  opérations  contraires,  se 
détruisent  lorsqu’elles  se  trouvent  ensemble  en  avant  d’une 
fonction  variable. 

i 
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Nous  considérerons  d’abord  les  expressions  différentielles  du 
premier  ordre  à une  seule  variable  , ou  le  coefficient  différen- 
tiel correspondant , puisque  de  ™ =Jx  , on  déduit  la  dif- 
férentielle ày=.dx.Jx. 

La  plus  simple  de  ces  fonctions,  étant  x"‘ , nous  poserons 
d’abord  » 


d’où  dy  = x"‘  dit. 


Pour  repasser  à la  fonction  primitive,  il  faut  inverser  la  règle  de 
la  différentiation  donnée  (Cale.  Aiff. , cbap.  111),  c’est-a-dire  , 
i».  augmenter  l'exposant  m d'uns  unité;  2°.  diviser  par  le 
produit  de  cet  exposant  ainsi  augmenté  d’une  unité , par  ilx.  On 
trouv'e  ainsi , 

y = fxm  dx  ~ X _|_  C. ..  .(i)  , 

C désignant  la  constante  qui  complette  ou  qui  généralise  l’in- 
tégrale, puisque  quelles  que  soient  d’ailleurs  sa  valeur  et  sa 
forme , elle  disparaît  par  la  différentiation.  Pour  m = — i , 
on  trouve  y — ce  ; mais  alors  la  différentielle  proposée  est 

dy  = , d’où  y = Ix  -f-  IC  = ICx  f 

J x 


l indiquant  un  logarithme  népérien  (Cale.  difj. , chap.  IV)  , et 
IC  représentant  la  constante  qui  disparaît  toujours  par  la 
différentiation. 

Si  dans  une  question  donnée,  on  doit  avoir  o , pour 
x = b , l’intégrale  (î)  donne  alors,  pour  la  détermination  de  C , 
cette  condition  , 


A'n-4-i 

o — — 'rC,  d’où  C = : 


771  ~y~  I 


m-}-  t 


en  sorte  que 


y—  ; 

m ~j~  i 
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de  Calcul  intégral.  3 

l’hypothèse  m=z  — i réduit  cette  intégrale  à — qui  admet  une 

Valeur  vraie  ; en  effet , en  posant  m -f-  t = z , nous  avons 
trouvé  pour  z — o {Cale.  dijf.  , chap.  X ) , 

y — Ix  — 1b. 

On  observera  que  l’intégrale  (i)  a lieu  dans  tous  les  autres 
cas  de  l’exposant  m. 

Puisque  la  différentielle  d’une  somme  de  fonctions,  est  la 
somme  des  différentielles  de  chacune  des  fonctions  {Cale,  dijf., 
chap.  HI.  ) , nécessairement  l’intégrale  d’une  somme  de  diffé- 
rentielles, sera  la  somme  des  intégrales  de  chacune  des  différen- 
tielles. Ainsi  la  différentielle 

d \y  = axm  dx  -j-  bxn  dx  -f-  cxP  dx  -J-  etc., 
aura  pour  intégrale  , 

y = C-| — — xm+‘  -I — x"+l  -f- — ° — xt,+,-4-  etc. 

J m -(- 1 n-f-i  P -f- 1 

On  n’écrit  qu’une  constante , parce  que  les  constantes  in- 
troduites par  chacune  des  intégrales,  se  combinant  par  addition, 
n’en  feraient  qu’une. 

Pareillement 

f {Pdx  -f-  Çdx  -)-  Adx  etc.  } 
r=z  C Pdx  -J-  [Qàx  -fjlldx  -{-  etc. 

P,  Q,  R,  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  la 
seule  variable  x. 

Pour  intégrer 

dy  = ( a -f-  bx  )'"  bàx , 

il  serait  naturel  de  développer  (o-j-ix)'",  et  d’intégrer  en' 
particulier  chaque  terme  multiplié  par  bdx  : mais  si  ce  n’est 
dans  le  cas  de  m nombre  entier,  l’intégrale  sera  une  série 
infinie.  Cependant  on  aperçoit  aisément  que  quel  que  soit 
l’exposant  , la  différentielle  proposée  est  réductible  à une 
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différentielle  monome  , en  posant 

a -f-  bx  = z , d’où  Jdx  = d z , 
ce  qui  donne  la  transformée, 

( a -)-  b x )'"  bàx  = z"'dz  ; 

en  sorte  que 


y — 


(a  -f-ùx -f-  C. 


m-f-i  m-J-i 

On  observera  que  cette  réduction  est  duc  à ce  que  le  facteur 
bàx  est  la  différentielle  exacte  du  binôme  sous  l’exposant  m ; 
elle  aurait  encore  lieu  à l’égard  de  la  différentielle 

dy  ==  ( « + k*)"./*1* , 

en  posant  toujours 

a bx  = z , d’où  £dx  = d z ; 
ce  qui  donne  pour  transformée 


qui  a pour  intégrale 


f 

dj  = — zmàt , 


Zm  + '-{-C : 


(a  -f-  ùx  )m  + 1 -f - C. 


Dans  cet  exemple , le  multiplicateur  jàx  est , à un  facteur 
constant  près,  la  différentielle  du  binôme  sous  l’exposant  m; 
et  la  réduction  à une  différentielle  binôme  a encore  lieu. 
Considérons  la  différentielle  plus  composée 

d y = (ax  -f-  bx'  -f-  ex5  )m  ( a -(-  2 £x  -f-  3 cx*  ) Jj; } 
m étant  un  exposant  quelconque  ; il  arrive  encore  que  le  fac- 
teur ( a -f-  2 bx  -f-  3cx*)  dx  est  la  différentielle  exacte  du  tri- 
nôme sous  l’exposant  m , en  sorte  qu’en  posant  encore 

z = ax  -j-  bx*  -f-  ex3  , d’où  d z = dx  (a  xbx  -f-  3 cx‘ ) , 
on  a pour  transformée 

ày  = zmàz , 
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i 

y—- 


de  Calcul  intégral. 

x 


m+i 


+ C: 


■(ai  -}-  ix’-f-  ca:3)'"+-,  + C. 


77i  — (-  i m - j-  1 

On  sait  donc  intégrer  la  différentielle 
<ly  = X"'<lX, 

quelle  que  soit  en  x la  fonction  X,  parce  que  dX  est  la 
différentielle  exacte  de  la  fonction  sous  l’exposant  m.  Lorsque 


m — ■ 


/mx=/tt='-cx> 


l indiquant  un  logarithme  népérien  et  C la  constante. 

Ainsi  la  différentielle 

dy  = (zax  — il)’  (a  — x)  dx  , 
se  réduira  à une  différentielle  binôme , sous  l’hypothèse 

5 

2ax — xx=x’,  d’où  (o  — x)dx  = xdx,  (àax — xx)  » =a5, 

M 

et  on  aura  pour  transformée 

(a  ax  — *i)>  ( a — x)  dx  — z6dt  ; 


( 2 ax  — xx)  * 


c. 


de  sorte  que 

A Zl 

(lai — x’ ) ° (a — x)dx  = {-  C= 

7 7 

On  observera  donc  que  l’intégrale  précédente  est  le  produit 
d’un  coefficient  numérique  par  le  facteur,  sous  l’exposant,  élevé 
à une  puissance  augmentée  d’une  unité.  Il  s’agirait  donc  de 
découvrir  le  facteur  numérique.  A cet  effet , on  posera 

r h.  1 

J (p.ax  — x’)*  (a  — x)  dx  — A (a ax  — xx)»  -j-  C , 

A étant  un  coefficient  à évaluer  : en  différentiant  de  part  et 
d’autre , on  trouve 

5 _ s 

(2 ax  — xx)*  ( a — x)  dx  ——  A (a«rx  — xx)a  ( 2 a — 21)  dx  ; 
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on  a donc  ces  deux  e’quations  de  condilion 
a = 7 Aa,  1=7  A , 

qui  s’accordent  à donner  A~~-,  et  on  retrouve  Tintcgrale 
précédente. 

Prenons  en  second  lieu  , la  différentielle 

» 2 

dy  = (aax  — a:1)  » (5a  — x ) dx , 
et  posons  comme  ci-dessus  , 

3 5 

/'(  a ax  — a:’)*  (5a  — x)  dx  = ( 2 ax  — > xx  ) » ; 

en  différentiant  et  comparant , on  trouve  en  même  tems  ces 

deux  conditions  A = l , A =:  — qui  ne  peuvent  coexister  : 

d’où  l’on  conclut  que  la  proposée  n’est  pas  intégrable  exacte- 
ment , ou  que  son  intégrale  n’est  pas  toute  entière  comprise 

dans  A (aax — xx)*  i la  détermination  A — — donnerait 
f (2 ax  — x’ )’(5a — x ) dx  = — , 


intégrale  inexacte  , et  qui  a pour  complément 

4.  /adx(aax — n)>  ; c’est-à-dire,  un  multiple  de  l’inté- 
grale du  premier  terme  de  la  différentielle  proposée.  On  aurait 
donc  pu  supposer 

3 jî 

/"(  2 ax  — x3)*  (5  a — x ) dx  = .4  ( 2 ax  — xx  ) % 

C 3 

-f-  Bja dx  (2«x — xx)*  , 

en  différentiant  et  comparant,  on  trouve 

5 Aa  — 5 Ax  -1-  Ba  = 5 a — x , 

. / 

équation  qui  se  partage  dans  celles-ci , 

5i=i,  5 Aa  Ba  — 5a , 
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qui  donnent  A = — , B = 4»  déterminations  qui  font  trouver 

la  véritable  décomposition  de  l’intégrale. 

La  différentielle 

ardx 

dJ  = r > 

( zax  — xx  ) 1 

ne  rentre  dans  aucune  de  celles  traitées  jusqu’ici.  Cependant 
sous  l'hypothèse 

a — x xx.  t , d’où  x xx  a — t , dxx=z  — dt, 

2ax  — xx  = a' — r ; 


elle  devient 


tdt  — ait 


rd< 


* adt 


(a’  — 1'-)*  (a1 — ,t *)»  (a* — 

le  premier  terme  tdt  (a’  — <’ 1 est  le  produit  de  deux  fac- 
teurs, dont  l’un  tdt  est  la  différentielle  exacte  du  binôme  sous 
l’exposant  dans  l’autre  facteur,  et,  d’après  ce  qui  précède,  ce 
premier  terme  peut  être  regardé  comme  intégré.  Quant  à l’autre 
adt 


:l  ’ 


fera 


d’où  d<  : 


>dr 


et 


odi 


zdz 


3. 

— xx  zdz  (zz — aa)  *, 


(a’  — ) » {zz  — aa)  3 

transfonnée  qui  tombe  dans  le  cas  de  la  précédente. 

Considérons  la  formule  différentielle  plus  générale 

d y = Xdx  (a  -j-  bx 

m étant  un  nombre  quelconque , et  X une  fonction  de  la  seule 
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(a  -f-  bx')mx=z1  d’où  jr  = 

<• 

et  on  aura  la  transformée 


t 


dy  = — - — Zz  *•  dr. 

' * mb 

Or  , si  X est  une  fonction  algébrique  , rationnelle  et  entière  , 
l'intégration  de  la  proposée  sera  ramenée  à celle  d'une  suite 
finie  de  différentielles  monomes. 

Si  Jn  est  un  nombre  négatif  — m , et  si  de  plus  Xx=xn, 
on  aura  la  différentielle 


fy  = A. 


.*’!d.r 
(a  -f-  bx')m 


en  posant 

a -f-  bx  =r  z , d’où  x = - , da:  = — - d z ", 

b ’ b 

on  aura  la  transformée 


or  n étant  un  nombre  entier,  on  développera  la  puissance 
(z  — a)",  puis  multipliant  tous  les  termes  par  dz  et  divisant 
par  on  aura  une  suite  de  monomer.  à intégrer.  Pour  n = 3, 
m — 2 , la  transformée  précédente  donnera 


bi  \ 


rdr  — 3 adz  - f-  3 


Û1 


dont  l’intégrale  est 


—■  o oz  -j-  3a  l.z  ■}*  o 


de  Calcul  intégral. 
en  remplaçant  r par  sa  valeur , ofi  obtient  enfin 

y ^ | — (a  4-  6x)*  — 3a  (a  -f*  ^*)  ~h  3 a’/^a  4-  bx) 

J b>  t_2 


* dj  = 


4-  a^p24“^'®)  +C- 

Si  l’on  avait  à intégrer 

AxnAx  4-  Bx^Ax  4~  CxtAx  -4-  etc. 

(a  4-  bx')m 

après  avoir  séparé  la  fraction  en  autant  <]  autres  qu  il  y a de 
termes  an  numérateur,  on  opérerait  sur  chaque  fraction  en  parti- 
culier comme  nous  venons  de  le  faire  sur  la  fraction  individuelle 
AxnAx 
(a  4-  )”*  . 

Il  sera  facile  de  ramener  la  différentielle 

xdx 


<!r  = 


V \ 4- x — ^14* 
à une  suite  de  différentielles  binômes  ; car  sous  l’hypothèse 
i -j-  x = z6  , d’où  xdx  = 6 (z6  — i ) z’Az , 
elle  devient 

= — 6 ( zz  4~  z*  4" 4~  4*  z~  4" ) d** 

dont  l’intégrale. est  facile  à trouver. 
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De  V intégration  des  fractions  rationnelles. 

« 

Etant  donnée  une  fraction  rationnelle 

N a -f-  a'  x -(-  aux''  -}-  etc. 

~ir~ 

i 


1)  (a:  — ce)  (x — ce').... 

dont  le  polynôme  numérateur  est  d’un  degré  moindre , au 
moins  d’une  unité,  que  le  polynôme  dénominateur,  et  dont 
les  facteurs  du  dénominateur  sont  inégaux,  réels  ou  imagi- 
naires , nous  avons  démontré  ( Cale.  diff. , chap.  X ) la  décom- 
, position 


N 

D 


+ 


y + 


à" 


-f-  etc.  . 


X — ce  X — *'  x — a11 
où  A , A',  A" . . . . sont  des  fonctions  de  a,  a’ ...  .«  , a',  etc.  ; 
en  sorte  que 

1 JVdx 


f*  JVdx  , f*  do:  /"*  dx 

J sr- = ■ V—  + aJT=T  + 


etc. 


Or  le  numérateur  de  chacune  des  différentielles  sous  le  signe./ 
«lans  le  second  membre  , étant  la  différentielle  exacte  du  dé- 
nominateur , chaque  intégrale  est  le  logarithme  népérien  du 
dénominateur.  On  aura  donc 


/Nàx 

-jj—  = Al(x  — ce)  + A'l(x  — *')  +.... 


Exemple  I,r.  Intégrer 


x * dx 


quoique  le  facteur  du  dx 


ne  soit  pas  rationnel , on  peut  le  rendre  tel , en  posant 
x“=z,  d’oùx  = z*  et  dxr=2*d.r; 
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x » dx  2 z’dr 


x — i 
-et 


= 2 dz  -f-  ^ - = 2 dz  

Z% I ZZ 1 Z 1 


dr 


Z- f-I  ’ 


/'  x»  dx  — x ) „ 

—~**‘+lbqr}  + c- 

Exemple  II.  Intégrer 


dJ=  — 


Bdx 


V XX -f-  2 i>X 
équation  différentielle  de  la  cbainclte.  En  posant 


xx  -f-  2 Ex  — z'x1 , d’où  x : 
on  a pour  transformée 


2 B 


-,  dx  : 


iBzdz 


(zz—l)* 


d y = — 2 B 


dz 


zz — j 


et 

y=Bi 


+ iCz=  BI  $-JZ+y*'+::h  l + 

( — X + j 


zc 


— ZZZ  {#+*-(-  {/x*  -f-  2 Z?X  } -f-  ZC  , 

en  cumulant  — Zi?  dans  la  constante  IC.  Or,  on  sait  dans  tÆtte 
question,  qu’à  x = o doit  répondre  y = o ; on  a donc  ,®BV 
déterminer  IC , cette  relation 

IC  = — BIB. 

Ainsi  en  prenant  le  radical  avec  le  double  signe,  on  obtient 
cette  équation  finie  de  la  courbe 

y = Bl  ^I±1^Z±Æ\. 

Exemple  III.  Intégrer 

, dx  ® 

dy  = 


V x -f 


•4J  . 
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2. z 2 (i  -f-xx)  rîr 

, dx~. 


2 dr 


en  posant 

\/i-t-xx=  i -j-  xz,  d’où  je 
on  a la  transformée 

ty  = — 

z z — i 

dont  on  sait  trouver  l’intégrale. 

Exemple  IV.  Intégrer 
a 

dy  ~ ( V x 4-  x ^ x + ) Ax  ; 

X -f-  {/  X 

dans  l’hypothèse  a:  i'a  = z,  cette  différentielle  devient 

\2.  (z* zxi z*1*}  z"  àz  12  ( z9  -f-  *l3  -f-  ■z’9)  dr 


dy  = 


z'^+z6 


i -{•  z6 


avant  de  procéder  à l’intégration,  on  observera  de  continuer 
la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur , jusqu’à  ce 
qu’on  parvienne  à un  reste  dans  lequel  le  plus  haut  exposant 
de  z soit  moindre  qu’au  diviseur. 

Exemple  V.  Intégrer  la  différentielle 

♦ . ds 

d<  = 7=r.i 

(?  — rî)  V 2.<çs 

où  q,  r,  ç sont  des  constantes.  Sous  les  hypothèses 
— = m’ , s— y* , d’où  ds  = aydy  ; 


la  proposée  devient 

2jdy 


il  — 


4r 


(?  — »y’)  Vzyy' 

* 


V 2 <p  m’  — r 

2 dy 


rV/aç.  (">+.?)  Cm—  J ) 
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dont  l’intégrale  est 

.= — i 4=±IA+C. 

I*"  X> 

Exemple  VI.  La  différentielle 

dfc 


i3 


d tz 


\/ 2.  n<s>  V i —e—rl 


où  n , (p  et  r sont  des  constantes  , se  transforme  dans  celle-ci , 
— dz  — r dz 

dt— 


rr^înf  (i  — z ) r \/  2 ni p x )/ 1 — z 

par  l’hypothèse 

» dz 

e~rk  — z,  d’où  àkzzz  — 

rz 

or,  en  posant 

i — z = xx  , d’où  dz  =2  — 2arda: , 
cette  transformée  devient 

a djc 


dt: 

dont  l’intégrale  est 

t=C4 - 


l/anp  1 


f*+*\ 

i — c i 1 J 

i»  + v t — A 

\1  — xJ 

1 U | y lS 

r V'  2 n <p  j 

\i  —ÿi—z) 

27i  ç (i — y'i~e~rlJ 


r V 

Ces  deux  dernières  différentielles  sont  encore  données  par 
des  questions  de  mécanique. 

On  a vu  ( Cale.  diff. , chap.  X ) que  deux  fractions  telles  que 
celles-ci , 

A A' 

x -f-  « -f-  /3  y' — t ar  -f-  * — fi  V — 1 1 
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dont  les  dénominateurs  sont  des  facteurs  imaginaires  conjugué* > 
se  réduisent  à la  fraction 

G -f-  Kx 


(*+«)•  + /»*  ’ 

G et  K étant  deux  coeflficiens  réels  et  connus  ; ce  qui  fournit 
le  moyen  de  substituer  une  intégrale  réelle  à la  somme  des 
deux  intégrales  logarithmiques  imaginaires 

+ /3  V1—  O+^'f  (x-f  « — £ \ /—  x) 

f'  A<ix  p A'Ax 

J x-f-ic-f-/3  +J  *+» — /3\/ — * 

t 

En  effet , én  posant 

x -j~  a — z , d’où  dx  = dr  , 

( G - f ftx  ) dx  v 


on  aura  pour  transformée  de 


(*  + «)*  + & * 


(G  — Ka.)àz  , g zdz  _g/  dr 


zz  -j-  /3$  + *3/3 

•ù  G'  = G — ÆT«e.  Or 


K • 


■rde 


**+03  ' z*+|8/3 

/fl7TV  = T'(“+«)=*r' 

/G-  — I—  = £ /-X  = £.  m ("m,  =i\ 

/ XX  -}-  /3/3  H / zz  & \ * fl/ 


dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité.  Donc 

fftK^z  = -'{(«+■>•+*•)+  ■ 

/(*+*) 4-ü*  2 1 

X arc  ^tang  = 


G— K* 


Exemple  Ier.  Soit  la  fraction  rationnelle 


(x  — x+xx)  dx  _ 
(i  + x)  (i+xx)' 
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on  posera 


i — x + xx 


(t-j-x)  (x-f-xx)  i -f-  x i xx  ’ 

3 i * * 

d’où  on  conclura  A = — , G= — , Af— , ce  qui 

a a a * 

donnera  , ' 

(i — x -j-  xx')  dx  3 dx  i xdx  i dx 


G + Kx 


(t-|-x)(i-t-xx)  a i-j-x  a i +xx  a i -f-xx  ’ 

m 

donc  la  proposée  a pour  intégrale 
3 i i 

— I (i  + x) — / (i +xx) — arc  (tang  = x)  -f-  C. 

Exemple  II.  Essayons  de  convertir  eu  une  fraction  rationnelle 

le  coefficient  du  dx  dans  la  différentielle 

a * dx 

H J " . En  multipliant  numérateur  et 

V i+.t* — l/i— -xx 

dénominateur  par  \/ 1 -j-  xx  + V~i  — xx  , on  aura  d’abord 


dy 


dx  y/ 1 -f.  xx  dx  \/ 1 — x 


a xx 


A 1 effet  de  faire  disparaître  les  radicaux,  on  posera  p 
premier  terme 


\/ 1 -j-  xx  = xx , d 
xdx 


I f~ 


y' zz 


• ^ r ' " j 

{zz l)à 

et  pour  le  second 


T > 


[/ 1 XX  = 


V** 


V i — xx  = tx,  d’où  x : 


dx  = — . 


/d# 


(«H- O* 


V tt  + i ’ 

V X XX  = — - — 

Vtt+1 
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donc 


Leçons 


ZZ(  Iz 


ttAt 


^ 2 (ZZ  — I ) 2 ( tt  -f-  I ) * 

dont  l'intégrale  énoncée  en'  x est 


Vl—xx+  V”7  I — XX  I / ; \ 

1=  C 1 vi  + xx) 

J 2X  2 

— arc  ( tang  = — X \ 

2 ^ Y i — a*  ' 


h 


+ » + & V- 


II  est  cependant  nécessaire  de  savoir  comment  on  repasse  de 
l'intégrale  en  logarithmes  imaginaires 

/(a-f-ct-f-  fi  y — O + * (*4*  * — fi V — 0+  £ 

à une  intégrale  réelle.  D’abord  sous  l’hypothèse  x -f-  a.  — z, 
d’où  dx  = dz,  on  a 

Aàx  r A'Ax  _ C AAz 

— i J x -j-  « — fi  y i J z -Y  fi  \J  — 1 

+ f 4t = Al  [z  +fiQ  — 1) 

J z — oy  — i 

■yA'l(z — y fi—  i + C; 

j^Alg.,  2e.  sect.  ) 

i (z  y — i)  =/r±«  — i • 

r étant=  V zz  -f-jB.g  et  i/  = arc  ^cos=  — ^ : ainsi  l’intégrale 

précédente  devient^/  ( 7r-  r/  — 0 T - A' (Ir — uy  — 
mais  d’ailleurs  [Cale.  diff. , chap.  X),  A = P -f-  Q \/  1 » 

— p Q y — i : donc  l’intégrale  précédente  devient  : * 

z[Plr—  Qu)  + C=  2 1 VI  V zz+fifi) -Q. arc^cos  = — — 

~u^Pl  y'sz+fifi) -(barc(siu=-— + C'.(a). 
où  il  faut  remplacer  z par  x-f-  *• 


m 
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Exemple.  Appliquons  ce  qui  vient  d’être  dit  à la  transforma- 
tio,n  des  intégrales  imaginaires  données  par  f . Ou  a 

trouvé  (Cale.  dijf. , chap.  X ) * ~ 1 


A’  =z  — 

I 

I 

I 

v/—  1 , 

3| 

é — 1 + 1/  — 3 ^ 
< ) 

* v 3 

A"  = — 

I 

I 

I 

\/~i; 

3 

f— ' 

\ a y 

, — T + 

3 y1 3 

donc 


■Î--,  , = 


6'  2^3 

Faisant  ces  substitutions  dans  (t)  et  (2)  , et  observant  que 
1 

* — — > et  que  le  sinus  étant  négatif,  l’arc  le  devient  en  même 
tems,  on  trouve 


6 


tt  arc  / cos 


+c»; 


+ ‘pr*"(  ‘“+7 t;  * -t  )>+<?■ 


a 
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En  représentant  C — Par  la  c01islante  on  obtient 


donc 


= l.  i («-o-  \i  ^+*  + 1 

y r — i à ° 


+ ^3  arc  ( lanS  = 


*+T 
— y/3 


+ C. 


Au  lieu  de  la  fraction  , ^ ' J on  Pourrait 


\ 


t 
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employer  celle-ci 

(G  Ax ) (la; 


(G  -f- Kx)  dx 


x’ — 2px  costp  -f-  pp  (x  — p cos  <p)a  -f-  p’  sirCf  * 
car  en  posant 

x — p cos  ip  = z , d’où  dx  ;=  dz  , 
on  ramène  la  proposée  à telle-ci 

( G -f-  Kp  cos  <p  -f-  Kz)  dz  G' dz  Kzdz 

zz -f- p’  sin’ <p  zz- f-/3j3  zz-\-fc(i  1 


en  faisant 


G -J-  A^  cos  p = G' , p’  sin’  <p  = /3j8  ; 


y^Azdz  AT  z'*  2zdz  A / 

— — — — J = — l (zz  — ) = Kl  y zz  4- j33 , 

zz- f-jSjS  2 y ZZ+/3/3  a ’ 

dz 

G’  p z G'  / z \ 

y— - = Tarc(tang  = 7Jî 


/3 


i + 


A» 


en  sorte  que 

f G -f-  Ax)  dx 


/2_r£ 

/ x1  — . 


IpX  cos  Ç>  -}-  pp 


— A Z ( a:  — p cos  ip)1  -|- 


A® 


+ ^arc(tang=^-l^)+C. 


On  pourrait  encore  faire  dépendre  l’intégrale  de • 

/°  (G  + Kx)  dx 

/ — 7 7 de  1 intégrale  de  la  différentielle  plus 

J X1 2pX  COS  <p  -}-  pp  ° ‘ 

• dx 

simple . En  effet,  si  l’on  pose 

X1  2pX  COS  <p  — f - pf  r 

l (xx 2 px  COS  <P  -f-  pp)  = Zz, 

Z indiquant  un  logarithme  népérien  , et  qu’on  prenne  de  part 
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et  d’autre  la  différentielle , ou  aura 

( 2x  — • zp  cos  q>)  d.c  dr 

XX  — 2fX  COS  + f f Z ’ 

et  de  là 

xdx  i da  d.r 

■ " -■  pî  cosç  - ' I 

XX üfXCOSÇ-f-fp  2 Z XX 2fXCUS<p-j-ff 


conséquemment 

(G-f-À'x)dx  K dr  , . v . -, 

■ — r— f*  \J*  “}-A  p C05Ç1) } 

x 1 — np.arcosip-f-pp  a ^ xa: — apxcosp-f'ff 

et  * 

( G-f-  Xa?)  (Lr  K 


f-. 


XX 2fX  COS  (J)  -J-  f f 


l (xx  — 2fX  cos  <?  + pf  ) 
dx 


+ (G+À>COS(p)  f —1 

J X — -I 


Udx 


pXCOSS-f-pp 

, B étant 


L’intégration  des  fractions  de  la  forme 

. (■* — f3)" 

une  constante  , ne  présente  pas  de  difficultés  : car  en  posant 

x — j3  =zz,  d’où  dx  = d;  , 

on  les  ramène  à celle-ci  B — * ==  Bz~"  d z qu’on  sait  intégrer. 

Exemple  Ier.  Proposons-nous  l’intégration  de 

dx 

x (i -f-x)’  (î -J-x -f- xx)  ’ 

conformément  à la  règle  (GWc.  dijf, i,  ehap.X),  on  devrait  poser 


i A B B'  G-\-Kx 

— 1 , 1 Z 

x(i-j-x;*  (i-j-x-J-xx)  X (l-j-Xj'J  1 -J-x  i-f-x-f-xx 

et  évaluer  par  le  calcul  différentiel  les  indéterminées^,  B , 
B',  G et  K ; mais  il  sera  plus  expéditif  dans  c6  cas  et  dans 
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un  grand  nombre  d’autres  , de  réduire  les  fractions  partielles 
au  même  dénominateur  , qui  sera  celui  de  la  fraction  donnée  t 
et  de  comparer  , opération  qui  donne 

dx  dx  ( 2X-4-31  dx  xdx 

x(l-}-X)*  (l-t~X-|-Xx)  x (14-x)1  i -j-  x -f-  xx 

, (ax  -4-  3)  dx 

D abord  on  intégrera  — ■ en  posant 

1 -f-  * — z , d’où  dx  = dz, 

* 

ce  qui  donne 

_/’ÿf_/'Ë__a*+A=_ai(l+,)  + -Jr. 

J Z J ZZ  z I + x 


Quant  à la  différentielle 


xdx 


xdx 


i x -J-  xx 


(-+t)  + 


3.’ 


on 


posera 


et  par  là 


x -j — z i d’où  dx  = dx , 

a. 


/■*  xdx  /"•  ad  z i r>  dz 

i -f-x  4-  xx  / ,3  a J ,3 

1 zz-\-  — ^ zz- \ 


jrh 

ZZ -j- 


= T ' ( " + t)  - 73!rc  (UH = vi) 


on  a donc 

y’_  dx 

Xfl 


■ \ 


(.+*«.+^+»-='-'-2^'+x)+t'(,+i+“:+1+* 

I / 2X-1- I\  _ 

— ■ — -arc  | tang  = - — z—*  ]4-  C. 

y/3  K 9 V3  / 


Exemple  II.  Ayant  trouvé  ( Cale.  difj. , chap.  X ) , cette 


♦ 
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décomposition 

I 


XS  + X7 x'> X1  (x l)(X-pJl)*ÆJ(X’+  l)  8x I 

t I q I i 

P 


+ 


1 - + — 

K 


4 (x+ 1 )*  8 x -(- 1 


+ TT 


i 

X 


i ( i 4-  x ) 


4 x’  + 1 


on  en  conclut 

^ f<(*— : >— T ^Fl+1 <(l+,) 

I 1,1, 

-j /X— — /(XX-f  I) 

3.X1  X O 

arc  (tang  = x)  -}■  C. 

4 

Pour  completter  la  théorie  de  l’intégration  des  fractions  ration- 
nelles , il  nous  reste  à considérer  celles  dont  le  dénominateur 
est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  égaux,  et  comme 
on  a démontré  ^ Cale.  diff.  , chap.  X)  cette  décomposition 

G’+K’x 


N 


G-I-Àx 


(x’ 22X  l3'/7  (x’ (X'-3aX-\-a  -j-â*/-1 

, G(*r')-HC(*— ) 

G,  K ; G',  K' ... . étant  des  nombres,  il  suffira  donc  de  savoir 

• , , , (G+A"x)dx 

intégrer  la  traction  

° ((X— + 


A cet  effet,  on  supposera 


x — a —z  . d’où  x — z -f-  « , dx  = dzr , 
et  la  proposée  deviendra 


( G -)-  Ku -f-  Kz)  âz  KzA 


Ldz 

{sz  + M)l  1 (zz-\-/3$)i’ 


— 1- 

» w • 


(zzj+, SjS)7 

en  faisant  G -f-  A*  = L.  Considérons  d’abord  le  terme 
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K 


zAz 


Si  l’on  fait 


(«  + / 3/3)’ 

z ’ -f-  0’’=  « , d’où  2zdz  = du  , 
on  aura  à prendre  l’intégrale 

i K 


— r~—  K 

2 J U'I  a(l 


?)  X 


Venons  à l’intégration  de  l’autre  terme 


2(1— 9)(«=  + /3’)î  — 
Zdz 


( ZZ  + P/î) 

/*  dr 

- — - 

d z 


on 


de 


(*• -m*/ 

, on  ramènerait  de  la  même  manière  cette 
dr 


f {Z  >-4-/57»— 

y""* 

: ainsi  de  proche 

en  proche,  et  par  la  diminution  successive  de  l’exposant  q , 
on  arriverait  à f- — — , qui  est  un  arc  de  cercle  donné 

J r*  + P H 

par  sa  tangente.  Pour  opérer  cette  réduction , on  supposera 
Ldz  L'z  i p Llrdz 


•+/S3)''- 


L'  et  L"  étant  des  coefficiens  numériques  indéterminés  qu’il 
s’agit  d’évaluer  : à cet  effet,  on  différenliera  de  part  et  d’autre,  ce 
qui  fera  disparaître  les  dénominateurs  , et  l’on  divisera  par  d z , 
ce  qui  donnera 

L — L'  (z’  -J-/3*  ) — 2 (q  — 1)  L'z'-i-  Lu  (z*  + £*  ) 
équation  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes 

L=(L'  + L")f,  L'  — 2(9 — 1)  L'  -\-Ln  = o, 

desquelles  on  tire 


L'  = 


2(y—  O, s3  ’ 


L"  = 


(2g  — 3)£ 

a (?—  O ’ 
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en  sorte  que  ' 

f'  L<\z  L z 

J (*’  + £’ )'/  “ S.{q—  l}8*  * 

(2 y — 3)  £ p àz 

Exemple.  La  différentielle  A ^ .V  r'±/_'^1  ^<1<’  ,.  f 

lee— k >/ «’-f/vJ  y'c'+Jy 

dans  laquelle  p est  la  seule  variable  , devient  rationnelle  et 
conséquemment  intégrable  sous  les  hypothèses 

1 (cx — u’)’ 

ffîT’'  ’ 


1 v'e‘‘  +/Yf=/f+“  » d’où p = — . C-^-  , f 1 


2y  « 

J T A’  4-  u’\  , , ; Cx  4.  U’ 


La  possibilité  d’intégrer  les  fractions  rationnelles  soit  exac- 
tement , soit  par  les  logarithmes , les  arcs  de  cercle  , etc.  , a 
» engagé  les  géomètres  à chercher  les  moyens  de  transformer  les 
radicales  en  différentielles  rationnelles.  Nous  avons  déjà  donné 
quelques  exemples  de  cette  transformation,  et  on  en  verra 
beaucoup  d’autres  dans  le  chapitre  suivant  sur  des  expressions 
différentielles  qui  se  rencontrent  fréquemment. 
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CHAPITRE  III. 

De  l’intégration  de  quelques  différentielles 
irrationnelles  binômes. 

Intégrer  la  différentielle  xmdx  (a  -f-  bx’’)p,  n étant  un  nombre 
positif  , et  p un  nombre  fractionnaire. 

Si  l’exposant  n était  négatif,  on  le  fendrait  positif  par  l’hy- 
pothèse x = A.  On  observera  qu’on  sait  intégrer  dans  le  cas 

Z 

de  p,  nombre  entier  positif,  et  même  lorsque  p est  fractionnaire, 
pourvu  qu’on  ait  n = m -f-  i (Cale.  int. , chap.  I".),  car  en  sup- 

dr 


posant  a -f-  ù*m+I  tsx y,  on  aura  x'"dx  = 

fày 


-,  et  pour 


transformée 


£(m-f  i) 

. Enfin  si  m etn  étaient  fractionnaires, 


b (m  -j-  i ) 

et  qu’on  eût , par  exemple , la  différentielle 

' T 1 

x's  dx  ( a -j-  ùx  “ )r , 

en  faisant  x =:  sfi , on  aurait  la  transformée  Gziilz  (a-f-Jx1)? 
dans  laquelle  les  exposans  sont  entiers  : en  général , on  ferait 
x égal  à z élevé  à une  puissance  marqfiée  par  le  produit  des 
dénominateurs  des  exposans  de  x.  Ces  préliminaires  posés  , reve- 
nons à la  différentielle  proposée  ; on  posera 

a-j-bx"=z,  d’où  x = ^~ 


d z 


x'"dx  = ■ 


O — «) 


d z , 


nb 
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et  on  aura  la  transformée 


(i). . ./xmàx  {a-\-bxny 


-T— 

kJ  nb  n 


tn  4-1 

(z — a ) " z^Az  -f-  C. 


Si  donc  l’exposant 


m -(- 1 


est  un  nombre  entier  et  positif , 


on  pourra  intégrer,  ce  qui  sera  encore  possible,  si  ce  même 
nombre  toujours  entier  est  négatif,  puisqu’alors  la  transformée 
sera  une  fraction  rationnelle. 

Exemple  Isr,  La  différentielle  x3dx  (a-f-Jx1)  * pour  laquelle 

TU  | I 

m — 3 , n = a , p = £ , et  — — — — ==  a , a pour  transformée 


(r — a)ra  dz,  dont  l’intégrale  est 

(t -£>  + **•>'  + c- 

Exemple  II.  Pour  la  différentielle  x3dx  (a*-}-  x’  )â,  on-*s 
1 = a : sa  transformée  serait  donc  donnée  par  la  for- 


mule (i)  ; on  pourrait  encore  faire  oI-|-x,  = z3,  en  sorte 
que 

1 o 

J x^àp  ( a’  -f-  x*  )3=  — dz  ( z6  — c’a3  ) • 

11  existe  une  autre  condition  d’intégrabilité  ou  de  réducti- 
bilité  à une  fraction  rationnelle.  Si  l’on  divise  sous  l’expo- 
sant p par  x" , et  qu’on  multiplie  en  dehors  par  xnP , la 
proposée  deviendra 

s - 

a.m  + n/’  dx  (ûX— " b)P  , 
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de  sorte  qu’en  faisant  toujours 


*7 


ax~n-\~b~z, d’où a-{-bx?'=zxTi,  x"P- 


aP 


{z—by 


, x ■ 


(r-J) 


m 

n 


"p  — 


a " 


4-p 


dx  “ ■ 


(s— i)  dr, 


(*-*)  “ +P 

on  a 


(2) . .fxm+nP  Jx  (ax-"-\-l>)P  = 


o "m+p  r*  zpù= 

n / ÜL+Vm 
(*-*)  " 


fC. 


771  -f- 1 


L’intégration  pourra  donc  s’effectuer  lorsque  1 sera 

un  nombre  entier.  C’est  sur  cette  condition  qu’on  tomberait, 
si  par  rapport  à la  différentielle 

xmdx  (a  -f  £x"  yy 

ou  posait 


û-j-ix',=rx'1r,  d’oùxn—  xmdx= — - — 

z -b  n 


dz 


(z—b) 


m + 1 ’ 

+ ! 


puisqu’on  retrouverait  la  transformée  (2). 

« ...  m -|-  1 

J.a  condition  — — — appliquée  a la  transformée 

X’i+np  ( b + IJX~n)P 

devient  ™ + nP  + 1 ...  » + i 


• ou 


— : p,  nombre  qui  doit  être 


— n — n 

entier  pour  que  la  proposée  soit  rationnelle. 

Exemple  Ier.  Soit  à intégrer  x-*  dx  ( a -j-  x3  )“ 3 , on  a 
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m -f- 1 

\~P~ — 2î  Ml  sorte  que  la  formule  xm+nrAx(ax~''-\-bf 

devient  x~~àx  (ax~ s-f~  i)—  I dont  l’intégrale  est  donne'e  par(a): 

ou  bien  on  posera  i axT"' — z1 , d’où  x =.  ‘ ^ 

puis  élevant  à la  puissance  — 6 et  différentiant  , on  calcule 
x~ :da:,  et  on  trouve 

fxr-*dx(a+x3y-3=—  -L  /(r—  z~3)àz=C—  -L(z  + -L  z~') 

£ i_  f 20  + 3a:5  1 

201  f J 4* 

x \/(  a -j-  x )’ 

Exemple  II.  La  formule  différentielle 


"da:  (l  + bxn  \ 

V a‘ + b'  xn  ) 


dans  laquelle  nous  mettons  en  évidence  l’exposant  fraction- 

nombre  entier  : pour 


m 4“  i 


naire  , devient  rationnelle  pour 

s’en  assurer  , on  fera 

. a 4-  fcc" 

= zi , 

o'  4 -b'x" 

et  on  trouvera  pour  la  transformée 

I 

q zr+v—'dz  { a'zi — a ^ — ’ p f ( b'  (a' zi — o)  ^ 

n b — b'zi  \ b—b'z'i  ) L 0 b— Vit  / 

Exemple  III.  On  ramènera  à la  forme  a:mda:  (o  4~  bxn)r> 
la  différentielle 

d y =(  a+z)  dz  ( b 4-  ao.z  4"  zz)p  ? 
où  p est  fractionnaire  , en  posant  a z = x. 

Exemple  IV.  On  peut  encore  ramener  i la  forme 

*mdar(o4"  bxny  les  différentielles 

5 * 

zdz(zaz—  zz)—ï  , (az3~z'<)  dz  (az3 — r'1)- 1 • 
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En  effet  , la  première  revient  à celle-ci  z~  ï dz  (2a— z)~ï.  La 
seconde  se  transforme  jl’abord  dans  celle-ci 

5 i 5 

(az'i—  zs)  dz  ( az3 — z6)-?,  et  en  posant  az3—  — zG  = x , 

o b 

on  trouve  la  transformée  — x~  » dec  , qui  est  comprise  dans 

la  formule , mais  qu’on  intègre  directement. 

11  arrive  souvent  que  les  conditions  d'intégrabilité  ou  de  ré- 
ductibilite  ne  sont  pas  satisfaites  ; alors  on  se  propose  de  réduire 
l’intégrale  , c’est-à-dire  , de  la  faire  dépendre  d’une  autre  plus 
facile  à obtenir,  de  la  meme  manière  que  nous  avons  déjà  fait 

précédemment  dépendre  C- de  f'- — 

J (•**  J ? 


A ces 


effet,  on  a recours  à l’intégration  par  partie  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage  ( Cale,  dijf !,  cliap.  XI,  note).  Nous  rappellerons  ici 
la  formule  : u et  v représentant  deux  fonctions  de  x , on  a 

d («v ) = udv  -{-  vàu , 

intégrant  de  part  et  d’autre  , et  laissant  /ude  dans  l’un  des 
membres  , on  aura 

fuàv  = uv  — Jvàu. 

Pour  appliquer  plus  commodément  cette  formule  , faisons 

a-\-bxn  = z,  d’où  àz=L  nbxn~' àx  \ en  sorte  que 

x,ndx  (a]-}-  bxn  )f  — x"'àx.zP  , et  posant 


de  = xmdx  , d’o 

on  a 

Jx^dx.zf  — — — zf- 


772  — f—  t 


et  u 


: Z? 


jn-{- 1 
xm  + t 


m-\~  i 


— - — /jc-"+'  zP~‘  dz 
m 1 

-^-fx 


TO-f-I 


fxm+"  d x.zP-' (3). 
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Mais  zp  — zP~'  .z  =±  zP~'  (a  -f-  bx " ) ; donc 

Jx,nd x.zp  — a Jx"'dx  .zP~~l  -f-  bj gP~l  xm  + n dx. . . .(4)  , 
égalant  les  seconds  membres  (3)  et  (4)  , on  trouve 
b (m  -f-  i -)-  np')Jzp—I.x""*~ndx~x""¥'  zp 


changeant  p — i enp , et  m -|-  n en  m , cette  formule  deviendra 

à(m  + nP  + O 

Si  en  place  du  dernier  terme  de  l'équation  (4)  , on  écrit  sa 
valeur  donnée  par  (S)  j on  obtiendra 

r , xm+l  .zP-i-  anp  lxmàx.zP~ 1 , _ 

Jx"tàx.zP  — ! t (fi). 

m + 1 + "P 


La  formule  (A)  fait  dépendre  fx'"dx.zP  de  fxm  ~ "dx.re  , 
par  le  seul  changement  de  m en  m — n.  Pareillement , on 
ramènera  Jxm~ndx.zP  à Jxm~,n  dx.zP , et  ainsi  de  suite. 
En  sorte  que  l’intégrale  proposée  dépendra  en  dernier  lieu  de 
celle  de  xm~in  zpdx , in  étant  le  plus  grand  multiple  de  n 
contenu  dans  m. 

» 

La  formule  (f?)  sert  à diminuer  l’exposant  du  binôme  , de 
manière  que  si  l’on  change  dans  (fi)  l’exposant  p , successi- 
vement dans  les  exposans  p — i , p — a , etc.  p — q , q étant 
le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p , on  réduira  l’in- 
tégration de  la  proposée  à Jxmdx .zP~i  , et  d’après  la  for- 
mule (yf)  on  ramènera  cette  dernière  à fxm~‘"dx.zP~'i. 

. . * . 1 1 

Exemple . C’est  ainsi  que  l’intégrale  de  x3dx  (a  -f- bx* ) % 

dépendra  en  dernier  lieu  de  celle  de  dx  (a-f-ix’)». 

En  dégageant  dans  ( A ) et  (fi)  le  terme  intégral  qui  se 
trouve  dans  1«  second  membre,  et  changeant  m—n  en  m 
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dans  ( A ) , et  p — x en  p dans  (JS)  , on  obtient 

/>jr  =B_x’n+,z>’+'— b[m-\-i  + (p+i)n]fx'“+"<\x.zr 

a (m-f-i)  }r 

f^.zr  = -*m+'^'+Lm+I+'P^  CD) 

na(p+  O 

Ces  formules  sont  utiles  suivant  que  l’exposant  m ou  p est 
négatif,  puisqu’alors  cet  exposant  est  diminué  sous  le  second 
signe  d’intégration. 

On  remarquera  que  la  formule  (C)  qui  se  rapporte  au  cas 
de  m négatif,  et  qu’on  peut  écrire  ainsi, 

fx-"  dx.zP=  x~m+'zP+,-bl—m+l+(P+'>^fx~m*nix-zr  ,C) 

a ( x — in  ) * 

est  en  défaut  pour  m = x ; en  sorte  qu’elle  ne  peut  servir  à 

. , dje  ( a + bxn  ) p 

intégrer  


posera 


: -J-  bx ” —y",  d’où  x — 


. Pour  traiter  cette  différentielle  , on 

I 

(y  — aÿ 


v/ô 


donc 


dx 


= d ( Ix  ) = - d . l (y - - O)  = , 

x n y’1  — a 

et  de  là 

„«(/.+,)— ,dy 

x~ ' da:(a  4*  bx")P  =y"P’*mH—,Ùy  ( y n — a)—I  = 

Cette  formule  yn(P~*’,)~,dy  (yn — o)—  1 rentre  dans  celle-ci 
xmda:  (a  -f-  bx"  )p.  Soient 

n=2,  m = — i,  a — i,  b-= — x;  p>  — — ~ : 
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on  aura 
dx 

x V i 


4r 

+J) 


/dx  °y  /°  dy  ® 

xVï^xx'  y'~l~  y o-hr)  C»— j)—  j 2(1 

/"  dr  ^;|/1~r=;<.  !~r  » . 

Jz(i-ÿ)  w i+jr  \ ï — j1  J’ 
ainsi,  en  observant  que  j t=  \/ 1 — xx  , 011  trouve 

r ài ■ = 1 i i~ ^/77r^  \+ct 

J x\/l  XX  l x j 

formule  d’un  fréquent  usage. 

Sous  les  hypothèses  a = 1 , b = — 1,  n — u , p — — £ , la 
formule  ( A ) qui  représente  alors  l’intégrale  de 
devient 

x"tlx  V 1 — xx  m — 1 

Y 1 — xx  m . m J Y 1 


/ - 


"dx 
ÿï—xx 

’dx 


■±nr^..w. 

J Y 1 — xx 


Prenant  d’abord  pour  m la  suite  des  nombres  impairs , on 
•btient  ces  résultats 


xdi 


«••••< 


[/  1 XX 

y 

f x’dx 

1 

Y I XX 

6 

f'  x;dx 

I 

Y 1 — xx 

5 ‘ 

P x7dx 

I 

V I XX 

7 

y/i— xx+6 

1 . / . 2 /->  xdx 

_«.i »+T/-= 


V/  1 — XX 

4 xJdx 


XX 


6 -/  x5dx 


■ xx 


et  en  remplaçant  les  intégrales  indiquées  dans  les  seconds 
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membres  par  leurs  valeurs,  on  obtient  ces  formules 

i 

/'  xdx  * / 

: — ■ = — C, 

y 1 — xx 


/’  x5dx 
V i — xx 


(t*'+  lil*'+Txi)l/,-"+  c< 


I .2.4' 


. p x?dx  /i  i.6  , i.4-6 

J V i — xx  \ 7 5.7  3.5.7 


H7XT7)'/T=~+fe. 


etc. 


qui  sont  comprises  dans  la  suivante  qui  en  est  comme  le  terme 
général, 

/x“+,dx  f 1 21 

\/r^  W+*  ^c*+«x»-o  + 

2.4...  (21—2)21  \ t/: — — 
3...(2J—  l)(at+l)> 

Passons  aux  valeurs  paires  de  m,  en  commençant  par  m=2, 
et  nous  aurons  cette  série  d’intégrales 

/’  x’dx  1 . 1 p dx 

; = X V l-~ XX  -) / -- 

V I XX  2 2 'J  [/ 1 XX 

/*  x'<dx  1 , , 3 p x’dx 

— - = — — x3  V 1 — xx  -| — — / — ■■  ■- 

V 1 — xx  4 4 «y  V 1 — xx 

x6dx  1 / 5 p x*dx 

T T 7^= 


ard.r 

i/t~ 

Dr  /L-J* 

.7  WT 


6 

etc. 


= arc  ( sin  ==  x ) , ( Cn/c.  , chap.  IV) 

V 1 XX 

et  en  désignant  cet  arc  par  A , les  formules  précédentes 

3 


t 
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/’  x’dx 
\/ 1 — x. 
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. — — xx  -j A -f-C, 


[.3.5  \ . / . x.3.5 


+ l^x))/T^+i&A+c' 


etc. 

Woù  on  conclut  cette  formule  générale 

P a^dx  _ ( i 1 (ai  — i)  . , 

• / — —-C—  i . xJ— 4-  ~A — .. 

J V x-xx  l21  (*—  2)2/ 

i.3 (ai  — 3)  (ar  — i)  \ / 

H -, r—r-  — s — : * > V t — xm 

2.4-  • • • ( a/  — 2)  21  I 

x .3 (at  — 5)  (ai  — 3)  (ai-  — i ) f 

a . 4-  • • • ( ai  — 4)  (at  — a ) ai 

. , , . xmdx 

Si  la  formule  a intégrer  était  . — , on  poserait  xzxrz, 

V/  rr  — xx 

d’où  dx  = rdr  , xm  — rmzm  , et  on  aurait 

/“  xmdx  P z’n(\z 

~r  J l/l  “*  * 


zz 


11  sera  toujours  possible  d’intégrer  la  formule  différentielle 

x%tfdx  ...  » 

^ — j , c’est-à-dire  , de  ramener  son  intégration  à celle  de 

dx  , 1 t . 

-,  dont  on  sait  (Cafc.  diJJ cliap.  IV)  que  l’intégrale  est 


xa-f-a 


— . arc  ^tang  zz — ^ En  effet,  comparant  la  formule  pfoposée 
avec xmdx(a-j-bxny,  on  aura  rn—xq,  n = a,  p — — x,  a—a‘. 
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b = i : reportant  ces  valeurs  dans  la  formule  (.'Z)  , on  trouvera 

/'x’'/dx  ^ 1 dx  /■Pcx 

x’-|-a'  ay — i / i 

Ainsi  29  étant  un  nombre  pair,  on  est  nécessairement  ramené 


à l'intégrale  de 


dx 


, comme  nous  l’avons  annoncé. 


On  trouverait  de  même  cette  formule  de  réduction 


/ar’î  + 'd.i 
x‘  -f-  a’ 


x't 


ay 


a A— 
J *’  + 


î-'dx 


■(**); 


et  de  proche  en  proche  on  ferait  dépendre  l’intégrale  pro- 

/è  J 

— - qu’on  connaît,  et  qui  est  — l (a:’  -)-  a’). 

Exemple.  Soit  la  différentielle  — — — - : on  a d’après  la 


formule  (Æff)  , 


/“  x'dx  a:’  /'’  x’dx 

x*  4-  a*  4 J + a‘ 

/■*  xjdx  x’  Z1  xdx 

x 4“a*  2 ûw/  x'  + a1 


donc 


A 


XSdx 


X'1  X ’ 

a» [_  a',  f (xa  4-  a’). 

4 2 


x’4-<r 

On  peut  encore  parvenir  à la  formule  ( A ')  {Cale,  int.,  p.  82) 
par  un  procédé  qu’il  est  bon, de  connaître.  A cet  effet,  diffé — 

reniions  la  formule  x'n~'Yi — xx  ; nous  aurons 
dix""-’  V 1 — xx}  ~(jn — t)x’"—,dx  V' 


’dx 


t/l—  XX* 

multipliant  et  divisant  le  premier  terme  du  second  membre  par 
l/ 1 — xx,  il  viendra 


d { x"'~l  V 1 — xx}  = (m* — 1 ) — - 


— »da 


V7  1 — xx 


x^dx 
J/  1 — xx 
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intégrant  et  transposant,  on  trouve 


/'  x'^dx 

1/  i — xx 


x'"— ' \/  i — xx  m — i Z1  x"'  5 il* 

J t/i  — 


m 


m 


.{A'). 


XX 


En  appliquant  le  même  procédé  à l’expression. 
x’it—  ■ ^«±1  , on  obtient  cette  autre  formule, 

Æmd*  xm~'  y'xxzt  i m — « s~,xm~,dx 


A 


1/ 


m 


i m — i 

"+’  m J V 


w±i  "*  - ^«±1 

Ces  formules  et  (E)  servent  à intégrer  la  fraction 

*“d* 


\/  a -j-  -J~  c#1 

formes , 


, puisqu’on  peut  la  ramener  à l’une  de  ces 


zmdz 


zmdz 


A 


V aa-X.  zz  V zzOL  aa 
Pour  m = i , la  formule  (£)  donne... 
xdx 


= V xx  zîz  t + C,  et  pour  m = o , elle  est  en 


, V xx±\ 

défaut  ; mais  alors  on  peut  intégrer  directement 
En  effet , si  l’on  pose 

x \Zxxdzi  — z. 


d* 


Ÿ XX  ±: 


on  a 


et 


de 


d x ( x + V'  x ’±,  x ) 

V xx‘  — t 

d*  (x  -f-  y' xx  rh  0 


= de, 


d* 


’(x  4-  V'x’rfc  IJ  yxxïi  i)  yxx±i 


donc 


f — ^ x=lz~l  {x*y  [/xx  ± I } + C, 

« J y'  xx  i;  i 


/ 
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formule  qu’il  faut  retenir,  parce  que  cette  intégrale  se  présente 
très-souvent. 

Lorsque  l’exposant  m est  négatif,  on  ne  peut  plus  employer 

les  formules  ( A ')  et  (E  );  mais  en  faisant  xï=  — , on  trouve  ces 

* z 

transformées 


dx  zm~‘  dz 

xm  Y I XX  \/ ez — i 

dx  zm~'  de 

xn  V xx  -4-  t Y 1 -H  zz 

D’ailleurs , si  de  la  formule  ( A‘ ) on  dégage  l’intégrale  qui 
est  dans  le  second  membre  , on  trouve 


/'  x’"— ’dx  xm—  \/ 1 —xx  ^ m n x' 

l/i — xx  m~  1 m — 1 J 1/  I 


xmdx 


Y i — xx  m " 1 m 1 7 y/  I — xx 


•(-<*). 


formule  qui  remplace  ( A ')  pour  m négatif.  En  effet,  pour 
m = — i , elle  donne  . • 


dx 

Y 1 — xx 

X3  l/  I XX 

2 X* 

m = — il  , 

C dx 

\/  I XX 

X'Y  1 XX 

3 x3 

m = — 3 , 

f*  dx 

Y'i  XX 

X5  V I XX 

4x4 

dx 


dx 


+ ~ f 

4 1/  x5  Y i — xx 


et  ainsi  de  suite.  Mais  ces  intégrales  supposent  celles  des  deux 

différentielles  - , - , et  on  a trouvé  la 

^ x y î — xx  xx  y î — xx 
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première  {Cale.  int. , pag.  3a).  Pour  obtenir  la  seconde,  ou 
fera  m=  o,  dans  là  formule  ( A iï)  qui  donnera 

d.r 


/**  d-r 

X 1 V I — -ex 


l/l  — 


Ainsi  les  intégrales  sont  algébriques  pour  m nombre  pair 
= 2 et  transcendantes  pour  m impair,  on  de  la  forme 
st cf  i : en  effet,  dans  le  premier  cas,  la  condition  de  réduc— 
tibiiité  ( Cale.  int. , pag.  27  ) 

m-fi  ( _ — 2?- f-t 


P = 


— = nombre  entier  = — q 
2 


est  satisfaite  , tandis  que,  dans  le  second,  aucune  des  deux  con- 
ditions de  réductibililé  ne  peut  avoir  lieu. 

En  second  lieu  , si  de  ( E ) on  dégage  le  terme  intégral  dans 
le  second  membre.,  on  trouve 


/l 


*àx 


772 I 

772 


— » l/à 


m 


- f- 

—1  j 1 


V xx  i 1 


■(■£')• 


Pour  m = o,  cette  formule  donne 
dx  l/  XX  ± l 


f: 


X’  \/ XX  i 1 


pour  m = 1 , elle  est  en 


défaut  : mais  nous  avons  trouvé  plus  haut  qu’en  posant  * = — , 


on  avait 


dx 


’-'d  z 


Xm  \/  XX  ifc  I 


1/  1 ±.zz 

en  sorte  que  pour  171  = 1,  on  trouve 

dx  d z 


x y xx  zh  1 


V 1 ± « 
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Br  on  a donné  {Cale,  int pag.  36)  l’intégrale  de 

. • /°  dz 

et  on  .sait  que  /— = arc  ( sin  ==  z ) -f  C. 

' V i — zz 


39 


dz 


V ? -f- 


md\ 


Intégrer  la  formule  dijjèrentielle  - . 

y'  z ax  — xx 

En  imitant  le  proce'dé  employé  {Cale.  int. , pag.  35),  on 
différentiera  a:™  l / zax  — ara:,  ce  qui  donnera 

d { mm  V 2.ax — ara:}  = mxm— 1 dx  y a ax — xx  -f-  -Æ  ^ ; 

V 2 ax  — xx 


x'“  y' 2ax—-xx~mfxm~,dx  \Zzax~xx  -f-  Ç-~. 

y 2 ax — xx 

multipliant  et  divisant  sous  le  premier  signe  / par  V/  2 ax — xx. 


réduisant,  changeant  m+i  en  m,  et  dégageant. 

/•  r| 

— ■ — — , on  trouvera 

1/  •>  fl  TC / 


y 2 ax — xx 

/•  X 
l/ï  fl 


"dx 


xm“~  1 y'  z ax  — xx 


2 ax  — xx 


m 


c (2  m — 1 ) p x'"  — ’ dx 
m J V 2 ax  — xx 


—CT). 


11  sera  donc  toujours  possible  de  ramener  l’intégrale  de  la 

/’  dx  11  adx 

— = — / — : or  ... . 

y 2 ax  — xx  a J y 2 ax  — xx 

/'  adx 

=r  exprime  un  arc  de  cercle  dont  a est  le  rayon  , 

y 2 ax  ~~  XX 

et  x le  sinus  verse  {Cale.  dîff. , chap.  IV  ). 

Exemple.  Proposons-nous  d’intégrer  dy  = dx  j/~x~  _ nous 

y a — x • 
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multiplierons  haut  et  bas  de  la  fraction  par  V x , ce  qui 


donnera  d \y  — 


xdx 


V al : 


J en  sorte  qu’en  faisant  dans^') 


m — i , et  changeant  2a  en  a , on  aura 

y r=  C — \/  ax  — xx  -f-  arc  ( sinus  verse  = x ) : 
cet  arc  étant  rapporté  au  rayon  rr — a.  Autrement 


ày  — 


au)  j 


xdx  — i adx 


: ad.* 


\/  ax  — 


V ax  — * 


V ax  — . 


/.rdx  — ' adx 

= — Vax 

V ax  — xx 

f- 


I adx 


■ — arc  ( sinus  verse  = x ) , 


V ax  — . 


cet  arc  étant  rapporté  au  rayon  = — a. 

Nous  ferons  connaître  un  autre  procédé  pour  obtenir  la 
formule  (/■')  : nous  poserons  l’identité 


tm  dx 


V 2 ax  — xx 


-,X  ■ 


adx  — xdx 


dx 


2 ax  — xx 


V/ 


2 ax  — xx 


dans  laquelle  on  sait  intégrer  le  facteur  de  — xm— 1 dans  le 
premier  terme  du  second  membre  : si  donc  on  prend  l’inté- 
grale , en  regardant  pour  un  moment  xm—  1 comme  une  cons- 
tante , on  aura 

x'"dx 


f- 


V 2 a: 


— — *"•—  '\/  2 ax  — 


+-/•  .r^-^+.v.-c). 

t/  V 2.  ax  — xx 

ou  la  fonction  de  x,  représentée  par  X,  complette  l’intégrale 

i 
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qui  n’est  pas  exacte  dans  l’hypothèse  actuelle  : à l’effet  de 
déterminer  cette  fonction  X , on  différentiera  de  part  et 
d’autre,  et,  après  les  réductions,  on  trouvera 

i".“'  dx  Æ-’-d.r 

dX  — 2. a {m — i)  \m — i) 


y'  2 ax — xx  v 2.  ax  — xx 

r „ P a;’n—,dar  p xmàx 

,=2o(m—  i)  / - , (m—i 

J I/o. ax — xx  s V zax — xx 


"—‘dx 

{ m — i)  f _ 

V 2.ax  — a;*  •/  V 2 ax—xx 

Cette  substitution  faite  dans  (i)  ramène  à la  formule  (F). 

Nous  avons  annonré  à la  fin  du  chapitre  précédent , la 
réduction  en  fractions  rationnelles  de  quelques  différentielles 
radicales,  réduction  qui  les  rend  intégrables. 

Intégrer  les  formules  différentielles  x"'tlx  V'  z ax  ± xx  , 

, m étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

y 2 ax  db  2cx  ' 

On  posera 

. ....  , . - 2Û 

yzaxdbxx  = xz,  d’où  x — , dar  : 


4 azclz 


V' zaxdszxx  : 


zz  zp  i 

( 30  )" 


(«=F0’ 


zz  zp  i 


(zzzp  I ),n  ’ 


les  substitutions  faites  dans  les  proposées , les  convertiront  en 
différentielles  irrationnelles. 

Exemple.  La  différentielle  d x\Zzax-pxx  se  change  en 
8 u’z’dz 


("-03 

On  voit  que  par  l’hypothèse  \/ z ax  dtz  = xz  ou 

Sûi±i'  = a:y,  on  obtient,  après  la  division  para:,  une 
équation  du  premier  degré  en  x , au  moyen  de  laquelle  x 
est  exprimée  d’une  manière  rationnelle  en  z. 
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Intégrer  les  formules  différent  telles  ï"dx  V^xx  -j-  b*  + c i 
xmdx 

. i j m étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

t/xx  4-  bx  + c 

On  fera 

V xx  -(-bx-\~c=:x-fz,  d’où  x = 


2 z — b 7 


— ar’dz-f-airds—  zcAz  ./ — — — c4-zz — bz 

d.r= . V aÆ+M+c=. 

(2  z — by  ' * 


2 z — b 


et  ces  substitutions  rendront  enrore  tes  proposées  rationnelles. 


Intégrer  la  formule  différentielle  x"'dx  1/  aa  -f-  bx  -4-  xx  . 
m étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif 

On  posera  \f  au  -j-  bx  ±u  = a -|-  z , d’où  on  déduira  x 
rationnellement  en  z , et  la  question  sera  résolue. 

Intégrer  les  formules  différentielles  plus  générales.. 

X,|x 

Xdx  \/a  -j-  bx  -j-  exx  t — — , X étant  une  fonction 

Y a -f-  bx  -f-,  exx 

rationnelle  de  x. 

Si  les  deux  facteurs  du  trinôme  a bx  - j-  exx  sont  réels  , 
on  posera 

Y' a + bx  exx  = \/(  m -f-  nx~)  (p  qx)  , 

et  en  faisant 


Y'  ( m -f-  nx  ) ( p -)-  qx  ) = (m  -f-  nx~)z  ; 


on  aura 


P — 1 


nzz  — q 


2 (ma  — np)  zt\z 
ar  =r ; — , 


(m  + nx  ) z — 


( nzz  — q )* 
(np  — mtf  ) z 


nzz  — q 

substitutions  qui  rendront  la  proposée  rationnelle. 

Lorsque  les  facteurs  du  trinôme  a -{-  bx  -f-  exx  sont  imsgi- 
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naires  , on  fait  évanouir  le  second  terme  , en  posant 

2.C 

et  alors  on  est  conduit  aux  transformées  Zàz  V ' zz  -4-  b' b' 

ZAz  T ’ 

Vzz- f-  b'b'  ’ 

Loisque  c est  négatif,  on  peut  supposer 

V a -f-  bx  CXX  =5=  y v*+  /3X  XX  , 

et  sous  l'hypothèse  x z -| — — -,  le  radical  devient 

2 


7 (“+  4 ^ ) —zz  = y V &g  — z z , en  représentant 

* + 4-  M Par  8g-  si  Jonc  la  différentielle  est  <lx  ; 

Va  -f-  bx  CXX 


H » 

on  aura  pour  sa  transformée -i— — 

y V 88  — 

sant  z = gu  , devient  — x d" 


• ) laquelle  en  po- 


|/~ 


? qui  a pour  intégrale 


X m 

— arc  (sm=:  u)  + C,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est 
l’unité. 

Lorsqu’on  a ramené  la  différentielle  trinôme  à la  forme 
z'"dz 

Va'  ± zz  * °n  PCUt  CnCOre  fa‘re  disParaître  l’irrationbalité,  en 
posant 

Va'  ± z*  = a — uz  ; 

parce  qu’après  avoir  élevé  au  carré,  on  peut  diviser  par  z , 
et  alors  z et  d z sont  rationnels.  On  trouve 

2 QU 

1 ~ u>  — ~~  5 dr  = — zaàu.— — ^ — . 
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Exemple  I*r.  La  différentielle 


(ta 


(1  z 


Ÿ 2 r x — . 


devient 


V/r1  — i 


■ , en  faisant 


x — r — z , d’où  dx  = — il  z , 


l’intégrale estdoncC-] arc  ^cop =— ^=C-f — — arccos^ — - — 

On  aurait  encore  pu  poser  'A-  — z' = r — uz , ce  qui  aurait 

donné  pour  transformée — , qui  a pour  intégrale 

C'  — 2 arc  ( tang  = u ). 

Exemple  11.  L’équation  différentielle  de  la  chainctte 

Cita 

dj  =z r . » 

y 2 Bx  xx 

sous  l’hypothèse  x = z — B , devient 

CJz 


àj  = 


V z z — JS  B 
d’où  l’on  déduit  {Cale.  int.  , pag.  36  ) 


y = Bl^x-\-B±  t/x1  -J-  2 Bx  J -f-  IC , 


intégrale  déjà  trouvée  {Cale,  int.,  pag.  n ). 

Intégrer  la  différentielle  x^dx  (a-(-  bx"  ex’”  )r , p étant 
un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négatif. 

D’abord  il  est  toujours  possible  de  ramener  le  trinôme 
a -f-  bx"  -j-  cx:"  à la  forme  a'  -j-  b'z en  faisant  x"  — z -f-  « » 
a étant  une  constante  indéterminée  dont  on  disposera  de  ma- 
nière à faire  évanouir  le  terme  affecté  de  z : on  aura  en  même 
tems  , 

r i 

x = {z  - J-  «)  " , d’où  dx  = — ( z -j-  a ) " dz, 


/ 


\ 
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eu  sorte  que  la  différentielle  proposée  deviendra 

— (æ  + *)“  ’d - (a'+  b’z'y. 

11  suit  de  là  que  lorsque  - — i — sera  un  nombre  entier 

positif,  la  différentielle  proposée  pourra  se  ramener  à une 
suite  finie  de  différentielles  de  la  forme  zrdz  (a'  -f-  b'zx  y. 

On  trouvera  un  autre  cas  où  la  réduction  a encore  lieu  , en 

donnant  à a^d-r  ( a bx"  -f-  cx‘n  y la  forme 

xm~t~  ipn  jj.  ^ ax—  m _j_  bx—  n _|_  c qu’on  obtient  en  divi- 
sant sous  l’exposant  p p .r  xxn , et  multipliant  en  dehors  par 
xx"f  : posant  ensuite  x~"  — z-\-u  pour  faire  disparaître  le 
terme  bx~n , il  viendra 


x=(z-(-*)  “ , d x=— — " dz  f 

ce  qui  changera  la  différentielle  proposée  dans  celle-ci  : 

(m  + i) 


--(*  + «) 


— T 


dz  (aCz*  -f-  bny  y 


et  il  faudra  alors  que 


m + 1 -f-  2 np 
n 


soit  un  nombre  entier 


m — 1 — 2 n/7  , , 

positil , ou  que  soit  un  tel  nombre , si  m est 

négatif. 

Intégrer  les  différentielles  polynômes  généralement  représentées 
par 

xmdx  ( a -f-  bx"  -f-  tx*"  + • • • •+  tx*B  y y 


dans  laquelle  m , n , q sont  des  nombres  entiers  positifs  y et  p 
un  nombre.  Jractionnaire  positif  ou  négatif. 

Mous  ferons  connaître  à cet  effet  un  procédé  donné  par 


i 


1 


t 
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M.  du  Bourguct  dans  son  Calcul  intégral.  Il  considère  la 
formule 

x “ (a  -f-  bxn  -)-••••  jc*/"  ) * , 

dans  laquelle  » et  A sont  des  constantes  indéterminées  , et  en 
représentant  par  X le  polynôme  entre  parenthèse  et  différen— 
tiant  , il  trouve 


d O* X* ) = »x •“  ' dx . X*  + A x1 “ dX.  X*  “ * , 

mais 


et 


XA  = (a  -f-èx"-| + ixl^X*-’, 

d X — ( nbx”~l  -f-. . . . -j-  gtnx'in~'  ) dx. 


Donc 

d (x"X*)  = ja«x“ ~ 1 dx  4-  ^«x  n + — ‘dx 

+ tax‘tn'*~‘‘~l  Ax-{-  nbxxn+"~~t  dx  -f 

+ ç/n Ax?',+  ““,dx}  X 


et  , après  les  réductions 

d ( a:  " X * ) = fl  « tr  “ ~ 1 d xX  * ~ 1 + i (<v  + n A)  x " + *- 1 d a: . X*  ~ 1 
-f- -f- <(•  + ?«*)  x9',-4-“-,d.r.A'■,'-,  : 

or,  l’exposant  de  x dans  le  dernier  terme  de  ce  second  membre 
étant  le  plus  grand  , nous  identifierons  le  facteur  variable 
xqn  -4-  m — i jx .X*-  1 avec  la  proposée  xmAx.Xf  , et  nous 
trouverons 

an  4-  a — t — m | , I a — m — an  - 1-  i 

7 1 d ou  7 

A — l — p J I A = /?  -j-  I. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  , dégageant 
xmAx.Xp  , intégrant  et  représentant  par  A , B,  C....  ÇJ  les 
coefficiens  constans , on  trouve 


fsrAx.Xr  = Ax'n-*'—)n  XrJr'  + B faT-*  dx.  X? 

4-  C J xm—*n  dxAf  -f-  Ufar-^Ax.Xf 
4- 4-  x‘n~r'Ax.  X^4-  C, 


\ 
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formule  dans  laquelle 

^ t ÿ _ «4 - (?  — ■)">  ç '*  + (? — a)rax 

« -f-  ynA  * u + ÿHA  5 a,  -j-  i/n\  * 

Ds=‘±.y-3)”*  , etc. 

» -f-  ÿUA 

Exemple.  Proposons-nous  de  réduire  l’intégration  de  la  dif- 
férentielle quadrinome 

x'°dx(  1 -f-x’  -f-  *4  xs)  T , 

on  a donc  ici 

m — 10  , a = 1 , b = 1 , c=  1 , d=z  r , 


d’où  on  conclut 


n=a,  y = 3 , p =—  , 
a 


5,a  = — , 


donc 


A ~ 77'  * = c — ~z>  D=  5 
*4  *4  *4 


i4’ 


Jx'^dx^  = JL  x5X’  — — /i*dxX“  — Z^dxX* 

x 4 x 4 ■'  1 4 7 

-l/r^dxX*, 

On  trouverait  en  faisant  usage  des  formules  précédentes 
/x*dxX*  =— *3.X*  - ü /xCdxX*  — — /xïdx.X* 

I lï  ^ I O*' 


x3  , i 

fx'àx\X%  , 

12 


f^àx.X1  = — xX*  — 2-  /x4dxX*  — A/i-dx.X* 

10  10^  IOy 

— — /dx.x“ , 
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en  sorte  qu’on  a 

Jx'dx.X*  +-L  fafiàx.X*  +—  fx'&x.X' 


et  conséquemment 


+ A/d*X*  , 

40 


^ 1000  5bo 

+ S/*’dx-x-t-^-/(i"-x'i+c- 


5Co  ’ 


On  ne  peut  pousser  la  réduction  plus  loin,  parce  que  pour 
_fx:'àxX  ï , on  aurait 

» = m — qn  -\-  i—4  — G 1=  — 1 , 

tandis  que  a doit  être  positif. 

11  nous  resterait,  pour  completter  cette  matière,  à consi- 
dérer la  formule  différentielle 

Pdx 

V^a  -)-  fi  X -f-  7*1  + <^c3  4-  « ** 

qui  3 été  l’objet  des  travaux  d'Euler , de  MM.  Lagrange  et 
Legendre  ; mais  f>our  ne  pas  sortir  des  bornes  de  cet  ou- 
vrage , nous  renverrons  sur  ce  point  au  grand  ouvrage  de 
M.  Lacroix, 
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CHAPITRE  IY. 


De  U intégration  des  formules  exponentielles  et 
logarithmiques. 


Nous  rappellerons  la  formule  de  l’intégration  par  parties, 
déjà  employée  dans  le  chapitre  précédent , 

Juàv  = uv  — Jvàu  , 

et  dont  nous  ferons  un  fréquent  usage  dans  ce  chapitre  et  dans 
le  suivant. 

Intégrer  la  formule  différentielle  x"V/x  ( Ix  )” , m étant  un 
nombre  quelconque  , et  n un  nombre  entier  positif. 

Nous  ferons 


' dv~xmdx,  u—  ( lx)*  , 


donc 


Jxmdx(lx)n—‘x= 


xm  + , (fcjn 

n 

m - f-  i 

1 

3 

+ 

M 

jrocédé,  on  trouve 

successiv 

n — i 

m -f-  i 

m-f-  i 

n — 2 

m -f~  1 

Wï-j-  I 

3 xm*-'(lx)n-3 

n — 3 

m- J-  i 

m -f~l‘ 
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et  ainsi  «1e  su. te.  Donc 


„ /a'"+'(/x)n 

( /x  )»=  c +(—-i— 


+ 

nxm  + ' (lx)  n(n—  i)xm-4-'  (lx)"-' 

+ 


n(n  — i ) (n — 2)  x""h'(  lx  )"— 3 


( m + 1 )4 


+ etc.  ).. 


■\u) 


série  qui  s’arrête  pour  n nombre  entier  positif,  pourvu  que 
m ne  soit  pas  = — 1 : dans  ce  cas  la  formule  à intégrer  serait 

dg  ( ,r-L-  dont  l’intégrale  est  . 

x 6 n + 1 

Ainsi  pour  m successivement  = 0,  =1,  = 2 , =3,  etc. 
et  pour  n = 2 , on  a 


f x’  dx  ( ix  y 


x ( ix  r 

ax(  lx) 

+ 

2X 

1 

I 

I 

x%  ( lx  )a 

2X'  ( lx ) 

+ 

2X1 

2 

4 

tf 

x * ( lx  )* 

2X1  (/x) 

4_ 

2X3 

3 

9 

1 

27 

xi  ! lx  )* 

ax-i  (/x) 

+ 

3x4 

4 

l(5 

«4 

X5(/î 0* 

a*5  (/x) 

+ 

2XS 

— 5 

25 

125 

+ C , 


+ C, 


etc. 


Intégrer  la  formule  .différentielle  plus  générale  Xdx  (lx)”, 
X étant  une  fonction  de  x,  et  n un  nombre  entier  positif. 

Soit  Xdx  — dP  , il  s’agit  d’intégrer  dP  ( lx  )"  : or  en  inté- 
grant par  parties  , et  faisant  de  = dP,  u = ( lx  on  aura 

/r’Pdx(/x)“— 1 

JàP  (lx)n  es  P ( /x  )•  — » J 
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= •*  Q,  on  aura  de  même 


Si 


fdQ  (Zx)"- *=:Ç(/x)'—  Jl 

faisant  de  nouveau  Q-  X 


Qdx  ( Zx  )n—» 


= d R, 


Rdx 


dS , etc. , on  aura , 


en  général , 

J Xdx  ( Ix )n  —JdP  ( 1x )“  = C -f-  P (Zx  )"  — nQ(lx)n~l 

+ n (n — i )P(Zx)"— ’ — zi  (tï  — s)  (n — 2)S(/x)n-} 
+ etc (B) 

Cette  série  s’arrêtera  toujours  pour  n nombre  entier  positif. 
En  faisant  X = xm  , la  série  (B)  deviendrait  (X). 

Le  nombre  n étant  entier  , la  sÿie  (B)  s’arrêtera,  et  il  faudra 
de  plus  qu’on  puisse  intégrer  exactement  les  différentielles 


Xdx  = dP , 


Pdx 


Çdx 


dP,  etc.  Dans  les  cas 


x x 

contraires  , ou  lorsque  n n’est  pas  un  nombre  entier  , on  ne 
peut  intégrer  que  par  approximation. 

xdx  Ix 

• On  a n = i , 


Exemple.  Soit  la  différentielle 


Vaa-\- 


X = 


XX 

— , dP  = Xdx  = .~.dx 

V aa-\-  xx  V'aa-ir 


P — \/ aa  -j- 

aadx 


q Pdx  __  J^dx  y aa 

f*  aodx  / xdx  ./ P 

— f -f~  / —T——rr?=Vaa-\-xx-\-  f — 

J xy  aa- j-xx  J y aa- f-  xx  J V 


: donc 

xx 

d x y aa  -f-  xx 


aadx 


■XX  .J  y aa-j-xx' 

Pour  obtenir  cette  dernière  intégrale  , on  supposera  x = t 


ce  qui  donne  / — 
J x 


aadx 
V aa  -f. 


d z 


V ZZ  - f- 
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i 


/ , , I ao  a y aa  4-  xxl 

: — al  [x  + ^ zz  -f-  aa]  = — al  ; [-  /• 

( •*'  X ) 


( aa  a y aa  4-  xx ) 

Ainsi  Q — r ca  + **  — «/  + > • 

tituant  pour  n,  P,  Q leurs  valeurs  dans  ( B ),  on  aura 

/xdx.lx  / _ / 

= ( y aa  -f-  xx  ) Ix  — y aa  -)-  xj 

V ûfl  -j-  xx 

} + C. 


Subs- 


. f aa 

+ + 


aa  a\/ xx  -f-  aa 


Intégrer  la  formule  Xdx  IX'  plus  générale  encore , et  dans 
laquelle  X et  X'  sont  des  fonctions  de  x. 

Je  pose  Xdx  = d Z , d’où 

/n  7 .1  V) 

JàZ  IX'  =zC  +ZIH—J  -v-~ (C). 

Exemple.  Appliquons  cette  formule  à l’intégration  de  la  dil- 

/ f xx  — bb  \ 

férentielLe  xdx  y aa  4-  xx  x l ( ^ — -J  • on  a 

„ xx  — bb 

X — X y aa  + XX  , X'  = — * 

J Xdx  ■=  Z zxz  /xdx  j/  aa  -f-  xx  — /xdx  {aa  + xx  ) ï 

— y (00+  xx)  , 

l’intégrale  cherchée  est  donc  ainsi  décomposée  en 


lO 


; — ii 


)-!/ 


xdx  ( ao-fr-  xx  ) * 
xx  — 44 


C-+'y(m»+**)*  x/(^ 

Maintenant  soit  xx  — bb=uu,  on  aura 

xdx  (aa-\-  xx)  » du  (aa  -|-  bb  -4-  uu)  i du  (u7  -1-  c*;  » 

xx  — bb  u u 

en  faisant  a*  -f-  4*  = c\  Si  l’on  multiplie  haut  et  bas  par 
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(a’-J-c’  )ï  , cette  différentielle  deviendra 

du  'u’-f-  c*j* u3  du  ac'uAu  e^da 

u y/u’  -j-c'  [/ u*  -j-  c’  \/ u*  -(-  c’  u p7  un  -|-  c* 


«r . en  considérant  d'abord  le  terme 


a3  da 


v — et , ce  qui  donne  à intégrer 


'/a’  -j-  c’ 
<3dt  • 


, et  faisant 


on  trouve 


V/  a + i ’ 

[Cale,  int chap.lll,  form^f)),  après  avoir  remplacé  f par  — , 


/’  u3da 
'/a’  -f-  c% 


(v'-b  c’)  ': 


V? 


+ c* 


yuda  , / 

•j£% . — - — - = 2c’  y u1  + ca  _ 

\/a’  -}■  c* 


Pour  intégrer  le  dernier  terme  , on  posera  a = —,  d’où 
da  = , ce  qui  donne  la  transformée  — c3 — 

, ■ Vf+* 

qui  a pour  intégrale  — c3l  j z -}-  V z’’  -f-  c1  } ; en  sorte  que 

/’  c^da  ( c’  -J-c  \/a'  -(-  c‘ 

uV  U* 


I _ cH  1-  T-r.  - 

+C’  l » ) 


nous  aurons  donc 
■ dvfa’-j-c’)?  (u’-f-e’;  » 


/dv'a’+i 

u 


2 f-c*  V7  a’-f-c’ — c3/* 


V7  a -f-c: 


}• 


Rassemblant  les  parties  de  l’intégrale  proposée,,  et  remplaçant 
c et  a par  leurs  valeurs , on  trouvera 

I 3 SX*  — bx  \ 2 3 r- 

■^(a’+x’)*  J (x»  -f-  «’)*  + («’-f-*3)  Va‘-bx‘ 

, , , . 3 , fa’+  /;>+  x '•/«r4TP\  „ 

* V7  xx  — ùi  * 
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Nous  avons  dit  que  la  série  (B)  ne  s’arrêtait  que  pour  n , 
nombre  entier  positif  : il  faut  cependant  en  excepter  le  cas 

de  X=z  — y car  alors 
x 


(/*)"  = 


a (/x)n  + 1 
n i 


+ C y 


et  si  n = — i , la  précédente  devient 
adx  . . adx  adz 


(/x)-'  = 


f- 


xlx 

adx 


, en  posant  z lx  ; donc 


0X)~'  — al  [lx)  C. 


Exemple.  Appliquons  la  formule  (B)  à l'intégration  de  la 

d’où 


différentielle  ■ — — — — : , on  a n — i , X = — - 


Pdx 


P — JXdx  = j~- = — / ( i — x ) et  Q r= J' 

= = fdx  -j-  ± Jxàx  + -i/x’ dx  + etc. 

= x -j — — x'  -f-  — x1  4-  etc.  Donc 

4 9 


/dx./x  _ ( x*  xs 

— _ = -x)-|x+T  + - 


etc. 


, i XJx 

Intégrer  — 

(lx;“ 


, X étant  une  Jonction  quelconque  de  x , et 


n un  nombre  entier  positif. 


dx 


La  proposée  revient  à Xx. — — : or  comme  l’intégrale  de 

dx  , dx'lx)~n  {lx)~  "•+1  — 1 

ou  de - est 


« (/«■}'* 


TT=T  » 


■ n-j-i  (n — t)  ( tx)n~‘ 
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on  aura  , d’après  le  principe  de  l’intégration  par  parties  , 

XJ  x Xx  i d t Xx  ) 

/ ( lx)n  ~ (n — \Jx)n~l  n—ij  Jx  j"~l 

% 

Si  l’on  fait  successivement  d(Xx)=  Pdx,  d(Px)  = (Alx, 
d(Çx)  = ifd.r , etc.  on  trouvera 

/'Xdx  ^ Xx  - Px 

[lx)n  (n — i ){lx/n—1  (n  — t)  {n — 2)  {lx)n~ ' 

Qx  C 


(n  — t ){n  — 2 ) (n — 3;  (lx)"~‘ 


+ 


(n  — 1/  in— 2;  (n—  à,...*  ,f~ 


FJ  j 


Ix 


...(A, 


et  par  là  l’intégrale  est  toujours  réduite  à l’intégrale  plus 

i rVAx 

simple  / . 

/ Ix 

Exemple  Ier.  Soit  X ■=  xm  ; on  aura  P = ( m -f-  i)  xm  , 
Ç=(m+  i'*  xm,  R — (m  -f-  i )3  x"* , etc. , et  conséquemment 

/?-ÈL=C—xm+'  f ! f m -f- 1 ) 

{Ix)"  ~ X \{n—i){ix  n~<  <n  — i){n—a.){lxjn~x 


(n — i)(n  — 2)  ,n  — 3 (/j)"-* 
(m  -|-  ï )"~ 1 xmt)x 


, + ■ j"-'  r± 

(n — i,  (n — 2)...i  / 

Or  si  l’on  pose  xm+'  = eu  , d’où  x'"d;r 


Ix 


.{E). 


e“du 
m -f-  r 


y on  trouvera 


/x'"dx  ^«"d  u f'Az 
~lx  ~ J u J Tz  ’ 

en  faisant  eu  — z , d’où  u = Iz.  Jusqu’ici  on  n’a  pu  obtenir 
cette  dernière  intégrale  qu’en  série.  A cet  effet  , de 

u ’ ri 5 

z = eu  = i u -| (-  — , etc. 

2 2 0 
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jf~îT  ~ ,f~  + “ + \fuàu + “j-  A’d“.  elc> 

û'  lè 

3=  6’  -f-  lu  + u -I -) — , -}-  etc. 

2J  2.3’ 


C+/&+fe+iîÿ+Lîÿî  , etc. 


Exemple  II.  Soit  la  différentielle 


i.3s 

dx 


xjx)1' 


En  la  compa- 


rant avec 


(/a 


— , onam  = — i,  et  d’après  (E)  , on  obtient 


cette  intégrale 

r dx  , 

J x (Ixf  ( n — t)  (lx)n~‘ 


Exemple  III.  Soit  la  différentielle  — — ~ 

(Ixy 

la  formule  ( E ) donne 


on  a n = 2 , et 


f *'"d*  ^ xm  +*  , m + i f'i 

J W = C~~TT  + —r~J- 


:mdx 

lx 


la  dernière  intégrale  ne  peut  s’obtenir  exactement , si  ce  n’est 
dans  le  cas  de  m=.  — i ; car  alors,  ainsi  que  nous  l’avons 
trouvé  plus  haut  , 


xmdx 

lx 


llx. 


Intégrer  a’XJx , X étant  une  fonction  quelconque  de  — x. 
On  a ( Cale.  diJJ.  , chap.  IV)  , 

d(a-*j=  aTdx.la  , d’où  aTdx  — ■ — - — - , faxdx  ~ — 

la  , la 

Ainsi  en  faisant  de  — o^dx  , u = X dans  la  formule 
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Judv  e=  uv  — fvdu  , on  trouve 

axK 


fa'dx.X  = 1 


la 


Posons  <3X=Pdjr,  dP=  Qdx  , dÇ  = iîdx  , etc.  et  nous 
obtiendrons 


Jax  dX  = Jaxàx.P  = 


faxdQ  — Jaxdx.R 


etc. 


a*  P 

i 

la 

la 

- _ 

i 

la 

la 

axR 

i 

l~faxdP 


la 


la  ' 


Donc  » 

j'axXdxz=C  + <$-  [x*+V rr~~î  +etc.}...fiO- 

J la  \ la  ‘ (la)’  ( /«  ;3  i 

Ce  développement  s’arrêtera  lorsque  X sera  une  fonction  de 
x rationnelle  , et  entière  ou  sans  dénominateur  variable. 

On  peut  obtenir  un  autre  développement  de  faxdx  : à cet 
effet  on  posera 

fXdx  — . F Xdx  = dF 

fPdx  — Q'  d’où  Fdx  = dQ' 

J’Q'dx  = R'  ! Q'dx~dR' 
etc.  etc. 

et  de  là 

* 4k 

faxXdx  ~ faTdP  =:  P a1  — la  faxPdx  ' 
jaxP'dx-=  Q'a1 — IafaTQ'dx 
faxQ'dx—  R'ax  — la  farR'dx 
etc. 

et  conséquemment 

foxXdx=C+a* \P'—la.Q'+  (la)’ .R'—  (/a)1 . S'+etc. } . . . (G), 

Des  deux  développernens  (F)  et  ( G ) , le  premier  peut  tou- 
jours servir,  parce  qu’on  obtient  P,  Q,  R,  etc.  par  l’acte 


;!■ 


.(a) 
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de  la  différentiation.  Quant  au  second  , il  exige  pour  le  calcul 
de  F'  , Q'  , R'  etc.  des  intégrations  qu’on  ne  peut  souvent 
exécuter  que  d’une  manière  approchée  ; cependant  il  est  des 
cas  où  il  peut  être  employé  avec  succès,  comme  nous  le  verrons 
, bientôt. 

Exemple  Ier.  Appliquons  la  formule  (F)  à l’intégration  de 
aTx"‘dx , m étant  un  nombre  entier  positif:  celte  formule 
devient 


(G  ). . . .fa* . xmdx  — 


m (m  — i) 

Jüÿ 


le  signe  supérieur  du  dernier  terme,  ayant  lieu  pour  m nombre 
pair,  et  l’inférieur  pour  m nombre  impair.  Pour  le  même 
exemple , la  série  (G)  donnerait 

'rm  + * *4“  * 

— la  — 

m-J-i  (m  + i)(”t  + 2) 

4-  nay 

(m  + i)  (m  4 2)  {m  -f-3) 

aT+i  ) 

4-  (laY 1-  etc.  > , 

» 

série  qui  n’a  pas  comme  la  précédente  l’avantage  de  s’arrêter 
pour  m nombre  entier  positif. 

Exemple  II.  Qu’il  s’agisser  d’intégrer  la  différentielle 

axdx  t . 1 

, m étant  un  nombre  entier  : on  fera  X = x—m  et  m 

x 

successivement  = i,  = 2,  =3,  etc.,  et  les  formules  (a) 
donneront 


Jax.  x"‘dx  = C a1  | 
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/ardâr 

x3  _ 

/a*  dx 

*4  _ 
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ax  (Ja)ax  -(/a)’  f*ar3x 


% 


2.X 

a 1 


2.  I . X 


■ (la)'  /’a'd; 

2.1/  X 


3a;3 


(là)ax  (Ja}*  a*  (/a)3  axAx 

3.2*’  3.2.1*”^"  3.2.1  ,/  a; 


etc. 


Et  généralement 


raràx  _ c ax  f.  . (h»)*  (/a)\r^ 

J x'n  (m — i)*™-1  V ' m — 2 ' (m  — a)(m — 3) 

, '(lay-'x"'—  } 

(m — 2)(m — 3)....i  J 

+ f 

(m — i)(m — 2). ..3. 2.:/ 

la  dernière  intégrale  ne  peut  être  assignée  en  rigueur,  comme 
on  le  sait  déjà. 

y t.  ar.ardx 

Exemple  III.  Pour  intégrer  - ^ ■ — — , on  fera  b-\-x=:y, 

d’où  da:  = dy,  x =y  — b,  et  on  aura  la  transformée 
(y — ô)  ar~ bdy  1 ( a-rdy  ^ a’dy-  ^ 

J%  ~~  «*  \ y y1  S’ 

b (la)  a1  ày  bay  dy 

y 

"“a  rd y 


'ar(].r 


mais 

, / bar  \ 

df ) 

\ y / 

d’où 

b rarAy 

y * 


■wf- 


J y J y 

l’intégrale  cherchée  sera  donc 


a>' 

y 


■y{ -f + C.-»M)/^-}  + c. 

Si  dans  la  proposée , on  fait  b = 1 et  a — e base  des  loga- 
rithmes népériens  , on  trouvera 

1ex.xdx  1 


f 


(*+*)’  »+* 


+ C. 
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Exemple  IV.  Soit  la  différentielle  plus  générale. 


”dx 


„ , dans  laquelle  m et  p sont  des  nombres  entiers , 

(a  + x)P  ’ ^ K ’ 

e la  base  des  logarithmes  népériens.  En  posant  a x = y, 

on  obtient  pour  transformée 

i eY(y  — a)mdy 

e' — ° X ~ÿï  ’ 


et  on  pourra  développer  — a)"1 , et  intégrer  chaque  terme. 

Exemple  V.  Nous  terminerons  par  la  recherche  de  l’inté- 
grale de  x"xdx. 

On  a 


xmjrdx  = dx  1 1 -f-  mx  {lx)  -f- 


m’x’ (/x)*  m3x3(/x)3 


f etc.  j. 


Effectuant  les  intégrations  , en  observant  qu’on  n’a  à traiter 
que  des  différentielles  de  la  forme  x’”dx(/x)n,  m et  n étant  • 

de>  nombres  entiers,  positifs,  on  trouvera  , en  ordonnant 
suivant  les  puissances  de  (/x)  , 


rdxv-f?4-< 


(t 

m x 

m’x* 

m3x3 

mr,x4 

> 

etc. 

y 

)* 

V 

~w~ 

44  1 

55 

_L 

m / i 

m x 

m’x’ 

1 

mx'1 

> 

etc. 

y 

^x’(/x) 

r 

I ^ 2 

43 

54  + 

65 

4_ 

m’  / « 

m x 

L 

m’x’ 

m3x3 

L 

m'<x'> 

etc. 

y 

)x3(/x)’ 

i 

i .a  \ 3 

4’  + 

5r 

h 

'-T 

i* 

1 

75 

+ 

m5  / i 

mx 

m’x’ 

m3x3 

. i 

m'‘x* 

> 

etc. 

^x<(/x)3 

i.2.3\  4 

5’  + 

G3 

74 

~w 

+ etç. 


Que  la  différentielle  proposée  soit  x^'+^da:  , on  n’aura 
qu’à  multiplier  le  développement  de  xmjdx  par  xf,  et  inté- 
grer chaque  terme  , ce  qu’on  pourra  faire  d'après  les  formules 
précédentes. 
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CHAPITRE  Y. 

De  l’intégration  des  formules  différentielles 
angulaires . 


On  sait  déjà  ( Cale . difj. !,  chap.  IY)  que,  pour  un  rayon  égal 
à l’unité  , 


dx 


’dx.sin  x 


On  a de  plus 

d ( sin  mx  ) 


d ( cot  mx  ) = 


d (cosec  mx) 
et  en  intégrant 


; /- 

— dx.sin  x s= 

. r 

dx 

sin2x 

. r 

dx.cosx 

’ y 

sin'x 

— 

mdx.cos  mx , 

= — 

mdx.sin  mx , 

mdx 

cos’mx 

mdx 

sin1  mx 

mdx.tang  mx 

cos  mx 

mdx-cot  mx 

= cot  x; 


— cosec  x. 


sin  mx 
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J dar.cos  mit  = 

/ f|T  ci  h rn  r *~ — _ 

sm  mx 

m 

cos  mx 

f | OUI  »»•<*  — — 

/ dcr.  sec'rnjc  =: 

1 llJC  Cf)<PC77Ti  TC 

m 

tang  mx 
m 

cotang  mx 

# u ***  • vooee  * / 1 wV  — - 

t dx.tangmx 

* m 

sec  mx 

/ cos  mx 

m 

/°cIx.cot  mx 

cosec  mx 

/ sin  mx 

m 

le  sinus  , et  y 

le  cosinus  t 

«■ 


J 


désignerons  par  z : on  a trouvé  ( Cale.  di/f. , chap.  IV  ) 
d.r  , Ay 


Az  = -|- 


Az  = ■ 


y i — xx  y i — y y 

la  première  expression  peut  être  mise  sous  la  forme 

da; 


Az  .y — î = 


y xx — j 


et  alors  le  second  membre  est  une  différentielle  logarithme 
qui  a pour  intégrale  ( Cale.  int.  , pag.  3G  ) 

z y — i = Z f x -}-  l/ xx  — 1 1 -(-  IC  = 1 1 6a: -f-  C y xx  — 1 1 ; 

de  sorte  que  e étant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques , 
on  a 

z y—  i.ie  = i {Cx-y  cV  XX  — I J , 

d’où 

y'/—  Qx  £ \/ xx j ^ 

faisant  passer  Cx  dans  le  premier  membre  , puis  élevant  au 
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carré  , on  obtient 


x : 


^✓-14.  C'e-2*'-1 

le 


or,  pour  z— o , on  a x=o,  d’où  0=1  et  C = ±;  \/ — i : 

ainsi 

ezy'-i_e-tV'-I 

x = - = sin  z % % % % (2)  • 

2y  — 1 v J 

A cause  de  cos  z = y/  1 — xx  , on  aura 
etv'-i  4.  e—z\/—  1 


= cos  z.  ...(3). 


Si  u désigne  un  autre  angle  , on  aura 

eu]/-,_e-uy'-i 


sin  z sin  u = 


2 \/  — 1 2^  — t 

1 e(» -*0v-*4-e— (*-*»)✓— * 

2 2 

1 e(*  + «)V— i4_e  — (*+»)  ✓ — 1 

y 

2 2 

ezv/ — *4-e  — * \/ — 1 ^.u  1 _i_e— »✓— x 

cos  z cos  u = ! X ■ — 

2 2 

. , * 

1 e(a  — “/V'—* -f-e  — (*-“)✓— « 

2 2 

1 e(*  + u)  ✓— 14.  e— (•*  + «)✓— 1 

4-— , 

2 2 

giy'—I  — g — s/-I  cu/-i4.(-»/-l 

sm  xcosu  = X — 

. 2 y — 1 2 

x <.(*  + «)✓—  I — g— (z  + u)*/'— 1 

“ a ,•  2 V— 1 

y <(»-«)✓—!  — g — (g— «<)  ✓«- X 

2 2 — x ? 
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ezy^  — \ e—z  v'—i  i—g—utS  — 

cos  z sin  H—  ■ • ■ X 


+ 


2 2 ^ I 

1 <;(  = +“)*■''—>  I 

2 2 y/ 1 

x e-(z-u)i/-.—  i 

2 2 \/ I 


or,  en  regardant  la  somme  z-J-a,  et  la  différence  z — u 
comme  un  seul  angle  , on  a,  d’après  les  formules  (a)  et  (o) 
e(z-hu)v'—i—e—(z  + n)v'—i 


, 2^ I 

e(z  — u)  \/ — I g — (z  — “ ) V''  I 


= sin  (z-f  u), 

- = sin  ( z — u*). 

2 — i 

e(z  + u)y/—  i_l_e  — (s  + “)  t/“  1 
! cos  (r  -)-  s)  , 


e(z  — u)  V — , _i_  e~(z  “ ) t/  — , 

! = cos  (z  — v ) , 

Par  conséquent 

cos(z— u)  cos(z  + a) 

sin  mn«= — • • • • \A)  y 

2 2 

cos(z  — a)  , cos  (z  + u) 

cos  z cos  U = f-  • . • • (?)  t 

2 • 2 

sin  ( z — a ) sin  (z  + u) 

sin  z cos  a = — | • • • • (oj  , 

2 2 


cos  z sin  u : 


sin  ( z -f-  a ) sin(z — u) 


En  combinant  ces  dernières  formules  par  addition  et  sous- 
traction , on  retrouve  les  suivantes 

sin  ( z -J-  u ) = sin  z cos  u -f-  cos  z sin  u 

sin  ( z — u ) sin  z cos  u — cos  z sin  a . *(8)* 

«os  ( z -f-  u ) = cosr  cos  u — sin  z sin  a 

cos  ( z — a ) cos  z cos  a -f-  sin  z sin  a 
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Si  dans  la  formule  (6)  , on  fait  z = nu  , on  aura 
a sin  nu  cos  u = sin  ( n — i ) u -f-  sin  ( n -f-  i ) u : 
donc  en  faisant  successivement  « = 2 , ==  4 > ^ 6 > = G»  etc. , 
on  trouvera 

a sin  a u cos  u = sin  u -f-  sin  3 u 

— a sin  4»  cos  u =—  sin  3u  — sin  5m 

a sin  Gu  cos  u •=.  sin  5 u -J-  sin  7 u 

— a sin  8 u cos  u = — sin  7 u — sin  9 u 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment:  ajoutant  toutes  ces  équations 
on  trouve  après  les  réductions , 

sin  u = 2 cos  u ( sin  a u — sin  4 “ + sin  6 u — sin  8a  -{-  etc.)  ; 
d’où  ’ 

tang  u = 2 ( sin  au  — • sin  4“  + sin  6u  — « sin  8 u -f-  etc.  ). 
Pour  zz=nu,  la  formule  (4)  devient 

a sin  nu  sin  u = cos  ( n — 1 ) u — cos  ( n -f- 1 ) u , 
et  pour  n = 2 , c=  4 , — 6 , etc.  , on  en  déduit 
a sin  au  sin  u — cos  u — cos  3 u 

a sin  4 « sin  u = cos  3 u — cos  5u 

2 sin  Gu  sin  u = cos  5 u — cos  7U 

2 sin  8u  sin  u = cos  7U  — cos  gu 

etc.  ; 

d’où  , par  l’addition  , 

cos  u = 2 sin  u ( sin  2 u -f-  sin  4"  -f-  sin  Gu  -|-  sin  8u  -f-  etc.) 
et 

cotang  u t=  2 ( sin  2 u -f-  sin  4 « + sin  6 n -j-  sin  8 n -f-  etc.  ) 

Les  formules  (8)  en  y faisant  z = mx  , u = x donnent  par 
des  additions  et  des  soustractions , les  suivantes 

sin  (m  -f-  1)  x -f-  sin  (m  — x)  x — 2 cos  a:. sin  mx 
sin  (m  -f-  1)  x — sin  (m  — 1)  x — 2 sin  x cos  mx 
cos  (m  — 1)  x 4-  cos  (m  1)  x = 2 cos  x cos  mx 
cos  ( ’m — t)  x — cos  (m  -j-  1)  x = a sin  * sin  mx 

5 


1 

J 
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Il  sera  donc  facile  d’intégrer  les  formules  dx  sin  mx  cos  x , 
dx  sin  x cos  mx  , dx  cos  x cos  mx,  dx  sin  x.sin  mx  : en  effet, 
en  multipliant  par  £ dx  la  première  équation  du  groupe  (9)  , 
on  aura  , d’après  les  formules  (i)  , et  en  prenant  l’intégrale 
de  manière  qu’elle  s’évanouisse  ponr  x = o , 


/ J 


x sin  mx  • cos  x 


772 

1 f cos  (m-J-i)x 

cos  (m — 1)  x 1 

m* — 1 

2 \ m-f-i 

m — 1 ) 

On  trouvera  de  la  meme  manière 
/dx  sin  x cos  mx 
cos  (m — i)x  cos  } 


1 f cos  (m — 1)  x 

2 ( m — 1 


m -f-  1 

/dx  cos  x.cos  mx 
sin  ( m -f-i  ) x sin  (m — 1)  x 


\ my — 1 


..(10). 


+ 


r^} 


f dx  sin  x sin  mx 


1 f sin  (m — 1)  x 

sin  (m-f-  1)  x 

2 ( m — 1 

m-t- 1 j 

Si  dans  la  première  formule  de  ce  groupe  , on  remplace 
par  nx , 

f dx  sinmx  cos  nx 


m par , et  x par  nx , 011  trouvera  , après  la  division  par  n , 


772 

\ ros  (.vî-)-n)  x ( cos 

( m — n)x  ^ 

772' — 



72 1 2 ( 

t 111 

m — n J 

On  obtiendra  de 

même 

f 

J dx  cos  nx  cos  mx 

sin  (m  4- 

■ n~)x 

sin  (m  — n): 

Ll, 

2 1 

m + 

n 

m — n 

r 

/ dx  sin  nx  sin  mx 

t 

f sin  (m  — 

-n~)x 

sin  (m+n) 

fL\ 

2 1 

{ m~ 

-71 

m -f-u 

S 
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les  formules  dx  sin"'x , dx  cos"'x  , m itant  un  nombre 
entier  positif. 

Si  dans  la  formule  (a)  on  fait  * ^ _ ! ~p , ct 
change  r en  x , on  aura 


sin^x 


* )p 


= (—~e~P\  = i 

\ 3.y 1 J (!;/-!)"*  \ J 

m (m  — i)  »(">—  4 p . 

+ 7^ - + etc.j...(ia), 

série  toujours  terminée  dans  l’hypothèse  faite  nir  m. 

Soit  m = 3 ; la  formule  précédente  donne  , en  tenant  compte 
de  la  formule  (2)  , r 


smJxr=  — (e*r—3er+  3e~P-  ,-sP) 
-- i-f  \ ev~e-r  v 

4'  2 v/— I 2y/_ I ) 

_ > • , ; 3 . 

' — sln  Sx  -) — — sin  x. 

4 4 

Pour  m = 4 , on  trouve  , en  tenant  compte  de  la  for- 
mule (3) , ' 

sin4x  = -L  (Æ4r_4^  + 6-4e-.f + ,-4^ 

— J_f \ x / e’P-J-  \ * 

; r— )+4 

= ^ C0S  4-x COS  2X  -j 

St  dans  la  formule  (3)  on  remplace  aussi  « yé— x par  p et 
qu  on  change  x:  en  x,  on  aura  ^ ’ 


cos‘ 


"x  = — — ( eP  e~P  )" 


*cne  qui  s’arrête  comme  la  précédente  pour  m nombre  entier. 
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On  en  déduit,  i". 


cos3x  = - ( e3p  -j-  3eP  -j-  3e~p  -f-  e~3p~) 


i / eiP-\-e~ 3 p \ 3 / 

~ 4 V 2 / 4 \ 

1 a , 3 

= — — COS  OX  -f-  — COS  X 

‘i  4 


3 / c?  -f-  e-r 


) 


2e. 


co^x  — 4etp+  6+  4*-»f’4-*-4p) 

ib 

i ✓ x ! ✓ e*p+e-*p  \ 3 

=tv — : — J+tI — i — )+t 

1 r . 1 ,3 

= ——  COS  4x  -I COS  2 X -I 

0 2 0 

Ainsi  d’après  ces  dévetoppemens  et  les  formules  (i)  , on 
aurait 

/sin3x.dx  = — — fàx.  sin  x f dx  sin  3 x 

4 4 

3 i , 

= cos  x 4» cos  6 x 

« 4 12 

/cos3x.dx=— — /dx  cos  x -j — /'dx  cos 

4 4 

3 . , 1 ■ 2 

= — sin  x -4 sin  6 x 

4 12 

3 i i 

/sin4x.dx=  — — /dx fàx  cos2x-j — — /’dxcos  4* 


= -TX~Tsia2a:'f  32 

3 i i 

/cos^x.dxr:  — — /dx  -| /clx  cos  2X  -f-  -r-  fox  cos  4* 


8 

3 i i 

= -x~  x H — — sia  2X-4-  -=—  sin  4 * > 
O 4 02 


■ sin  4X 
i 

T 


et  ainsi  de  suite. 
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Nous  niions  développer  les  puissances  des  cosinus  et  sinus 
de  l’arc  simple  , en  cosinus  ou  sinus  des  arcs  multiples  , d’après 
l’analyse  donnée  par  M.  Lagrange  ( Leçon  onzième  du  Calcul 
des  Jonctions'). 

Considérons  la  puissance  cosmx  , et  supposons  cette  fonc- 
tion de  x égale  à y : nous  aurons  ainsi 


d’où  nous  déduirons 


, <ir 

vf  — _ — ■ 


(Le 


’isin*; 


cette  équation  divisée  par  la  précédente  , donne 

y'  si  11  x 

y r cos  x 9 

d’où  l’on  tire,  en  réduisant,  . ; 

my  sin  x y'  cos  x = o , 

équation  qui  ne  contient  plus  la  puissance  de  cos  x.  Sup- 
posons , en  général , 

y =A  cos  nx  -f-  B cos  (n  — 1 ) * + C cos  (n  — 2)  x 

+ ü cos  (n — 3)  x -f-  etc., 

les  coefficiens  A , B , C , etc.  étant  indéterminés  ainsi  que  n : 
l’équation  précédente  deviendra  par  cette  substitution 

m [A  cos  nx  -f-  B cos  ( n — 1)  x -j-  C cos  (n  — 2)  a:  -f-  etc.  J sin  x 
— {nA  sin  nx  -f.  (n — 1 ) B sin  (n — 1 ) x 

-f-  (n  — 2)  C Sin  (n  — 2)  a:  -j-  etc.  J cos  x = o 

savoir,  en  développant  les  produits  des  sinus  et  cosinus,  c 
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ordonnant  les  termes  suivant  les  sinus  multiples , 

( mA  — n 4 sin  ( n + 0 X 
4-  î rrlli  — ( n — i ) B | sin  TJX 
-f-  jm<? — mA — (n  — 2)C  — n.4  ^ sin  ( tj — i)x 
-f-  j jn/Z  — mil  — (n  — 3)  U — (n  — i)U  } sin  ( n — 2) 

+ |tti£— *-mC-—  (n  — 4)£ — (n—  2)6’]  sin(n  — 3) 

-{-  etc. 

Egalant  donc  à zéro  chacun  des  coefficierts  Je  ces  différent 
termes , on  aura 

( m — -n ) A — o , 

( >71  TJ-}-  1 ) B — O , 

(m  — n-f-a)  C — ( m 4-  n ) A = o , 
fi  ( m — n -f-  3 ) 72  — (m-f-n  — 1 ) 7?  = o , 

( m — tj -}-4)  E — ( m -)-  n — 2)  C = o , 
etc. 

La  première  donne  n = m , et  substituant  cette  valeur,  les 
autres  deviennent 

B — o , 

■ 26’ 2 171  A-=  o , 

3 D — (2m  — 1)  Il  — o , 

4 £ (2  TTJ  2)  C — O , 

etc. 

Ainsi  le  premier  coefficient  demeure  indéterminé  : ensuite  , 
on  a 


B = o,  C—  y/,  77  = — W-  B 


F: 

4 


Z)  , etc.  ; 


donc 


B = o j 27  = 0,  F = o , etc. 


A 
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et 

- A r rn  (m  — I ) . 

C ~ fti  j4.  f JS  — “■  — ■■■  si.  y 

2. 

• c== 

2.0 

On  a donc,  an  général , quel  que  soit  l’exposant  m , 
"x  = A cos  mx  + m cos  ( m — 2.)  x 


7* 


cos" 


m ( m — 1 ) . ) 

_|_  cos  (m — 4)  x + etc.  S. 


Il  reste  à déterminer  le  coefficient  A : pour  cela  , supposant 
x = o , le  développement  précédent  donne 

, 1 , — 1 ) m(m  — 1)  (m — 2)  , ) 

i i-| i L± L-j-etc.  > > 

t 2 2.3  ) 

~4  ( 1 -{-  i)m  = 2 mA  , 


d’où  l’on  tire  A : 


Donc  enfin 


cos' 


”X=z~  { 
2"  \ 


cos  mx  -f-  m cos  ( m — 2 ) x 


m ( m — 1) 


-f-  V" ZS  cos (772 — 4)x  + etc.|...(i4). 

On  peut  déduire  de  cette  formule  un  pareil  développement 
de  sin“'x , en  changeant  simplement  x en  1 — x,  l’angle  droit 
étant  pris  pour  l’unité  des  angles.  On  aura  donc 


sin"*x=-^-  jcosm(i — x)  -j-  mcos  (m — 2)  (1  — x) 

! cos  (m  — 4)  ( t — x)  -}-  etc.^....  (i5). 


2™  t 

m (m — t) 


Le  nombre  m étant  entier  et  positif , ces  deux  séries  s’ar- 
rêtent par  les  coefliciens , et  on  doit  les  continuer  jusqu’à 
ce  que  le  coefficient  devienne  nul.  Ainsi  pour  m — 3 , on 
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aura 

cos3*  — ~T  {c"*3x  + 3cosx-f-  3 cos  (— x)  -f  cos  (—  3x)f 

= [acos  3x  + Gcosx|  = ~ cos  3x  -f-  — Cos  x. 

44 

Ponr"m=4»  on  trouvera 

✓ r 

COS^X  = — { cos  4x +4cos  ax-f  6 + 4cos(— ax)+  cos(— 4x)  J 
= -Jg-  { 3 COS  4x -j- 3 tos  2X 6| 

1 / I 1 .3 

= -g-  cos  4x  -f-  — - COS  2X  -}-  — , 

ces  résultats  s’accordent  avec  ceux  qu’on  a obtenus  précédem- 
ment par  une  autre  Voie. 

On  pourrait  développer  en  série  le  produit  sinmx  cos"x  : 
à cet  effet,  on  multiplierait  l’une  par  l’autre  les  séries  (12) 
et  (i3),  en  remplaçant  dans  la  seconde  m par  n.  Dans  le  cas 
particulier  de  m = 3,  n = 2,  on  trouverait 

"STÿ1 — I { — e^P — 2-eP~\-2.e~y — e~3P — 

, / e'f  — e-'r  \ 1 / e'v  — e~3P  \ 

~ 16  V 2v/-I  )+  16  7 


sirrx  cos’x  : 


1 5x 


1 3x 


T 8 V 2vé_!  ) 


l6 


8 


■ sin  x : 


on  aurait  ainsi  le  moyen  d’intégrer  les  formules  dx.sin"îx  cos”x  , 
ce  que  nous  ferons  bientôt  au  moyen  de  l’intégration  par 
parties. 

Au  moyen  des  formules  /"-Î^L  « ,Wc, 
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( chap.  III , pag.  34 , 35),  il  devient  facile  d’intégrer  la  formule 

fly 

d*.tangm*  ; car  en  posant  y s = tanga;,  d’où  d*  = — — — — , 


on  a d*.tangm*  = 


y"' 3 Y 

1 +y' 


Intégrer  la  Jormule  £?#.sinmx  cos"x. 

T^ous  emploierons  le  procédé  de  l’intégration  par  parties. 

En  observant  que  — d*  sin  * est  la  différentielle  de  cos  x ; 

on  décomposera  le  produit  d*  sin”‘*  cos"*  en 

d*  sin  x cos"*  sin"1- lx:  le  premier  facteur  d*.sin  x cos"* 

. , cosT  + 'x 

ayant  pour  intégrale  - 


n + x 


on  obtient 


f d*.  sin’"*  cos"*  : 


"'* 


«+  » 


cos" 


m — 1 r 

-1 / cos""*”*  sin’"- ’*.d*, 

1 n -f-  1 J ’ 

écrivant  pour  cosn+I*  sa  valeur  cos"*  cos’*  = cos"*  (t — sin’*), 
et  transposant , il  vient 


n 


*.sin’"*  cos"*  = — 


sinm~I*  cosn  + ,x 
m-\-  n 


m — 1 r 

H J ax.smm~‘x  cos nx....(A). 

m + n J ' 

En  opérant  de  la  même  manière  par  rapport  au  cosinus  , on 
aura 


/'d*.sinm*  cosn*j= 

+ 


sin"”4*1*  cos"-'* 
m n 

f d*.sin1"*  cos"“" ’*. ...  (B)  , 

771-J-n 


l’une  de  ces  formules  réduit  l’exposant  du  sinus,  et  l’autre  réduit 
l’exposant  du  cosinus.  On  peut  donc  intégrer  , lorsque  m cl  n 
sont  des  nombres  entiers  positifs.  Par  exemple , d’après  (À) , 
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J dx.sin3x  cos’x  = sin’x  cos3x  -j — f Jx.sin  x cos’x , 

J O 

et  d'après  (B) 

_/™dx.sin  x cos’x  = sin’x  cos  x — — J' dx.sin  x : 

Or,  ce  dernier  terme  étant  — — X—  cos  x -j-  C , on  a 

o 

f dx.si;i3x  cos’x  = cos  x ^ — sin’x  cos’x 

H t-  sin’x =-  ) -4-  C. 

n ii>  i5  J 

Mais  si  l’un  des  deux  nombres  m ou  h est  négatif,  on  aura 
dans  le  dernier  cas  , d’après  la  formule  ( A ) , 


/dx.smmx  sin'’,  — Ix  ( m — 1 /'’dx.sin""- ’X  ^ 

cosnx  [m — n)  cos',— ‘x  1 m — nj  cos"x 

formule  qui  fait  dépendre  l’intégrale  cherchée  de  celle  de 

dx  sin  x dx  . . 

, ou  de  selon  nue  m est  impair  ou  pair.  La 

cos"x  cos"x 

première  s’obtient  en  posant  cos  x=x,  ou  — dar  sinx=dr  et 

dx  sin  x dz  . . 

= — . JNous  ferons  bientôt  connaître  la  seconde. 

cos"x  zn 

Pour  n négatif,  la  formule  (Z?)  résolue  par  rapport  au 
dernier  terme,  donne  après  le  changement  de  n en  2 — n, 

dx.sinmx  sinm+,x  m — n-f-2  /"dx.sinmx 


cosnx 


(« — 1 cos"  — 'X 


1 — n-\-i  /"Ax.smrx  ^ 

n — 1 J cos"“’x 


Ainsi  l’intégrale  se  réduit  à celle  de  dx.sinmx  ou  de. 
dx.si 


cos  x 


■ , suivant  que  n est  pair  ou  impair. 


Il  nous  reste  donc  à faire  connaître  les  intégrales  de 


COS  “ X 


dx.sinmx, 


dx.  sinr"x 
cos  X 
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Si  on  fait  n nul  dans  la  formule  ÇA)  , et  m nul  dans  la 
formule  (B)  , on  aura  les  deux  suivantes 


fdx.s\nmx  : 


sin"*~ lx  cosx  m — 1 


m 


fdx.sinn‘~',x....ÇF). 


r,  sm  .r  ros"- 1 'x  n — i r 

/dx.cosnj:= / dx-cos"**  x. ...(G)' 

n n 

* 

La  formule  (JE)  pour  m = o,  donne 

/°  d.r  sin  ar  n — 2 /'*  dar 

/ = — 1 / ..(/fl. 

cos"ar  (n — i)cos"‘~,x  n — cos^—’a: 


Si  l’on  fait  x — xoo°  — z , la  différentielle 

, . dz.cosmz 

devient  — : . (Jr 


dx.sin"1  .r 


dr.cos"*z  dz.cosm—,z 

— : — ; cLs.cosm  — *z  sin  z 

sm  z sm  z 

dr.cos'"- 

—  : — dz.cosm~!>z  sin  z — dz.cosm~’.c  sin  z 

sm  z 

(\z.cosm~6z 

—  — d z . cosm— 6z  sin  z — dz.cosm—*rsin  z 

sm  z 

— dz.cos™- ’zsinz, 

et  ainsi  de  suite  , jusqu’à  ce  que  le  premier  terme  de  cette 

série  se  réduise  à - , si  m est  un  nombre  pair  ; on  a 

sm  z r ’ 

dz.cos  zm  d ( sin  z ) . . 

— : = : = cl  f t.sin  z),  si  m est  un  nombre 

sm  z sm  z 

impair:  or  à cause  de  dz.sinz  = — d(cosz),  on  aura, 
pour  m nombr^  pair  , = 6 par  exemple , ‘ 

dz.cosfiz  d r . , 

: : H d (cos  z)  - 4-  cos’z . d ( cosz  ) 

sm  z smz  v ’ 

-j-  cos^z.d(  cos  z ), 
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et 


/rie.  cos6e  / 

sine  t. 


Leçons 


‘de  i , 

■fcos  e-f  — cos3e -f  — cos5e-f.C.  . 


sin  z *7  sine 

11  reste  donc  à intégrer  ~ — — 4. 

sin  z 

d ( ros  g ) __  j d ( cos  z ) 

IS*  71  O w . 


3 ' 5 

de  de.  sin  z 

sin  z 


de. 


sin  e 


sin’e  i — cos’  r 
i d ( cos  z ) 


i — cos’e 
et  conséquemment 

’d  e 


a » — cos  z 2 i -f-  cos  z 


y°d  e ^ i 2 

-r— _ 6 + _ cos  / (i  + ros  z ) 


:Zsin-i-e—  Z cos  — e + C=  Z.tang  — z+C...(l) 


Pour  n nombre  impair  = 7 , par  exemple  , on  a 
tJz  • cos  7 z dz,  cos  z 


sin  z 


sin  z 


d ( sin  z) 


et  conséquemment 


» — d z . cos  e . sin  z — de.cos3r  sin  e 
— «le.cos5*  sin  e 
cosz  d(cos  e)  -f-  cos3ed(cos  z) 
+ cossed(cose), 


r- 


‘de.  cos’e 


sine 


: Z sin  z 4-  — cos’e  4-  — cos'rz  4-  ~ cos Ge  +Ci 
2 4 b 1 ’ 


On  peut  avoir  à rechercher  l’intégrale  de 


cosj 


à cet 


effet,  on  changera  dans  la  formule  (J),  e en—  — y,  3 
étant  la  demi-circonférence  , et  alors 
de  d y 


f~àr  =f-  =/Ung-r(v  ~J) 


d’où 
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fcPê+c' 


=Zcot(f~T)+c=Zun8(f+Jr)+c-*--(J5:)- 


Pour  intégrer  la  différentielle 


dx 


sm"x 


J 

-,  nous  ferons  dans  la 


formule  (/J),  x — ioo°  — z,  d’où  dx  — — i d z,  cos  x = sin  z , 
, dx  dz 

sin  x = cos  z,  donc  — : =3 — . En  sorte 


cos"z 


que 


pAx  p dz  sin  z n — 2 p dz 

J sin"*  J cos"z  ( n — i)cosn-'z  n — i J cos"-*z  ’ 


d’où 


/•"dx cos*  ( ( n — 2)  p Ax  /Ts 

sin"*  {n  — i)sin"'',a:  ' n — 1 J sin"—’*  ' " ‘ 

dx 


Intégrer  la  Jormule  différentielle  — m et  n étant 

sm"‘x  cosnx 

des  nombres  entiers  positifs. 

En  multipliant  le  numérateur  par  sin**  4-  cos’x , on  aura 

d* p dx  ( p dx 

sinmx  cos"x  / sin"*-»*  cos"x  sin”*  cos"-1*"'^^* 

Lorsque  m = p , auquel  cas  la  différentielle  devient 

dx 

-,  le  calcul  s’abrège  en  observant  que ; 


sin”x  cos"‘x 


sin  2 X 

sm  x cos  x = } en  sorte  que  la  proposée  devient 


"dx 


2 

2m—  1 dz 


sm"  2X 

( form.  L ) 


sinmz 

dz 

sinmz 


en  faisant  2 x — z,  et  on  sait  intégrer 
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dx 


Kxemple  I".  Soit  la  différentielle  — ; 

sin-’x  cos’x 


; on  aura 


/>  dx  S dx  f* 

siivx  cos'x  J siri^x  +J  si 


dx 


sin  x cos'x 


or  ( forni.  L et  1 ) 
dx 


P dx  cosx  i rdx 

/ sin^  2 siu'  x 2 J sin  x 


/dx  i 

— : — / tang x : 

sm  x b 2 ’ 


mais  à cause  de 


t sin  x 

T 


sin  x cos’x  sm  x ’ cos’x 

/*  dx  dx  ( ^"dx.sin  x 

sin  x cos’x  / sin  x * / cos'x  ’ 


et 


donc 


/dx.sin  x 
cos’x 


/•  dx 

sin-’x  cos’x 


cos  x 


„ cosx  , 3 , i i 

: C — — : l ta  ne  — X 

2sin’x  2 2 cosx 


,,  , ,i  . . , dx  dx.cosx  dx.sin  x 

J exemple  11.  Intégrer  — : t=  — -4.  

sin  x cos  x sin  x 

On  a 


cos  X 


/dx.cosx  f dx 

— : / = / dx.cot.x  = Z. sin  x 

sin  x J tang  x 

/°dx.sin  x r r>  dx  1 

/ — = /dx.tangx=  / —l , 

y cosx  J cot.x  cosx 

et  par  l'addition 

/->  dx  sin  x , „ . 

= LC — l.  C tang  x , 

sin  x cos  x cos  x 

C étant  la  constante. 

Intégrer  \rdx  sinmx  cos"x. 
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On  a évidemment 


is"x — r f'xf~ 1 dx  sin”'*  cos"x  n 
s"x — (r — i)/x,'-,dxsin'"x(  os"x\....(,ZV) 
is"x — (r — 2)  J x'~3dx  sin’"x  cos"*  ) 


fxr  dxsinmxcos"x:=xr  /dxsinmxcos"x — r fxr~'àx  sin"'x  cos"x 
/*~«dxsin"'xcos»*=x~/dxsin'"*cos" 

Jx‘  ,dxsin'"xcos"x=rxr— ’/dxsin^xcos" 

etc. 

, r étant  un  nombre  entier  positif,  on  est  finalement  ramené 
à intégrer  dx.sinmx  cos"x , ce  qu’on  sait  faire  par  les  for- 
mules {A  ) et  (B). 

Intégrer  1°.  dx.sin  x y 1 lizeorx,  20.  dx.cosx  \/ 1 -f-- sin x. 

On  trouvera  facilement 


/ dx.sinx  l/ 1 rfc  cos  x = qp  A (1  ±cos  x)  2 -|-  C ,] 


J dx.cos  x y/ x -4-  siu  x = ± — (1  dh  sin  x)  » -j_  C. 


.(O) 


Intégrer  xmdx  V 1 -f  cos  x ; x'"dx  y/  x — eus  x ; x’"dx  Y 1 ±sin  x , 
m étant  un  nombre  entier  positif. 

On  a ces  décompositions 

Jxm  dx  y/i4-cosx=xm  /dx  y/i-j-cosx — m fxm~'  dx  y/i-j- 


COSÆ 


y*"1  ’dx  y/ i-f  cosx=x’"— /dx  y/ 1 -feosx  — (m—  x)  fxm~,àx  y/ 1 -feosx 
/x"—2dx  y/ i-f  cosx=x"—1/dx  y/ 1 -feosx— (m— 2)  /x"— 3dx  y/i -feosx 


etc. 


11  s’agira  donc,  en  dernière  analyse,  d’intégrer  dx.  \/x-f-cosx: 
à cet  effet , on  posera  1 -f-,  cos  x — z,  d’où  — dx  sin  x = dx , 
dx.sin  x 


d z 


dx.sin  x cos  x 


'*/  I — cos  X 
= dx.  \/ ï -f-  COS  X } 


V 2 * 

or 


A 


àz 


\/7 


v/  I COSaX 

: 2 V/2 Z 


— — 2 \/  x — cos  x ; donc 

/dx.  y/i  + cos  x = 2 y/r  — cos  x -f-  6’. 
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On  intégrera  de  la  même  manière  les  deux  autres  for- 
mules. 

dx 

Intégrer  la  formule  différentielle . 

p -f-  q sin  x 

Soit  <j'  = sinx,  d’où!dj-=  dx.cos  x : on  aura  pour  trans- 
formée de  la  proposée  v 

4r 

, > 

(p  + qy')  v i —yy 

qu’on  rendra  rationnelle  en  posant  i — y*—  (i  — y Y*'  j d’où 

y- 


4 Z (J  Z 


* •—»  1 . _ 

Z*-\-l  } ^ (z'-f-i)’’ 


ainsi 


/»  dx  f*  2 riz 

;)  + 9sinx  / p— ? + (/>  + ?) 


■—V- 


p y 

p-f-y 


Pour  p >$r,  on  aura,  en  posant  d’abord  z : 

f- — = — arcT  tang  =1 /E±L)  +C...(P). 

J P—  f+(P+9)z’  P'— f V b r P— y/ 

Pour  p = q , la  transformée  devient 

f^r==-il  + c— -të>- 

7 Pa  P~ 


Enfin  pour  p < y , on  a 
a dz 


î f dz 

p+v  z,_<LzL  = l/y  = 

y+P  ,tx 


£ 

y + p 


dz 


.+]/ 


y +p! 
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dont  l’intégrale  est 


s*  i* 


Vq 


—p‘  \zŸq  + p+  'J q—p  j 


(S). 


et  il  faudra  remplacer  z par  sa  valeur  en  x. 

Intégrer  la  formule  • — . 

p -f-  q cos  x 

On  posera  y — cos  x , d’où  dx  = ~ A_Y  - , et  la  trans_ 


formée  sera 


Ki  — 


vr 


dj 


(/»  + «r  ) V7 1 — j/  * 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe. 


Intégrer 


dx 


P H~  4 !an8  * 


On  posera  y = tang  x , d’où  dx  = 


dy 


formée 


i +yy 


j et  la  trans-. 


d y 


(/,  + ?j)(  i +^j) 

dx.sin  x 


qu’on  sait  intégrer. 

Intégrer  les  formules  différentielles 
On  a 
dx.sin 

p + q 


dx. 


CO  S X 


p+q  cos 
de  sorte  que 


p + qcofx  ’ p -j-q  sinx  ' 

x d (cos  x)  _ dx ■ cos  x d(sin  x) 

sar  p+qcasx’  p + qsinx  sin  x ’ 


fi 

r-, 


dx. sin  x 


p~hq  co£x 
dx.cosx  ’ i 
p + q cos  x q 

dx.sin  x 


— l—r + C...(T) 

q P+q  COSX  v ‘ 


Intégrer  les  formules 


l (p  + q sin  x)  + C.  ..(U), 
dx.copx 


p -|-  q sin  x p -j-  q cos  x ’ 
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On  posera  pour  la  première 

..  =A+-  . , 

y7-{-ÿsmx  P + f sinx 

A,  B étant  des  cocfficiens  indéterminés  ; d’où  l’on  déduira 

ces  deux  conditions 

qA  — 1=0,  p A -f-  B — o , 

qui  donnent 

A=±,  *=' 


et 


/cLr.sîn#  i , S' 

p-\-qùnx  q \ p 


jj-j-ÿsinx  q ) 'J  /J+y  sin  x 
On  obtiendrait  de  la  même  manière 
dx  cos  x 


-è-  • • (^)* 


fl 


-{*->•  f J’  } + c- 

q s J.  »-f-ûCOSX  } 


•(*)- 


p q cosx  q * rJ.  p-\-qcasi 
On  connaît  les  intégrales  indiquées  dans  les  seconds  membres. 

Intégrer  uu  plutôt  décomposer  les  formules  différentielles 
du  ( a -J- b cos  x)  dx  fa  -f-  b sin  x) 


(P  + q cos  X / 


( p -J-  q sin  x f 


On  posera  pour  la  première 
dx  ( a -f- b cos  x ) 


J' 


A sin  x 


( p -f-  q cos  x )" 


+/ 


(p  -f-  <]  COS  x )m~ ' 
dx  ( B -f-  C cos  x) 


[p  -}-  q cos  x 

A , B et  C étant  des  coefficiens  indéterminés  ; différentiant , di- 
visant par  dx , faisant  disparaître  les  dénominateurs  , passant 
tous  les  termes  dans  un  seul  membre  , et  remplaçant  sin’  x par 
x — cos’  x,  on  déterminera  A , B et  C,  et  on  aura 
* ( a -f-  b cos  x . dx  (bp  — aq  ) sin  x 

( p -j-q  cos  x )'"  (m-i)  (p‘-qJ)  (p~hç  cosx)m— : ‘ 

[( ap-bq ) (m- 1 ) -J-  ( m-a.)(bp~aq ) cos  x]  dx 


f 


4- 


— i /J 


(/;-}-  y cos  «)"*“; 


«en* 
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En  sorte  que  m étant  un  nombre  entier  positif , on  fera 

dépendre  l’intégrale  proposée  de  celle  de.... 

(n  4~  r os  x ) dx  a d.r  /Sdx.cos  x 

— — ! ' — — = -U nu  on 

/?-J-9Cosx  p -{-g  cos  x p g cos  x 

sait  obtenir  ( pag.  81) 

Il  est  facile,  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  de  décom- 

/"*  dx  ( a -\-  b sin  x ) • * 

poser  / • • 

J (p  + yeinx)"1 

Intégrer  les  différentielles  dx . m1’  sin"  x ; dx. m’"  cos"x. 

En  différentiant  m°x  sin"  x,  on  trouve 
d (ni"  sin"  x)z=alm  .m"x  sin”  x.dx  -j-  nmax  sin"-1  eos  x.dx  , 
d’où  l’on  déduit 

r . , x!arsin"x  h p . ^ 

lmax  sin"  x.dx  = r-  / max  sin"-'  x cos  x.dx, 

J alm  almJ 

Si  l’on  différentie  le  faefeur  dé  dx  sous  le  signe  d’intégration 
dans  le  second  membre  , on  tirera  de  l’équation  résultante 

77ï"rsin"  1 x'cos  x n-i 


frnaxsmn~ 'x.cosx.dx—  ■ 


alm 


alm 


fmax  sin"- 'X-.dx 


-1 — — fmax  sin" x.dx. 
alm 


Substituant  dans  l’intégrale  précédente  , en  place  du  dernier 
terme,  cette  valeur,  et  tirant  celle  de  J'mnx  sin”x.dx,  on 
trouvera 


r . . wajrsinn-,x  ...  , 

lm"x  sin"x.dx  = ; — - — ; 1 alm  sin  x — n cos  x { 

J ( alm  y -}-  n*  1 > 

n { n — i ) p 

_j - — ■ fmax  sm"“ 1 'x.dx+C...(Z). 

( alm  p -j-  n ' ' 

Ainsi  n étant  positif  et  piir,  on  aura  à intégrer  max  dx. 

Or /m°-rdx  = max  ; et  si  n est  positif  et  impair,  on  en 

am  r 

viendra  à fmax  sin  x.dx  : mais  pour  n = i , la  formule  pré- 
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cédente  donne 


LÉÇONS 


Jm"x  sin  x dx  = 

L t 

j max  to s’1  x . dx  = 


( alm  ) -f-i 
On  trouverait  semblablement 

max  rosn  — ' x 


+ 


( alm  , ' -(-  n 
n ( n — i ) 


[ alm  sin  x — cos  x j . 

— jo/m  cos  x -}- n sin  x } 


■ J /n°-r.dx.cos"— ’x  -j-  C...(Z'). 


{ alm  / -f-  «’ 

Le  nombre  n étant  positif  et  pair,  on  sera  conduit  à 

fmar  dx  = • Si  n est  impair,  on  descendra  jusqu’à... 

J am  ’ * 

Jmttx cos  x.dx,  intégrale  quedonne  la  formule  (Z')  pour  n—  i. 
&Pemple.  Nous  terminerons  par  l’intégration  de  la  diffé- 


rentielle 


cA>  ds  = ili  cos1  t 


cos1  a, 


à laquelle  on  est  conduit  par  une  question  de  mécanique,  et 
dans  laquelle  s et  a sont  les  variables  , et  e la  base  des  loga- 
rithmes népériens.  On  a d’abord  en  intégrant  le  premier 
membre  , 


fe“às=  JL 

J A 


e > 


d’ailleurs  en  faisant  n.-=3  dans  la  formule  (II , p.  y5  ),  on  trouve 

/’  J a i sin  a.  i /°d« 

— r-  = — + — / i 

COS1  U 2 COS1  a.  2 / COS  a. 

mais  ( form.  K , pag.  77  ) 

f±-=  + 

J COS  » \ 4 2 / 

donc 

— — eAs  — h cos1  û < 4-  l tang ( — -{ ) }■  4-  6. 

A (.  cos1  a \ 4 2 / J 
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CHAPITRE  YI. 

De  l’intégration  par  les  séries  > et  clés  intégrales 
prises  entre  des  limites. 


Lorsqu’une  expression  différentielle  Xda;  , X représentant 
une  fonction  de  la  seule  variable  x , ne  peut  être  intégrée 
exactement,  il  est  toujours  possible  de  l’intégrer  par  approxi- 
mation : heureusement  on  est  en  possession  de  divers  moyens 
qui  suppléent  à l’imperfection  ou  au  manque  absolu  de  mé- 
thodes rigoureuses  ; car  le  nombre  des  formules  qui  ne  sont 
pas  intégrables,  ou  qui  échappent  à toutes  les  tentatives,  est 
incomparablement  plus  grand  que  celui  des  formules  dont 
l’intégration  peut  s’effectuer.  C’est  ce  qu’on  a déjà  pu  reconnaître 
dans  les  chapitres  précédetts. 

Intégrer  la  différentielle  binôme 

dy  xmds  ( a -J-  bx"  )q  , 

lorsqu'elle  ne  satisfait  à aucune  des  conditions  d'intégrabilitè 
données  ( Cale.  int. , chap.  III  ). 

/» 

On  développe  en  série  le  binôme  ( a bx"')'1 , on  intègre  cha- 
que terme,  et  il  vient  pour  résultat , 


r - 

Jxmàx(a-{-bx"y  —C-f-a'1  y——  - 


+ 


+ > 

p b p{p-q) 

q a 1.29’  m+u.n+1 

fÇpg  + etc  1 A 


Digitized  by  Google 


86  Leçons 

Si  on  voulait  une  série  descendante  par  rapport  à * , il 
faudrait  donner  à la  différentielle  proposée  , la  forme,.  • 
m P £ 

xm‘V  'i  dx  (£  + «x-D)v,  et  après  avoir  développé  (i  + ûSki")'  » 


multiplié -par  x ‘ q et  intégré  chaque  terme  , on  tro 

£»  I m*f*  H i 

Jxmùx{a-\-bxn')‘]'=-C-\-  ql~!  S—— — - — — 

J ^ w(»»  + 0+»/» 

m+l+(£=J!h 

P a x 7 


a 

-m» 


q ’ b ÿ(m+0  + (/> — l)n 

' . ' 1 — -, 


l.2ya  is'ç(m-fO-f-C/?— 2(/)7r 

Si  q est  un  nombre  impair , les  deux  développemcns  seront 
réels  ; mais  si  q étant  pair  et  p impair,  a ou  b est  négatif,  l’une 
des  formules  (y/)  et  (B)  sera  imaginaire  : elles  peuvent  l’être 


toutes  deux. 


dx 


Si  on  développe  le  coefficient  de  la  différentielle  , 

t — x 

op  trouvera  . 

1 


■ , — i -f*  x -J—  r’  -j-  4-  « » • • ■ -j—  

1 — X I X 

et  conséquemment 

/*  dx  x 1 x3  x'*  /°x"dx 

I 

et  parce  que  ~ — l (i  — x),  on  aura , en  éloignant 

indéfiniment  le  terme  intégral, 

1 (ttt)  =c  + *' + — + T + T + etc’ 
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série  qui  n’est  convergente  que  pour  *<1.  Pour  x — o , 
on  a li  = C,  d’où  C=o;  en  sorte  qu’on  doit  supprimer  la 
constante. 

dx 

En  traitant  de  la  même  maniéré  — 7 , on  trouve 


1 -}-  x 


a:1 


x1 


X* 


l(i+x)  = x—~+~. g — + etc. , 

tt  conse'quemment 

'G±t)«('+t  + t+~> 

TT 

Considérons  la  différentielle  d y = , qu’on  sait  être 

r-  -f~  x* 

celle  d’un  arc  de  cercle,  dont  r est  le  rayon  ctx  la  tangente. 
On  a 


r’dx 

r’-f-x1 


x’dx  x'dx  xfidx 
= dx ; 1- 


r* 


r* 


• etc. 


et 


/; 


r’dx 


r’-fx* 


x3  x5 

= arc  (tang=:xj  =6  -j-x — 77 \--r-*-7 — 

v b / 1 5r-t 


or  pour  x = o , l’arc  s’évanouit , et  on  a C — o , en  sup- 
posant que  l’arc  développé  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  la 
tangente  = x.  Cette  série  est  encore  d’autant  plus  convergente 
que  l’arc  x est  plus  petit. 

Faisant  r— 1,  développant — — suivant  les  puissances 
négatives  de  x,  multipliant  par  dx  et  intégrant,  il  viendra 


arc  (tang  = x)  = C L + _L_  — ^ 4.  etc.  , 


série  qui  ne  devient  convergente  que  pour  x>  t ; pour  x = o , 
on  trouve  C = 00,  ce  qui  annonce  que  celte  série  n’est  pas 
propre  à donner  les  valeurs  des  petits  arcs.  Pour  x = 00 , 
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on  sait  que  l’arc=  — , * désignant  la  demi-circonférence  ; donc 


-,  et  conséquemment 


(tang  = X)=- + + 


etc. 


Si  l’on  développe  (i — xx)-"1*,  qu’on  multiplie  tous  les 
termes  par  dx  et  qu’on  intègre  , on  trouvera 


A 


àx 


Ÿ l XX 


= arc  (sin  = x)  =6’  -)-  x + 


+ ■ 


3x5 


+ • 


2.3  * 2.4*"* 

3.5  x7 


.4.6.7 


• etc.. 


et  la  constante  Cxe,  par  la  raison  alléguée  plus  haut  et 
dans  la  même  hypothèse.  Or  le  sixième  de  la  deini-circonfé— 

rencej  ayant  — pour  sinus  , la  série  précédente  donne 


6 2 ^ 


etc. . 


3.2*  ~ 4.5.2'’ 

♦ 

v étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  = 1. 

On  pourrait  encore  faire  usage  de  la  méthode  des  coefliciens 
indéterminés  pour  obtenir  les  développemens  précédons  : en 

d.r 

effet,  à l’égard  de  la  différentielle  ^ ■ — ? on  poserait 

— — = Ax  + J5x’  -f-  Cx3  -j-  etc.  , 

I -j-  XX 

flifférenliant , divisant  par  dx  , et  multipliant  par  1 -j-  xx,  on 
trouverait 

-i-,  D— o,  E = 4->  F=o,  G~ “>etc. 

3 i>  7 


A 


A=  1 , B — o,  Ci 
Exemple  Ier.  Soit  à intégrer  la  différentielle 
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nr.  Caicui  intégrai,. 
adx 


^9 


V { (aux  — i*)  2g(£  — x)} 

de  mécanique  : on  l’écrira  ainsi , ■ 

, dx  yja 


donnée  par  une  question 


“ = * ■; } 

\/bx  — xx  aVVj/i— 

développant  Çi  — ^ a en  série,  on  a 

dx  C i a:  i .3  x’ 

2 y/ 6"  s/bx^-xx  V+  2 ’ 20  + 2-4  4"1 

i.3.5  x3  i.3. 5.7  xi  ) 

* 2.4.6  b a3  24.6.6  16  a*  J 


1 1 >J  a 

àt=z — ~X 


Ainsi  les  termes  à intégrer,  seront 
dx  xdx 


x’dx 


Vbx  — xx  V7  bx — xx  Vb*  ; — xx 

et , en  général , ils  seront  de  la  forme  — . X-  ■ X ■■  - 

y bx  — xx 

on  a (chap.  111  , form.  F) 

/*  dx  1 . • 

— ■ — = ( arc  ( sinus  verse  = x ) ) 

\/ bx  — xx  1 1. 


etc.  I 


. Mais 


— - = — bx — xx  -j-  arc  ( sinus  verse  — x ) 

y'  bx  — xx 

/'  x’dx 

l/  bx — xx 


x V bx — xx 


~ v7*— 

4 


+ 


3 b 


( arc  ( sinus  verse  = x ) ) 


x3d.r 

* V7 bx  — xx 


x'Vbx  — xx  5 bx  V/  bx — xx 


o 12 

|5 &V  /- 1 5 b' 


1 5 b*  1 5 b'  , 

y bx  — xx  -j — (arc(sjfl  vers-  x)) , 

-4  24 
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tous  ces  arts  étant  rapportes  au  rayon  -^-b.  Donc  si  l’inté- 
grale doit  devenir  nulle , lorsque  x = o,  et  si  elle  doit  s’étendre 
jusqu’à  x — b , ou,  en  d’autres  termes,  si  elle  doit  être  prise 
depuis  x — o , jusqu’à  x b ( Cale.  di/j. , chap.  XN  11)  , la 
constante  devient  nulle  pour  ,t  = o;  ainsi  en  désignant  par* 
le  rapport  de  la  deini-circonférence  au  rayon  = x , et  obser- 

b b 

vant  que  la  derm-arconference  du  rayon  — — , est  — » , 


on  a 


" <Ia- 
y bx  — xx 


.rdte 


/'  x'Cx  1.3  b% 

Vbx—xx  3</l 

f'  a^dx  ' i .3.5  ê3 

■J  \/bIz:Tx~  " 


— XX 

9F  , 

2 

T , etc. , 

est 

( 1,3  Y 

b » 

V 2-4  ) 

a1  a* 

r.3.5N 

2 b ■* 

1 , , + 

Intégrer  la  formule  dl/jèrentielle  </y  1 ( t -f-  a cos  y ). 


On  a 

o’  cos’y  , o1  cos3/ 

l ( i + a co$  y)  — a cos  y ~ ~ r ■ — 3 * 

'ah cosArr  , f n 

j-  etc . . . . (i)  ; 

4 

ainsi  en  multipliant  par  d [y  tous  les  termes  de  ce  dévelop- 
pement , on  aurait  à intégrer  (pag.  7& , forrn.  G ) , une  suite  de 
différentielles  de  la  forme  d \y  cos  '"y.  Mais  nous  aurons  recours 
à une  analyse  qui  offrira  un  exemple  du  parti  que  1 on  peut 
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tirer  de  la  différentiation  des  constantes.  Supposons  que  dans 
le  développement  (t) , on  ait  remplacé  les  puissances  de  cos  y 
par  les  cosinus  des  multiples  de  y (chap.  Y,  pag.  71 , forai.  i4)  * 
on  trouvera  ainsi 


J (l-f-ÛCOSy) 

1 a’  1 .3  <j'*  1 . 3.5  a* 

2 2 2.4  4 2.4*6  6 

[~  t i.3«5  ( t.3.5  ( i.3. 5.7  ai 

+L“  + 2.4' 3+'4-6  ’ 5 ‘ 4-6.8  ’ 7 

etc.  ; 

donc  si  l’on 

fait 

/(l  + OCOSJ'): 

= — sl-\-Bçosy  —Ccos2.y-\-  Dcos3y  — e 

on  aura 

- 

T 


cosy. 


a’ 

3 


i . 3 
T 4 ' 


t.3.5  aG 

^aTrü"6“+etC**,,C2)- 


4 

Différentiant  de  part  et  d’autre,  comme  si  A et  a étaient  des 
variables,  ce  qui  est  d’ailleurs  permis,  puisque  ces  quantités 
varient  ensemble  , on  trouvera 

. da  ( a*  1.3  ai  1.3.5  a6  1 

iA=—  W + — -*-+nrr  T+',c'  \ 


d a f 

a \ VT 


da  da 

J a V \ _ « 


intégrant , il  viendra  (Ca/r.  tnt. , pag.  02  ) 


'=<■ 


1 — V | — a% 


\ /1  — Y , — a’  \ 

j-  ) +t....(3). 


c étant  la  constante.  Or,  d’après  (2),  pour  n=o,  ona^=oj 
ainsi  (3)  devient 


° = z(^-)  + c. 


Il  s’agit  donc  de  connaître  la  valeur  vraie  de 


• V 1 — a' 
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pour  a — o.  A cet  effet , on  appliquera  à la  méthode  donnée 


( Cale.  diff. , chap.  X ) , et  on  trouvera  ^ — — 

a‘ 

donc 


et  conséquemment 


— I — — = /a, 
2 


l a7'  ) 


ce  qui  est  une  transformation  avantageuse  du  développe- 
ment (2)  , et  l’on  voit  que  la  différentiation  et  l’intégration 
ont  l’avantage  de  reproduire  la  même  quantité  sous  différentes 
formes.  Ln  opérant  de  même  par  différentiation  sur 

1.3.5  'o5 


n i .3  a3 

li  — a-] . 

^2.4  3 


1.3. 5. 7 a 7 

4.6  ■T  + W'T+elc""(4)’ 


on  trouve 
dZ? 


ad  a fa1  1 . 3 a1*  1 . 3 . 5 a6  1 . 3 . 5 . 7 o8  1 

— T"'~+  4.6  '~+  4.6.8  'T+ctc'j 


4 da 


2d  a 


a7  [/ 1 — o* 
et  intégrant 

B = 


2(1  — \/ 1 — o5} 


mais , d’après  (4)  , pour  a = o , on  a B — o;  en  sorte  que 
l’intégrale  précédente  devient  encore 

c o 

°=—  +C’> 

c'  étant  la  constante  qui  reste  indéterminée  : or  en  évaluant, 
comme  ci-dessus  , la  fraction  qui  devient  pour  a=o,  on 


t 
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trouve  zéro  pour  sa  valeur  vraie  ; de  sorte  que  c'  — o , et 
qu’on  a 

E 3;i— — V /i—a'} 

a 

Si  l’on  pose 


— V\ 


-a* 


= b 1 d’où  a — 


2b 


b‘-+i 


• • • • (5) > 


on^trouvera 

(6  = -B  = s5....(7). 

Actuellement  que  l’on  différentie  l’équation  ( a ) , et  qu’on 
divise  par  dy , on  aura 


a sin_y 
i -f -a  co s y 


= B siny 


— 2 C sin  2y  3 B sin  3 y -f*  etc*  » 


multipliant  par  le  dénominateur,  faisant  passer  tous  les  termes 
d’un  même  c6té , en  remplaçant  sin  y cos  .y,  sin  2y  cos  y, 
sin  3 y cos  y , par  leurs  valeurs  données  par  la  formule 
connue  {Cale.  int. , pag.  65,  ir0.  form.  9) 

sin  ( m -f-  1 ) y -f-  sin  (m  — 1 ) y = 2 sin  my  cos  y , 


on  aura  une  identité  de  laquelle  on  déduira  ces  déterminations 
B— a 


C-- 


F- = 


B: 


4 C — Ba  6 D — 2Ca 

-,  C.  


3 a 


4a 


SE  — 3Ba 


5 a 


„ ioF  — ^Ea 

G = , etc. , 

b a 


remplaçant  B par  sa  valeur  (7) , et  a par  sa  valeur  (5)  , on 
aura  ces  déterminations 


Cc=-i-i>,  B=~b\  E=  4-  it,  ^=4-^,  etc.,' 
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conséquemment 

Z ( i -j-  a cosj)  = l ( A)  -f  2 b f osj> ~-b'  cos  2 y-{-  ÿ A3  cûs  3/ 


— A4  cos  4 J + T ros  — etc. ...  (8)  , 

4 «> 


et 


fdyl(t+acot y)= y Z^  ~ ) y + a*  siny s*1»  2,7 

4-  — ^ A3  sin  3y — —— A'sin4^+elc-  + C..4Z))» 
3.3  4 • 4 

Pour  a = 1 , auquel  cas  b = 1 , on  a 

Z (1  + cosjp)  = l ( 2 ccs*  i j ) = / 2 + 2-Z  cos  |y. 
Faisant  ijm,  d’où  y = 2 or,  le  développement  (8)  devient 


Z(cos*)=  l 1 eos  20: cos  4*  -) — 5-  cos 


6a: 


— — — cos  8a;  -f-  etc. . . . (9). 

4 

Pour  a = — 1 , on  a A = — i,et 

Z (1  -f-  a cos  y)  = Z ( 1 — cosy)  = Z2-j-  2 Z sin  , 
et  le  développement  (8)  devient , en  faisant  2 j— *, 

11"  1 1 /. 

Zfsina:')  = Z cos  2a: cos  4* — cosba: 

v ' 2 1 2 ^ 

— cos  8a:  -4-  etc. . . .(10). 

4 ^ 

Si  l’on  multiplie.  (9)  et  (10)  par  da: , et  qu’on  intègre,  on 
trouvera 

1 


J dxl  (cos  x)=x  l (~)  + -77J"  ïl 


sm  2.x  ■ 


2.4 


sin  4 a: 


j — sin  6x  — etc.  -f -C.. . .(Æ), 

3.b 
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fdxl (sin  x)=  x l 


• sin  2X- 


2.4 


• sin  4 x 


— ~v  ^ sin  6x  — etc.  C. ...  (JP). 

0*0 

On  pourrait  facilement  obtenir  les  intégrales  fàx  l (tang  a:) 
fdxl  (rot.x)  , etc. 

Exemple.  En  considérant  ( Mècan.  célest.  ) le  mouvement 
d’un  corps  pesant  sur  une  surface  sphérique  , M.  Laplace  a été 
conduit  à cette  formule  différentielle  f 

— rdz 


d/=  • 


— > 


l/fr1— zJ)  (c  + 2gz)  — c'*' 
où  z et  t sont  les  variables.  Si  l’on  suppose 
(''—**)  (c+ïgz)  — **  = («-z)  (z-ô)(2^z+y), 
on  aura  pour  déterminer  a , b et_/"les  trois  équations 

r 2 1 ? ( r*  + g*  ) 

1 ~~  a + b ’ 

zg  (r  - — as  — ab  — J* ) 

c s= - — — , 

a b 

r,_  2ff  (r’  — a’  ) (r~  — ÿ») 

a + 6 ’ 

qui  sont  données  par  la  comparaison  des  mêmes  puissances 
de  z , et  on  observe  que  des  deux  quantités  a et  b , Ja  pre- 
mière est  la  plus  grande  valeur  de  z , et  que  la  seconde  en 
est  la  plus  petite.  La  proposée  pourra  donc  être  écrite  comme 
il  suit  : 

dl  T^Z 

l~  V K"  — 2)  (*  ~ b)  (2#r-h/)} 

Pour  l’intégrer , on  posera 


sm  è 


- \/a~z 
y a— b’ 


d’où  cos  6 


z — b 
a — b ‘ 


Digitized  by  Google 


ffi 

et  conséquemment 


Lf.çons 


z — a cos1  A -f-  b sin’  fl  ; 
d’où  l’on  déduit  en  différcntiant 

dr  = a(è  — a)  cos  fl  sin  fl.dfl  , 

mais  on  a 

a — z — {a  — b)  sin’  fl,  z — b = ( a — b ) cos’  fl  , 
2#a  4-/=  a#  {a-f  (b  — a)  sin’fl  } 

Par  ces  substitutions  et  après  les  réductions,  la  différentielle 
proposée  devient 

2 rdfl 


dfl: 


Vzg  {<*+  (.à  — a)  sin’fl}  +/ 
et  en  substituant  pour  f sa  valeur  en  a et  b , 
d/  a rdfl 

V[?6\-+-a^îr~}+*8  o)  sin’ fl] 
r\/ 2.  (a  -f- 


dfl 


V g (a? + zab-)rr  l)  l/[-ï 

r \/ 2 (a  4-  b) 


(a — b ) (a4-è)  . 
v ^ ^ sin*  fl 


-f-  2 ab-^-r* 


3 


dfl  ■ 


— 6’}  y 1 — y1  sin*  fl 

en  posant  */’ 


? Si  on  développe. 

(«+  6)* -f  r‘  — b‘ 


(i — y* sin’fl) - 1 , et  qu’on  multiplie  tous  les  termes  par  dfl, 
on  aura  à intégrer  la  série 

1 ï 3 

dô-j y*  sin’  fl.dfl  -) y4  sinl  fl.d  fl 

2 2.4 

1.3.5 

_| — - y6  sin6  fl.d  fl  -{-  etc., 

2.4-0 

ce  qu’on  fera,  d’après  le  développement  de  sin”x.dx  donné 
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(Cüfc.  intig. , pag.  67  ) ; et  en  prenant  l’intégrale  depuis  z —b 

■T  J 

qui  répond  àcosé  = o,  ou  à é = »,  jusqu’à  ztna , qui 

répond  à sin  ( = 0 ou  à ( = 0,  1 étant  la  demi-circonférence 

dont  le  rayon  = 1 , et  désignant  par  T l’intégrale  de  d t 

entre  ces  limites,  on  trouvera 


+(^)>+(£l)>+'4 


ce  qui  est  l’intégrale  trouvée  dans  la  Mécanique  céleste. 

L’intégration  entre  des  limites,  conduit  quelquefois  à des 
résultats  remarquables. 


Reportons-nous  à l’intégrale  de 
intég. , pag.  32).  Pour  x — r,  on  a 


c"'dar 


V^t  — • 


trouvée  ( Cale. 


h 


— arc  ( j/n  = 1 ) = . 


l/t- 
étant la  demi-circonférence  dont  le  rayon  = 1 ; l’intégrale 

/*  xdx 
1/ 1 — a 


V~i 


+ 


étant  prise  de  manière  qu’elle  s’évanouisse  pour  x — o , ce 
qui  donne  C=  1 , devient 

/*  xdx  . /- 

= ~ V 1 — xx  + 1 j 

y 1 — xx 

et  pour  x = 1 , on  a 

/'  xdx 

■ — + *• 

Ÿ 1 — xx 
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Ainsi 


’dx 


Vi 


Ux^dx 

Vf= 


y/ 1 — xx 

/*  x^dx 

7T= 


XX 

etc. 


1 v 

f*  x3dx 

S 

2 2 

/ y/ 1 — xx 

3 

1.3  « 

f'  x’dx 

a-4 

a. 4 a 

/ y/ 1 — xx 

3.5 

t.3.5  » 

x"dx 

a. 4-6 

a. 4-6  a 

/ y/i— xx 

3.5.7 

Uh). 


etc. 


Les  résultats  ( G ) se  tirent  des  formules  (i  , chap.  111)  pour 

x = i , en  observant  qu’alors , A = — — ; et  les  résultats  (f/) 

a 

des  formules  ( a , ehap.  III  ) en  remplaçant  l’intégrale  dans  le 
second  membre  par  sa  valeur  obtenue  précédemment,  et  tenant 
compte  de  x = i.  Généralement  on  aura 

x*'dx  _ t.3.5-7...  .(ai — Q 


f-v  r 

J 


djr 


a. 4*6. 8. • . . 

2.4*6. 8. . . . 


21 


21 


w 

2 


y/i— xx  3.5.7. 9*-*  •(»  + 0 

De  la  formule  de  réduction  (A') 

xmdx  xm~ 1 y/ 1 — xx  m — 1 r xm~'dx 


/>  x”di 

1/731 


■ /■  *"■ 

J Vf. 


1/ 1 — XX  m m J V 1 

donnée  ( Cale . intég.  pag.  3a  ) , on  déduit  d’abord 


-xx 


xm— ’dx 


/•xm~’< 

1/73 


xT-'V  1 — - 


+ 


m r 

> — *«/  y/ 1 — x. 


y/ 1 — xx 

e en  changeant  m en  m -f-  1 , et  conséquemment  m — 1 en  m, 
m — a en  m — 1 , 

t S'xn+,dx 

• xx  m m J V'  1 — xx 


r'sr 

Jv r 


'xm  — ’dx 
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Pour  * = i , cette  formule  devient 

/'xm~  'dx wi  i px"'^r'Ax 

V'  i — xx  m J y î~. 

on  aura  donc 

» 

dx  2 ^ *’dx  a. 4 p *«dx 
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- xx 


f L-_dj!  r*  dx  ___  a. 4 p xMj 

J Vi-~xx  'J  yT~^  1.3  y^— 

a.4-6  a-®* 

*•  “ 1.3.5/  1/7: 


xudx 


r»  etc.. 


et  généralement 

f—~L=r  — ai  / x^dx 

/ l/i  — xx  t.3.5....(a/_  1)  J~ÿ=^Zixs 

On  obtiendra  de  même 

xdx  3.5.7 (ai-H)  /V'+'dx 

S Vi  — xx  a.4.6....  ar  / \/—  ’ 

«hais  pour  « plus  grand  que  tout  nombre  donné,  les  formule* 

/*  **‘dx  ^x,i+,dj 

’ J yrzr^  S0Bt  ^alesi  oa  aura  <c«&. 

iniig.  , pag.  97) 
p dx 

J y~xx  - ,3.a.4-4-6-6.8.8.... 

i.3.3.5.5.7.7.9.9.„.  > 


/*  xdx 

l/T— XX 


a.4-6.8.10... 

« i-3.5.7.  9.,. 

2 3 5.7.9,  n~  ' 

3.4,6.8.10... 


formule  donnée  par  fTallis  pour  la  rectification  de  la  cir- 
conférence. 

Nous  avons  trouvé  {Cale,  intig. , pag.  54  ) 


/d*(/x)  . ( 


X* 


,*  + r— ■ -f»  — -f-  etc. 

4 9 


Y 
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Si  l’intégrale  doit  s’évanouir  pour  x = i , c’est-à-dire  , com- 
mencer à x = i , on  aura 


i 


■+T  + 


Ÿ+^+,:‘';='r’'c*)’ 


w étant  la  demi-circbnférence  dont  le  rayon  = i.  Intégrons 
d’une  autre  manière  la  même  formule  différentielle,  et  faisons, 
à cet  effet , y — i * — * , d’où  x ==  i — y , dx  = — dy , et 
nous  aurons 


J'dx.fjx')  y1 


ày-l  (i  — y) 


y 


~y  + £- 

y3  y4 

+ T + T5-  + e,c-’ 


(*J  On  sait  ( t'n/c.  iliff.  ) que 


sin  x x* 


x* 


■ etc.  , 


x a. 3 a. 3. 4-5 

siirie  qui , pour  tout  multiple  autre  que  zéro  de  la  demi-circonférence , 
d.  mitera  sin  x = o ; donc  les  racines  de  l’équation  d’un  degré  indéfini 


x« 


a. 3 a. 3. 4-5 


■ et». , 


sont  x,  a»,  3ir,  etc.  à l'infini.  Ainsi  faisant  x'  — — > et  multipliant  par 
y00,  on  aura  !a  transformée 


a.3 


7®“‘  + 


a. 3. 4-5 


■y**  — » — etc- 


dont  les  racines  sont  > — s » etc.  Donc  , d’après  la  théoriè 

x'  4»>  a»» 

des  équations  ( Alg.  ) , on  aura 

t 1 f * 1 ) . 

a.3  x'  (.  4 9 I 


d’où  l’on  déduit 


i i r 

— îra  «=  i -i -4- h etc., 

6 4.9 


résultat  remarquable  trouvé  par  Jean  BcrnouiUi. 
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~'—u  | (.'—y 


lot 


' 4 

T * t O—*)4  . . 

+ — Ï6 — -+elc-» 

la  constante  étant  supposée  nulle  pour  * = ,.  Egalant  les  deux 
valeurs  de  on  a l’identité 

t/  I X 

» f 

— — /*./(!  — *)  = (,  — *)  + + iizfl3 

49 

(1— -.*)$ 

-h^~~+ect. 


16 


1 f , *’  1 ^ , as*  1 

+ r+T+T+^+',cT 

Faisant  on  obtient,  toutes  réductions  faites. 


L_+_i — | — L 

6 1-2°  T 4.2‘  ^9.2 


l6  .2? 


+ etc. 


Si  l’on  retranche  cette  identité  de  celle  qui  plus  haut  exprime 


-jr  it1 , on  trouvera 

(l2y±£z±+  a,~I 


4*2 


23 1 2< I 

T6^-  + l57T+etc- 


2.5,2* 


•'*  ‘f-  • *•  . ■» 

Le  procédé  d’intégration  par  parties , donne  encore  le  déve- 
loppement d’un  nombre  suivant  les  puissances  de  son  logarithme. 
Soit 

dy—  ~±x’  d’où  <*•*  — (i  + *)  dy, 

intégrant  par  parties , on  a 

x—  (i+*)r>— fyàx=’li  + *),y  — fyAy(i  se)  , 

en  remplaçant  da:  par  sa  valeur  (1  -f-a?)  dje  : intégrant  encore 
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le  dernier  terme  par  parties  , on  trouve 

* = C>+*)7  — (*  + *)  ~Jrf  y—ix'^  C«  + *)/ 

-e+»)4- (■+*)■ 

En  continuant  à procéder  de  la  même  manière , on  aura 

* = c4-(i+*)>r  — («+*)  — + (*+*)  ^ 


— O +*) 


J4 


-f-  etc. 


2.3-4 

Or  a:  et  j étant  nuis  en  même  tems , en  sorte  que  la  constante 
est  nulle , 

. . v4 

-y 


r .+-4._j^+cu. 

2.3  3.3.4 


!+*  ’ 3 

Soit  1 -f-  * = *,  d’où  x=r  z — . 1,  l{\  -| -x)  = /x,  à cause  de 
^ = ^(1+2:),  cette  série  deviendra 

'*  — etc. 


-Tr'—fw+n^ 


Faisant  — : — n , d’où  Iz  = — In  , on  aura  enfin 
n 3=  1 -f  In  + -L  (/«)’+  ~ ( In y -f  etc. , 

et  pour  /n— 1,  on  a n = e = 2,72828  , etc. , base  des  loga- 
rithmes népériens. 

Reprenons  la  formule 

f uAv  = uv  — f'vâu  , 

°U  » 

/j-dx  = XJ  — yidj , 
qu’on  peut  e'crire  comme  il  suit 

y^dx  = xj-  — J'ÿxàjt. . . 


En  faisant  s=  y'  : 
dx 


y'  : on  aura 
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f/ÿ'xdx  = ~ x'y' y" x'dx . . . (a), 

f~y*x,dx  — -yn'xidx. . . . (3)  , 

Jh*",x>â*  ^1x4  . . . a). 


îeî 


etc. 


Par  des  substitutions  successives , on  parviendra  à cette  formule 
générale 

.3  ày L_  r4  . A'y 


fyàxc=xy x’  ^ + — ' 

; + 


a dx  j. a. 3 dx’  3. 3.4 


. x’”**' 


dx3 

d"j 


dx” 

dn  + 'y 


1 .a....(  n -f-i  } 

+ A—J /x»-Hdx  £IX....(,), 

'“j/  I.2....(n-f-i)  ^ dx"-*-1  V * 

trouvée  par  Jean  BemouiUi , auquel  on  en  doit  une  autre  que 
nous  allons  démontrer.  On  a , X étant  une  fonction  de  x , 

fxu=fxixJk 

j ’X»  d’x  /'XdX  d’x 


dx 


r X 3 d’x  ^x 

J a. 3 dX>  -J  a. 


/"XdX  d’x 
a dX^ 


'X’dX  d’x 
dX3 


X*  d«x  _ y*X<dX  d<x  _ X3 

*•3*4  7X3  y a. 3. 4 dX*  2. 3. 4- 


dx  /"X’ 

d’x 

dX  J a 

dx  • 

X3 

d’x 

a. 3 

dX’ 

.r.  *5 

d’x 

y a. 3 

dX* 

X3 

d’x 

2.3.4 

dX3 

y1  X* 

d'x 

y 2-3.4 

' dX3  * 

X3 

dix 

— 2.3. 4. 5 

dX'< 

r * 

d*x 

...6), 


dX« 


•(8„ 


etc. 
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et  par  des  substitutions  successives , on  obtient 


fXdx  = C + 


âx 


X3  d’ 


AX 


+ 


X4  d3x 


a. 3 dX*  1 a. 3. 4 dX3 
X5  d*x 


2.34.5  dX*  + etc<*(*V 

La  sérié  précédente  qui  représente  fydx , en  remplaçant^ 
par  X , et  éloignant  indéfiniment  le  terme  intégral,  devient 


/Xdx=C-f  Xx — x’ 


dX 


+ 


d*X 


dx  i.2.3 
d3X 


1.2.34 


X4 


dx3 


dx* 

-}-  etc  «...  (L), 


L’intégrale  de  Xdx , X étant  une  fonction  de  x , est  in— 
complette  , tant  qu’on  n’y  ajoute  pas  de  constante  ; si  la  cons- 
tante ajoutée  n’est  pas  encore  déterminée  par  la  nature  de  la 
question,  l’intégrale  est  complet  te,  mais  indéterminée;  enfin 
l’intégrale  est  complette  et  déterminée , si  la  constante  est 
déterminée.  Soient 


/Xdx  = Jx  -f ■ C Intégrale  déterminée  ou  particulière , 

C étant  une  quantité  connue. 
fXdx=/x  Intégrale  incomplette. 


/ Xdx  = Jx  4 const . . . Intégrale  complette,  indéterminée 
ou  générale,  const.  désignant  géné- 
ralement la  constante.  , 

\ . 

Si  dans  la  première  et  dans  la  troisième  dp  ces  intégrales , on 
fait  x 3=  a , puis  x=ç=£,  et  que  de  l’intégrale  pour  x = £, 
'on  retranche  l’intégrale  pour  x=a,  il  est  clair  qu’on  aura 
la  même  différence  Jb  — fa  ; puisque  , dans  cette  différence  , 
la  constante  C , ou  const.  disparaîtra  : la  différence  sera  encore 
la  même , si  on  la  déduit  de  l’intégrale  incomplette , après  y 
avoir  fait  les  mêmes  substitutions  pour  x.  La  différence  J b — Ja 
provenant  de  l’intégrale  de  jx , s’appelle , comme  nous  l’avons 
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déjà  dit  ( Cale.  diff.  ) , intégrale  entre  les  limites  a et  b.  Si 
pour  x = a , on  a fXdx  = o , l’intégrale  est  prise  depuis  son 
origine  jusqu’à  la  limite  b. 

L’intégration  entre  des  limites  donne  avec  une  très-grande 
approximation  les  intégrales  qu’on  ne  peut  obtenir  exactement. 
Désignant  par  X,  ce  que  devient  X , lorsqu’on  y change 
* en  Æ-j-Ar,  l’intégrale  fxdx  prise  entre  les  limites  x et 
x-j-  Ai,  sera  f X,  dx — f Xdx,  que  nous  désignerons  par  A f Xdx, 
et  on  aura  , d’après  la  formule  de  Taylor  (Cale,  diff.), 

d'fXd 


A fXdx  = ■ Ax-f 


+ 


dx1 

df Xdx 
dx3 


Ai* 

a 

Ai’ 


etc. 


ou 


A f Xdx  = Xai  -f"  X' 
dX 

en  posant  X' 


Ax1 


+ X" 
dX' 


Aï3 


+ etc (i). 


a.  3 

Y//  iX'  x ■ 

~^x~*  A = ~~d" — ' 5 etC'  écrivant  pour  «<* 

la  première  limite  a , et  b — a pour  Ai,  le  développement 
précédent  donnera  l’intégrale  demandée  entre  les  limites  a et  b. 
Si  la  différence  Ai  ou  b — a est  trop  grande  pour  que  la 
série  converge,  il  sera  nécessaire  de  diviser  Ai  en  n parties 
égales  et  assez  petites  pour  que  la  convergence  ait  lieu.  Soit 
Ax  = ni  — b — a:  alors  en  prenant  d’abord  l’intégrale  de 
«àa-j-t,  on  aura 

X'i‘  . X"P 


Xi  + 


+ 


— + de- 1 


a ‘ a.d 

représentant  ce  développement  par  X , , on  prendra  l’intégrale 
de  X„dx , depuis  a-J~i  jusqu’à  a-\-  ai  , ce  qui  donnera 


XJ  -f- 


X'f* 


X,"P 

- + e‘c. 

i.a.d 
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Faisant  de  nouveau  cette  suite  = X. , on  trouvera  que  l’in- 
tégrale de  X.dx  entre  les  limites  a + a « et  a + 3 1 , est 


X,i+ 


X,"P 


-f-etc. 


a i.a.,3 

Et  enfin  on  aura  pour  dernière  portion  de  l’intégrale , depuis 
a -j-  (n  — i ) « jusqu’à  a 4-  ni  = b , 

v . , X\_.f>  , XK-,  P , _ 

X*  — !*  H h U " "1“  etc> 

1.2  1.2.3 

Réunissant  donc  loutes  ces  intégrales,  on  obtiendra  celle-ci 


Afx dx=(X  + X,  + X,  -I X„-,)ï 

+ (X'+  X/+  X,'+....X,,^0  ~ 

-f  ( XM-  X/'-f-  X,"-) XK-,  ) -fj  + etc  ...(M). 

prise  de  a à a -f-  ni , ou  de  a à a -f-  b. 

Si  l’on  prend  i = dx  infiniment  petit , l’intcgrale  précédente 
deviendra 

A [Xdx  ~ ( X -J-  X,  4"  Xj  -f-  • • . *4*  Xn_,)  dx.  a . . (X). 

Ainsi , dans  la  méthode  infinitésimale  , on  regarde  l’intégrale 
comme  la  somme  d’un  nombre  infini  d’élémens  Xdx,  X,dx , 
X.dx  , etc. , qui  sont  les  valeurs  consécutives  que  prend  la 
fonction  différentielle,  lorsqu’on  fait  passer  la  variable  par 
•toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  ses  limites , c’est  ce  qui 
s’éclaircira  par  la  suite. 

Reprenons  la  question  précédente  , et  désignons  par  Y la 
valeur  de  / Xdx  pour  x=a,  par  Y,  celle  de  J Xdx  pour 
x — a,  , et  par  Y',  Y7',  Y"',  etc.,  les  valeurs  de  X, 
dJf  daX  *’  *' 

, • , pour  xx=a:  on  aura  d’après  (t),  en  observant 

dx  7 dx’  7 r 

que  A /Xdx  = fX dx  pour  x=  a , moins  jf  Xdx  pour  x = «,, 
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Y,=  r+  r.-(q,'~a'l-  + r»  (a'~ra')' 


ia7 


I .2 


( O.  rrrr&)* 

+ r"  \.a,3-  + etc- 


si  donc  aucun  des  coefficiens  Y,  Y,  Y11....  ne  devient 
infini , et  que  a,  soit  très-peu  différent  de  a , on  pourra  dé- 
terminer assez  exactement  la  valeur  de  Y,.  Désignons  par  y, 
la  valeur  de  fXdx  pour  * = a,  , et  par  Y,'t  Y,1",  etc.  , 

d X d*X 

ce  que  deviennent  X,  — ^ — > d * ’ e,c‘  • Pour  *==««» 
on  aura 

r,=  r,  + r/(a,_o  + yji 

(<*, — a,  )5 


+ rt» 


1.2.3 


■ etc., 


et  ainsi  de  suite.  Or,  si  chacune  des  valeurs  a,,  a,  , a3,  etc.  , 
de  x depuis  x = a jusqu’à  x = b , diffère  assez  peu  de  celle  qui 
la  précède  pour  qu’on  puisse  négliger  . sans  erreur  sensible  , 
les  puissances  de  a,  — a , a,  a, , a3  ■ — a, , etc. , supérieures 
à la  première , en  mettant  successivement  la  valeur  de  Y,  dans 
celle  de  Y,,  celle-ci  dans  F,  , et  ainsi  de  suite,  un  aura 
Y,=  Y+  P (a, -a) 

Y,=  Y+  P(a, — a) -f- y,'(a,  — a,) 

4 Pl=  Y-\-  y'(a,  — a)  -(-  y,'(a, — a,)  -(-  Y%'(a3—a,) 
y4  = y + Y' (a. -a)  + y/(a,  - a,)  + y,'(a3 -a,)  , 

+ iy(«4 — **3) 

etc. 

Si  a„  est  le  dernier  terme  de  la  série  a,  a,,  a, et 

que  y„  soit  la  valeur  correspondante  de  J Xda: , on  aura 
évidemment 

y.- y=  a/X«1x=- P(a,-a)  + y/(a,-~a,)  + y,'(a3-«a) 
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Si  les  différences  infiniment  petites  a,  — a,  a,  —a,,  etc.  , 
deviennent  toutes  égales  entre  elles  , et  qu’on  les  représente 
par  dx , on  aura 

r,=y+(r'+r/+r,'+....+r,.l)a*f 

ce  qui  revient  à la  série  (2V).  L’intégrale  Y„  restera  indéteer 
minée  , tant  qu’on  n’aura  rien  statue  sur  la  valeur  de  x à la- 
quelle doit  répondre  le  premier  terme  Y , et  sur  la  valeur 
correspondante  de  ce  premier  terme.  Quand  on  a déterminé 
la  constante,  en  supposant  que  l’intégrale  reçoive  une  cer- 
taine valeur,  lorsqu’on  s’en  donne  une  pour  x , on  ne  fait 
que  fixer  un  des  termes  de  la  série,  Y , par  exemple,  duquel 
on  part  ensuite  pour  former  tous  les  autres , et  l’intégrale 
rentre  alors  dans  le  ras  des  fonctions  primitives  qui  n’exigent 
pour  leur  détermination  que  celle  de  la  variable  qu’elles  ren- 
ferment ( Cale.  diff. , chap.  VIII  ). 

Ainsi  pour  obtenir  la  valeur  de  fX dx  entre  les  limites 
* = setX3i  = s,,  il  faudra  connaître  a priori,  ou  s’être 
donné  la  valeur  de  fXdxxxY  correspondante  à x—a.  On 
formera  ensuite  la  série  a , a,  , a,. . • >an  — b,  ayant  soin  de 
rapprocher  d’autant  plus  les  quantités  a,,  a,....  que  le  coef- 
ficient différentiel  X,  dont  les  valeurs  correspondantes  sont 
Y',  Y Y,\  etc.  variera  plus  dans  l’intervalle  de  x = a à 
x = b : c’est  pour  cette  raison  qu’on  ne  partage  pas  la  dif- 
férence a„ — a ou  b — a en  parties  égales,  afin  de  resserrer 
l’intervalle  partout  où  les  coefficiens  croîtront  ou  décroîtront 
rapidement. 

On  pourrait  encore,  pour  obtenir  un  résultat  plus  exact,' et 
n’être  pas  obligé  de  multiplier  autant  les  quantités  intermé- 
diaires a ,,  a,f  etc.,  ne  pas  négliger  les  puissances  supérieures 
de  a,  — a , etc.  On  a aussi  formé  deux  séries  qui  compren- 
nent l’intégrale , et  telles  que  la  moitié  de  leur  sommé  puisse 
être  prise  pour  f Xdx  : mais  nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans 
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tous  ces  détails  qui  nous  mèneraient  trop  loin.  Nous  terminerons 
ce  chapitre  en  observant  que  de  la  série  (P) 

Yn—  Y— Y' (a,— a)+  — o,)  +etc., 

on  conclut  que  la  différence  Yn  — Y entre  les  intégrales 
pour  x~b  et  x—a,  sera  positive*  lorsque  les  coefficiens 
Y',  Y,’,  etc.  seront  positifs,  et  que  a,  a,  , ai....a„  iront  en 
croissant , ce  qu’on  savait  déjà  ( Cale . dij). , pag.  43a  et  433  ). 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  applications  du 
calcul  intégral  à la  sommation  des  séries  : cette  méthode  con- 
siste à effectuer  sur  la  série  proposée  des  opérations  qui  con- 
duisent à une  série  que  l’on  sache  sommer  ou  qui  soit  semblable 

à la  proposée. 

» 

Exemple  l,r.  Soit  la  série 

s==x,-f-  2.x'  -f-  3x3  -f-  4*^  + • • ••+  • . .(1)  , 

....  dx 

en  multipliant  tout  par , on  trouve 


sdx 


= dx  -f"  axdx  3x’dx  . . ,-{-nxn—,dx. ...  (a)  ; 


intégrant  ensuite  , il  viendra 
’rdx 


P 


— X X1  -J-  X3  -j-  . . . . 4-  x"  — • 


/~sdx  x — x 

J X ~ I — 


et  en  difïérentiant  l’équation 
■“jdx 
x 

on  aura  *■ 

rdx  dx  — (n  -|-  1)  x"dx  -j-  nx”+'dx 


x 


(1  — x)> 


x — (n  -f- 1)  x"+I  -}-  »/,+  " 
s ______ 
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Exemple  II.  Soit  b série  plus  générale 

S=ax*+{o  + b)x'  + t+(o  + 2b)xa  + '*t+(o  + 3b)x*  + ii 
4- + («  + (»-00*"+ '■■**)* CO. 

multipliant  les  deux  membres  pat  px'dx , on  aura 

psxr dx  — apx  “ ' dx  -f- . . 

+ (o  + (n~  i)b)px’-*-(n-,)e  + rdx....(2), 

cette  série  se  réduirait,  comme  la  série  (2)  de  l’exemple  pré- 
cédent , à une  progression  par  quotiens  égaux , si  pour  touteé 
les  valeurs  de  n , le  coefficient  devenait  égal  à l’exposant  de  x, 
augmenté  d’une  unité  , c’est-à-dire  , si  l’on  avait 

(«  + Ç»  — 0 *)/>  = «+(»-  o * + *■  + * »v 

ou 

ap  — i+(n  — t ) i/»  = * -f-  r -}-  (n  — I ) £ , 
égalité  qui  sera  satisfaite  , en  posant 

ap  — 1 = « -f-  r , bp  — fi  , 


d’où  l’on  tire  p — 
tégrant  (a)  , on  a 


afi  — *b  — b 


alors  en  in— 


irf 


a&  — .,b  — b a $ at-bbJ 

b sdx  — x b -f-  x b -f-. 


a A -b  (n— - 1 ) $6 


+ * 


a 4 g A -b  nb  A 

X b X b 


DUféitnLant  de  paît  et  d'autre 


fi 


< A — ab  — b 


Sllx  : 


1 — 

a A aA  -b  nbi 
X * — b 

i xt 
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on  trouvera  comme  ci-dessus  l’expression  de  s. 

Exemple  lit.  Soit  la  série 

1=  ( a-\-b')(c-\-e)x«  -j-.  • • • + (an-f-i)  (c«-{-e)*“  + (n  — 1 ) 

qui  a pour  terme  général 

( an  + b ) (cn-f 

en  multipliant  les  deux  membres  par  px'àx , on  pourra  dé- 
terminer p et  r de  manière  à faire  disparaître  par  l’intégra- 
tion , un  des  facteurs  du  coefficient  de  chaque  puissance  de  x, 
en  rendant  ce  facteur  égal  à l’exposant  augmenté  de  l’unité  : 
ainsi  on  posera  , par  exemple  , 

/7(cn-f-e)=a  + (n  — i)/S+r+i, 

équation  qu’on  partagera  dans  les  deux  suivantes  pc  zx  fi  % 
pe  = a.  — t , desquelles  on  tirera 


en  aura  ainsi  /■■ 

fsxràx  =(o-f  {)*‘  + ,'+1  -f- ». 

c 

+ (an  + i)*'  + (n  «)4  + r+t, 

eette  série  étant  de  même  forme  que  celle  de  l’exemple  pré- 
cédent, on  pourra  la  sommer,  et  ou  aura  ainsi  une  équation 
finie  entre  cette  somme  et  l’intégrale , dont  la  différentiation 
donnera  l’expression  de  s qui  est  l’inconnue  de  la  question. 

Il  est  visible  que  ce  procédé  s’étend  à toutes  les  séries 
dont  le  terme  général  est  de  la  forme 

(on  + i)  (cn  + OO+S) 

Cette  méthode  et  d’autres  très-ingénieuses  sont  dues  à Euler , 
qui  les  a données  dans  les  tomes  V et  VI  des  Commentaires 
de  l'académie  de  Pciersbourg. 
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chapitre  vu. 

Des  quadratures  des  courbes , des  rectifications  des 
arcs j et  des  volumes  des  corps. 

i . Quadrature. 

Il  sera  nécessaire  de  relire  ce  qui  a été  dit  sur  les  quadratures 
dans  le  dix-septième  chapitre  du  Calcul  différentiel,  et  alors 
on  reviendra  aux  notions  suivantes  , dont  nous  croyons  devoir 
faire  précéder  les  applications. 

Fi*  «.  Si  l’aire  est  comprise  entre  les  deux  branches  DK , BG  d’une 
même  courbe  , ou  entre  deux  courbes  d’équations  différentes 
et  données  , en  nommant  Y,  y les  ordonnées  PM,  Pm  , on  a 

QNMP  =fiYdx  -J-  c ; QnmP= Jyàx  -{-  c'  ; 

* % 

d’où  l’on  déduit 

nmM N =/(  Y — y ) dx  -f-  C , 

C étant  la  différence  entre  les  constantes  c et  c',  dont  la  pre- 
mière est  déterminée  de  manière  que  l’aire  QNMP  soit  comptée 
de  l’ordonnée  QN , et  la  seconde  de  manière  que  l’aire  QnmP 
le  soit  de  l’ordonnée  Qn. 

•D’après  ce  qui  a été  dit  ( chap.  précéd.,  scr.  N"),  on  pour- 
rait considérer  le  trapèze  MM'm'm  qui  a dx  pour  largeur 
infiniment  petite  , comme  la  somme  d’un  nombre  infini  de 
rectangles  l dont  les  côtés  dx,  d y sont  infiniment  petits,  et 
dont  la  surface  est  dx.dy;  puis  regarder  la  surface  NrtmM 
comme  la  somme  d’un  nombre  infini  de  trapèzes,  tels  que 
Mmm'M'.  Pour  obtenir  la  première  somme , il  faut  intégrer 
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dx.dy,  en  supposant  la  différentielle  d#  constante,  depuis 
y — Pm  jusqu’à  yzzzPM,  puis  intégrer  le  résultat  entre  les 
limites  .t  — AP,  x = AQ.  On  est  donc ‘ainsi  ramené  au 
même  résultat. 

Supposons  encore  que  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  C , Fig.  a» 
on  ait  pris  un  élément  / infiniment  petit  dans  ses  deux  dimen- 
sions , et  dont  la  position  est  donnée  par  Cl—r  et  l’angle 
lCX=t  : l’aire  de  cet  élément  sera  représentée  par  dr.dt, 
dont  l’intégrale  relative  à 6,  est  <dr  : cette  intégrale  prise 
depuis  < = o jusqu’à  l = 2jr,  est  l’aire  d’une  couronne  cir- 
culaire, dont  la  largeur  est  dr  : intégrant  untrdr  par  rapport 
à r,  on  a ir*  qu’on  prendra  depuis  r = o jusqu’à  r = R 
rayon  du  cercle,  et  on  aura  * R*  pour  la  surface  du  cercle, 

» étant  la  circonférence  du  cercle , dont  le  diamètre  est  l’unité. 

Si  l’aire  à évaluer  est  limitée  par  quatre  branches  , telles  Fig.  3. 
que  MN,  GK , MK,  NG  qui  appartiennent  à autant  de  courbes 
dont  les  équations  sont  connues  , on  la  partagera  par  des  lignes 
droites  parallèles  aux  axes , en  parties  qu’on  sache  évaluer 
séparément  , d’après  les  principes  précédens.  Au  reste,  il 
faudra  suivre  dans  chaque  cas  particulier  , le  procédé  le  plus 
convenable.  Si  les  courbes  limites  ne  sont  pas  données , ou 
si  elles  sont  tracées  au  hasard,  on  évaluera  l’aire  en  comptant 
le  nombre  de  carrés  et  portions  de  carrés  tracés  sur  un  papier 
huilé  superposé  sur  cette  aire  : le  côté  du  carré  est  une  sous- 
division  de  l’échelle  du  plan. 

L’ordonnée  y de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir  infinie  entre  » 
les  limites  de  l’aire.  , 

L’élément  de  l’aire  ydx , change  de  signe  avec  y ouï, 
d’où  il  suit  que  l’aire  devient  négative , lorsque  l’une  des 
coordonnées  devient  négative  : elle  est  positive , lorsque  les 
coordonnées  ont  le  même  signe. 

Enfin  , si  la  courbe  coupe  l’axe  des  abscisses  entre  les  limites 
de  l’aire  , il  faut  évaluer  les  aires  partielles  , et  les  ajouter  « 

8 


Digitized  by  Google 


i i 4 Leçons 

abstraction  faite  de  l’aire  négative.  Par  exemple , la  courbe 
Fig.  4.  RMAmr  de  l’équation  j = x — x3  , a pour  expression  de 
son  aire 

/rdx  = -i-x’_-i-x4  + C. 

Si  cette  aire  doit  être  comptée  de  l’ordonnce  PM , corres- 

1 5 

pondante  à x — — , on  trouve  Cxx  — -r—-  > d’où 

• V 3 36 

✓>  , t 1 , 5 

fy  dxS=-r^-T*4-_, 

et  si  l’aire  doit  être  limitée  par  l’ordonnée  iVÇ  dont  l’abscisse 

AÏS  est  V en  observant  que  AR  — 1 , on  trouve 

fyAx  — o;  ce  qui  prouve  bien  que  les  aires  PRM , RNQ 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  Quant  à l’aire  prise  depuis' 
R jdsqu’à  r , c’est-à-dire  , entre  les  limites  x = 1 et  x — 1 , 

on  la  trouve  r—  - — , parce  que  AMR—  — = Amr. 

2 4 

Ces  préliminaires  posés  , nous  ajouterons  quelques  exemples 
de  quadrature,  à ceux  que  nous  avons  déjà  donnés  (Co/c.  dijj. , 
chap.  XVII  ). 

Exemple.  Pour  le  cercle  de  l’équation 
y'  — a'  — x\ 

l’origine  étant  au  centre,  on  a 

rt’dx  r2  x’dx 

\/a2- — x1  J y' a‘ — x* 

or , en  faisant  x = az  , on  a ( Cale,  intig. , pag.  3a  ) 

/’  x’dx  x i/o’  — x’  1 /"  dx 

l/a’ — x’  3 


fy&x—fAx  l /a’  — x’= 

J y a2 — x’  l'a* — x’ 


c’  1 /"  dx 

1 / — 

3 / y/a’*—  x’ 
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d'ailleurs  la  formule  de  rectification  ( Cale.  diJJ. , pag.  26a  ) 

ds*  = dx*  -f-  dy'  appliquée  au  cercle,  donne 

aàx  adx 

ds  — £=- -,  j désignant  lare  : donc 

■T  V*-*'’  8 


t 


fdx  a’ — x1  = xy  -1 as  -4-  C. 

2 a 

Soient  CP  — b,  PM  —h  \ en  intégrant  depuis  x—a=s  CA  Fig.  5, 
jusqu’à  x = b — CP , et  prenant  l’arc  s entre  les  mêmes 
limites , on  trouve 

' MAM‘  = a. arc  MA  — bk. 


Ajoutant  le  triangle  CMM'  = bk  , il  vient 

sect  CM  AM1  — a.  arc  MA=  — a. arc  MAM' , 

a 

ce  qui  est  l’expression  connue  d’un  segment  de  cercle. 
Example  II.  Pour  l’ellipse  de  l’équation 


on  a 

c = (yàx  = ~ fdx  V a1  — x3  — Et  d’où  e'.Ey.b’.a , 

a a 

E désignant  l’aire  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de 
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l’ellipse  , aire  comprise  entre  les  ordonnées  qui  limitent  l’in- 
tégrale e. 

Ainsi  l'aire  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  d'une  ellipse , 
est  à l’aire  de  V ellipse  inscrite  ; ou  l’aire  d'un  segment  de 
cercle , est  à celle  du  segment  correspondant  de  V ellipse,  comme 
le  grand  axe  de  l’ellipse  est  au  petit. 

Puisque  l’aire  du  triangle  CPm  = xy  , et  que  celle  du 


triangle  CPM  = — - xy , on  aura  les  deux  égalités 


b.Er=ae,  b . CPM  =z  a . CPm  , 
lesquelles  ajoutées  membre  à membre  , donnent 
b{E+  CPM)  —a  (e  + CPm);  ' 

c’est-à-dire  , 

b ( APM+  CPM)  = a ( APm  + CPm  ) , 
d’où  l’on  déduit 

sect  ACM  a 

sect  A Cm  b 


Ainsi  le  secteur  circulaire  est  au  secteur  elliptique  corres- 
pondant , comme  le  grand  axe  de  F ellipse  est  au  petit. 

Nous  avons  trouvé  {Cale,  dijf,  pag.  3ü5  ) cette  expression 
de  l’aire  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs , savoir  : 


d'où 


d E i x dy  de 

dx  a ^ a * dy  dx 


de 


et,  en  observant  que  — — = r, 
d»r 


d E i / dy 

à~7v  àx~y 


Exemple  Ier.  Appliquons  celte  formule  à la  recherche  du 
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secteur  mCA  de  l’ellipse  qui  a pour  équation 
dy*  -j-  b'x*  = d’h1'  : * 

, , , . i 

on  en  déduit  — — = — • — — ; donc 
dx  d'y 

i£=_J-(^+/)==_i,  d'oi,a£=-i^  = 

dx  2 \a'y  J 2. y a.y 

le  signe  ■ — vient  de  ce  que  x diminue,  quand  le  secteur  ACm 
augmente.  En  faisant  abstraction  de  ce  signe  , ou  a 


p b /^bAx  b y-1  odx 

v y ~ * J i/^TI 


2 «y  y 2 ’S  y d — xx 

Mais  la  formule  de  rectification  dr*  = dx’  -|~  d appliquée  au 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  cette  ellipse  , est 


J Vd- 


cet  arc  étant  pris  entre  les  limites  de  l’intégrale  précédente  : 
on  a donc 

E ■—  sect  ACm  — arc.  AM •. 

2 2 

d’où  l’on  déduit  comme  ci-dessus 

b ex  arc,  AM  b 

sect  ACm  — . ■■  — = sect  A LM. 

a 2 a 

Exemple  II.  Reprenons  l’équation 
xy  = rd , 

de  l’hyperbole  éqnilatère  entre  ses  asymptotes,  que  nous  avons 
considérée  ( Cale.  chff. , pag.  25g  ) : an  a trouvé 

aire  B CMP  — fyàx  = rd  = mH  , 

. J x m 
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1 représentant  un  logarithme  népérien  ; c’est  par  erreur  que 
nous  avions  noté, ces  logarithmes  par  log , notation  qui  ferait 
ponser  que  les  logarithmes  en  question  ne  sont  pas  népériens. 

Si  à cette  surface  ori  ajoute  celle  du  triangle 

AB.  CB  m * 

A CB  = = , on  aura 


ACMP  = — +m'l  — 

a.  m 


mais  retranchant  ensuite  le  triangle  AMP: 
d’après  l’équation  xy  — m’,  on  aura 


AP.PM 


sect  ACM  = m'l~  = B CM  P. 
m 

Connaissant  le  secteur  ACM , on  connaîtra  aussi  l’aire  . . . 
CpM  — ApM  — sect  ACM.  On  connaîtra  encore  l'aire 
ACMQ  — AQM  -f-  sert  CAM. 

Changeons  les  coordonnées  x eiy  de  l’hyperboïc  aux  asymp- 
totes, en./  et  u,  et  traduisons  t et  u au  moyen  des  coordon-  , 
nées  Ap  = x , pM  =y  : on  a AM  = -J-  b1  = y’  -|-  y1  ; 

d’ailleurs  l'hyperbole  équilatèrc  rapportée  à scs  axes , a pour 
équation 

y*  = x’  — a'  : 


de  ces  deux  relations  on  déduit  îi’  — a’  = t'  -J-  «’  ; ajoutant 

2 m'  ■=  a tu,  extrayant  la  racine  , et  observant  que  2 m’  = a1  ; 

, . , , , m 2 -f-  a’  „ , 

on  obtient  x v 2 = t -4-  u = / -) = , d ou 

T t 2 1 


AP  — 


x -(-  [/ x’ — a’  y -f-  \/y%- f-o’ 

y 2 y 2 


PM  — u—x  \J  2 


x — v xi  • — a* 


V 
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t à1  ./*+  V **— a*  \ 
sect  4 CM  = - ) 

_ a'_ 

Or,  à cause  de  CpM  = ■ ^ — — sect  ACM , . . 


CAQM  = sect  ACM,  on  aura 

CpM : 


r — 

2 

l\ 

2 

k ■ . - 

a * 

fy+[/y*-ha‘ 

2 

2 

x l/;r* — a%  ^ 

HLii 

s x-\-  V x1  — a% 

2 

1 \ 

2 

\ U 

yV'y'  + a' 

— /I 

(y  + Vy'  + «’ 

U 


CpM  — J"yàx  =f’d x \C x'‘ — a1  = f ^ ....(3), 

J Vf+«’ 

CAQM x=fxdy  =J  dy  y/y*  + a*  f ■ * d,g—  ....  (4) : 

I Vx’—a* 

ainsi  les  formules  (i)  donnent  les 'intégrales  (3)  , et  les  for- 
mules (a)  donnent  les  intégrales  (4). 

Exemple  III.  Si  la  courbe  dont  on  veut  trouver  l’aire  , est 
celle  de  l’équation 


on  aura  à intégrer  xTdx , ce  ’qui  reviendra  à faire  m = i 
dans  f xmxdx  trouvée  ( Cale,  intèg.  , pag.  6o).  Si  cette  aire 


( 
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doit  s'évanouir  pour  a;  = o,  et  recevoir  sa  valeur  complelle 
pour  ar=  t,  on  trouvera 


r , i i i I 

fx*dx  = i — +-3T-  — + TT- elc-  * 


55 


résultat  découvert  par  Jean  Bcrriouîtli. 

On  est  censé  avoir  résolu  un  problème  , 1 rsqu’il  est  réduit 
aux  quadratures,  c’cst-à-dirc  , lorsqu’il  ne ‘dépend  plus  que 
d’une  ou  de  plusieurs  intégrales  de  la  f§rmc  J ydx , où  l’on 
connaît  y en  fonction  de  x. 

Si  les  intégrales  dont  il  s’agit,  sont  susceptibles  d’être  expri- 
mées par  des  suites  convergentes,  la  solution  est  aussi  completle 
qu’on  peut  la  desirer  ; mais  le  plus  souvent  on  a des  expressions 
trop  compliquées  pour  les  intégrer  par  des  suites  convergentes  , 
et  il  ne  reste  d’autre  parti  à prendre  que  de  chercher  leurs  valeurs 
dans  des  cas  particuliers  seulement,  c’est-à-dire  , pour  une  partie 
donnée  de  la  ligne  des  abscisses. 

Soit  donc  proposé  de  trouver  la  valeur  de  l’intégrale  X=  fydx, 
depuis  x — a jusqu’à  x—b,  ou  seulement  depuis  x = o 
jusqu’à  Æ=ra;  car  on  peut  supposer  que  l’origine  des  abs- 
cisses est  prise  au  point  où  commence  l’aire , de  manière  que 
l’aire  Z et-tr  s’évanouissent  en  même  tems. 

Pour  obtenir  plus  facilement  le  degré  d’approximation  qu’on 
peut  desirer , nous  supposerons  : 

i°.  Que  dans  l’intervalle  depuis  a:  = o jusqu’à  x = a,  la 
fonction  y reste  constamment  de  même  signe  , et  nous  regar- 
derons ce  signe  comme  positif.  S’il  en  était  autrement , on 
chercherait  successiyemcnt  les  différentes  parties  de  l’aire , 
situées  de  différons  côtés  de  la  ligne  des  abscisses. 

2'.  Que  la  courbure  de  la  courbe,  depuis  x = o jusqu'à 
x — a , n’éprouve  aucune  variation  assez  *brusque  pour  que 
dv 

l’un  des  cocfficicns-f— , -,r-i  etc.  devienne  infini.  Ainsi  dans 
ix  di* ’ 
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toute  l’étendue  de  la  portion  de  courbe  à carrer , l’ordonnée 
qui  répond  à une  abscisse  x -f-  a , très-peu  differente  de  x , 
pourra  s’exprimer  avec  une  exactitude  suffisante  par 


4r 

il.t 


+ etc.  > 


sans  qu’il  y ait  lieu  à exception  pour  aucun  point. 

Cela  posé,  soit  y =fx  et  x = n»,  n étant  un  nombre  en- 
tier d’autant  plus  grand  qu’on  voudra  obtenir  une  plus  grande 

approximation:  si  l’on  désigne  par  s / (^x la  somme 

de  la  suite , 


J ("T +" ‘ • -+/(* ’ 

f ^x-\ — — étant  le  terme  qui  suit  J Çx — il  est 

visible  qu’on  aura  d’abord,  à très-peu-près , 

Za.ï/(x  + i-.). 

Pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  , on  posera 


+ d’o  ÙZ'=Z-.ï/^+i»y 


or  en  faisant  varier  x de  a , c’est-à-dire,  en  changeant  x 
en  x a dans  les  deux  membres  , et  retranchant  l’égalité  pri- 
mitive de  l’ égalité  variée  , on  aura 

■ ) 

AZ'  = aZ  — 0 J (x  -f — — , 

développant  J suivant  le  tliéoréme  de  Taylor , 

et  observant  que 
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aZ  =/dx/  ( x 4-  a ) — fàxjx  , 


=/[ 


‘M 

dx 


ci  *./■ 


«3  d3./ 


dx  + — j~r  dx  + —5  0^  + etc. 


, , *’  à.J 

~ “J ' + ~ SF 


2 dx’  2.3  dx3 

»3  d’./ 


r 


On  trouvera 
AZ'=  */+  - 


M. 

dx 
1 à.J 


1.3  dx 


d*./ 


- -f  etc. 


û»1* 


2 . 3 dx* 


à>.f 


jy  • * J » “ •/ 

2 .dx  2 4 dx’  . 2*3 


d \J 

2.3.4  dx3 
*4  , d3./ 


-f-  etc.  ; 


dx1 


etc.  j 


»3  / 1 1 \ d’.,/  *4/i  1 \ d3./ 

2 \3  4/  dx*  "^  2.3^4  3"/  dx3 

/_i i_\  t f_ 

2.3.4  \ 5 16  / dx4 


On  voit  que  le  premier  terme  de  la  valeur  de  Z',  est.... 

I (]  F 

— — ~ — , puisqu’on  changeant  dans  ce  terme  x en  x 

et  retranchant  la  fonction  primitive  de  cette  fonction  variée  t 
le  premier  terme  du  développement  serait  en  effet  le  premier 
de  aZ'  : on  a donc  pour  première  approximation 

, J f f 

On  pourrait  faire  Z’  — • -f-  Z"  , et  on  trouverait  pour 

24  dx 

7*'»  d \f 
760  dx3 

ainsi  de  suite.  En  sorte  qu’011  aura  plus  exactement 

<7  . / , 1 \ *’  à.f  7 d*./ 

V 2 J 24  dx  57O0 

d ,f°  d3./»  , . , 

• , - 3- , etc. , ce  que  deviennent  les 


premier  terme  de  la  valeur  de  Zv, p—: i — , etc.,,  et 

57c 


-f-  etc. 


si  l’on  désigne  par 


dx  dx3 
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«oefficiens  pour  x = o , la  constante  étant  déterminée  de  ma- 
nière que  Z et  x s’évanouissent  en  même  teins,  et  si  d’ailleurs 
on  prend  a assez  petit  pour  que  le  terme  a''  et  les  suivant 
puissent  être  négligés  , on  aura 


la  seconde  partie  étant  la  correction  de  la  première.  Telle  est 
l’intégrale  prise  depuis  x—o  jusqu’à  x = na. 

M.  Lr gendre , dans  la  IIIe.  partie  de  ses  Exercices  de  Calcul 
intégral , a examiné  les  cas  où  l’un  des  cocfficiens  différentiels 
d ./  d \J  . 

"cTâT’  "Tjx1  ’ etC"  °cv'en<^ra*t  infini  à l’une  ou  l’autre  des  limites, 


ou  entre  les  limites  ; nous  renverrons  donc  à cet  ouvrage  qui 
offre  le  plus  grand  intérêt. 


2.  Rectification. 

Exemple  Ier.  Pour  la  parabole  ordinaire 

y"  — 

on  a ydy  — pdx  , donc  {Cale.  diJJ. , pdg.  262  ) 

s = / V'dx'  + dy*  — f±_  {/y*  _j.  p*  ■ 

«y  p 

donc,  d’après  l’intégrale  fdy  V y‘  + a*  que  nous  venons  d’ob- 
tenir (pag.  1 19)  , on  a 

s=c+  ' 

2.  \ p y 

si  l’arc  commence  avcc^,  on  trouve  C—o.  On  sait  obtenir 
1 arc  compris  entre  deux  limites. 

Pour  la  seconde  parabole  cubique 

y'  = m'x 1 , ■ { 
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trouvée  ( Cale.  diff. , pag.  a33  ) , en  changeant  b en  y,  a' en  x, 

g 

et  faisant p = m1 , on  a , en  comptant  les  arcs  à partir  du 

point  où  i=ro, 


27 


-m’ 


conséquemment  cette  parabole  est  rectifiable  , ce  qui  doit 
arriver , puisque  le  rayon  de  courbure  de  sa  développante  est 
algébrique  ( idem  )« 

Exemple  II.  Pour  le  cercle  , on  a 

"•rdx 

y 


-/= 


que  l’origine  soit  prise  au  centre  ou  à l’extrémité  du  diamètre. 
Dans  les  deux  cas , eu  remplaçant  y par  sa  valeur  en  x , 
l’intégration  ne  peut  s’effectuer  que  par  des  séries,  où  l’inté- 
grale est  donnée  par  un  arc  de  cercle , ce  qui  ramène  la 
question  au  point  où  on  l’a  prise. 

Exemple  111.  Soient , pour  l’ellipse  CA  = a , CB  1 —b  , 

a 1 — i* 

AP—x,  PM— y,  AM— s,  — = n , quantité  posi- 

tive ou  négative  , suivant  que  l’on  a ou  « < i.  On  trouve 
d’après  la  formule  dj  = yàx‘  -j-  dy*  , et  en  comptant  les 
abscisses  du  sommet , 


fi») ds=  + 

V 2flX XX 


et,  en  comptant  les  abscisses  du  centre, 

(20) . . . .ds  ==■ 


dx  \/ a' 


a* 


en  observant  que  l’abscisse  augmentant , i’arc  AM  diminue. 
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Faisons  maintenant  a’— 1*’*’=  ou  a’ («  b ^ 

a*  * 


on  aura  x = ° *-  pour  a > £ , et  x = g ^ 

Va-  — b' 

pour  a < b.  Dans  les  deux  cas , on  obtient  la  transformée 

(3°)....ds  = — 

y/ { (a’-f-i1)  /* — *4 — a-b'\ 

a-b- 


_ a*oA 

Posons  a’  — nx’  = — — , c’est-à-dire  , 


(«*—  b-)x'  a'b-  . , a- V t' — b 

a — = , ce  qui  donne  x — 


a-  t- 

. , a’  Vb-  — t' 

pour  a>  b , et  x — 

t\Zb‘  — a* 

cas  , on  a la  transformée , 


* V/a1 — A*  * 
pour  a <(b.  Dans  les  deux 

(4°) . . . . ds  = — — — . . 

t-  y/  | (a1  + b ’)  — *4  _ <,’$>  £ 

Les  formules  (3°)  et  (4*)  servent  à faire  reconnaître  les 
formules  différentielles  qui  s’intégrent  par  des  arcs  d’ellipse  ; 
en  exceptant  le  cas  de  a = b. 

Par  exemple  toute  différentielle  réductible  à la  forme 

I Mx’dx 

— ^{iVx1  — 2>x4—  Ç}  » 

où  ïlf,  N,  P,  Q sont  des  quantités  positives,  différentielle  com- 
prise dans  la  formule  traitée  (Cale.  int. , pag.  45  et  suiv.),  a 
une  intégrale  qui  dépend  de  la  rectification  d’une  ellipse  : car 

d’abord  en  posant  ±-^L=^,  -^L  = B,  ~~~  C,  cette 

différentielle  devient 

A x 


"dx 


V { Sx- — x4  — C’j 
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et  en  la  comparant  avec  la  formule  (3’)  , on  volt  qu’elle  est 
le  produit  du  facteur  constant  A par  l'élément  d’un  arc  d’el- 
lipse , dont  les  axes  2a,  2 b se  trouvent  en  identifiant  les 
radicaux  , ce  qui  donne  a*  Z»’  = B , d'h*  = -}-  C , d’où  l’on 
tire  , pour  <1  > b 

30=  VtB + *'/£')  + y/ {B-  2y/C) 

2b  = V/{B  + 2^C)  — V(  B — 2\/C). 


11  faut  qu’on  ait  B > 3 yj  C,  c’est-à-dire, > C ; car  si 

4 

l’on  avait  B < 2 y/  C ou  même  = 2 y 'C,  le  dénominateur 
VBx‘-x’>-C  serait  imaginaire  : c’est  ce  qui  devient  évi- 
dent en  observant  que  


- c = Vïj~ c)  ~ 

De  même  toute  expression  différentielle  réductible  à la 
forme  • 


MAx 


xl  V iVx2 — Px'  — Q 7 

M,  N , P,  Q étant  toujours  des  quantités  positives , a uné 
intégrale  qui  dépend  de  la  rectification  de  l'ellipse  ; car  d’abord 
on  peut  lui  donner  cette  forme 


A dx 


CAx 


x,[/Bx,—^x^ — C ^ x1  \/  Bx*  — x’* — C 

et  en  la  comparant  avec  la  formule  (4*)  , on  voit  qu’elle  est 


Fig.  8. 


le  produit  du  facteur  constant  — 


A_ 

B 


par  l’élément  d’un  arc 


d’ellipse  dont  les  axes  2 a et  2 b se  déterminent  par  les  éga-^ 
lités  a1  l*  = B , a'i1  = C.  11  y a lieu  aux  mêmes  remar- 
ques que  dans  le  cas  précédent. 

Exemple  IV.  Si  on  représente  par  a et  b les  demi-axes 
CA,  CB  d’une  hyperbole,  qu’on  pose  AP—x,  PM=zjr, 
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AM  — s , p — , la  formule  ds  = t/  dxJ  -j-  <lv’  don- 

aa  J 

nera  pour  l’origine  au  sommet , 


(1°) . . . . dr 


_ dx  \/bb  + 2 par.  -f-  px' 


~TT,  ...  — « 1 

« y 2 ax  -f~  xx 

et  pour  l’origine  prise  au  centre 

f2°’i....d,= ^Jx:~pa\. 

y' xx— -a  a 

si  on  veut  e'noncer  ds  en  y et  dy , on  trouvera 

(3^....ds=*¥±™±”. 

y yy  + bb 


Maintenant  faisons 


px1  — a‘  — tt , d’où  x : 


ytt’  + a1 

y.  p 


nous  trouverons  , en  remplaçant  p par  sa  valeur , 

tidt 


(4*)....d  s: 


| (a’ — b')  — a%b*l  ’ 


dont  le  dénominateur  = y tt  -|- aa  x J/  tt — bb. 
En  faisant 


i l/tt  -(-  bb 


n'b * „ , a 1 

pxx  — aa  — , d ou  x : 

" *V  P 

on  trouvera 


(5  0)....dj  = . 


a'b'dt 


tty{a'  — b')tt — tî-f-a’i’}  * 
le  facteur  irrationnel  du  dénominateur  est. , 

V tt  -j-  bb  x y aa  — tt. 
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Pour  l’hyperbole  équilatère  a = b , d’où  p q — 2 : alors 
les  formules  (4°)  et  (5°)  deviennent 

ttit  fidd< 

V/t4  — c4  ’ tt  V ak  — 

Pour  les  hyperboles  ordinaires,  le  facteur  a? — b2  est  positif 
ou  négatif,  suivant  que  a est  > ou  < b. 

Toute  différentielle  de  la  forme 


Mttàt 


y {Nit+PP  — Q\  ’ 

où-  les  quantités  M et  N peuvent  être  positives  ou  négatives  , 
P et  Q positiyes,  a une  intégrale  dépendante  de  la  rectification  de 

M 


l’hyperbole;  car  en  faisant  -^jÿ=z  A y —p- — R — 


r>,  f-=c> 


on  aura 


A x 


itdt 


y'  Bu?  -)-  w — c 


qui,  d’après  la  formule  (4°)  est  le  produit  du  facteur  cons- 
tant A par  l’élément  d’un  arc  d’hyperbole  dont  les  axes  2 a 
et  u b sont  donnés  par  aa — bb~B-,  a?b%‘zzC,  d’où  on  tire 


2.a  = j 2 P rfc  -\/ (B*  -j-  4 C ) J 

2 b = y { dz  2 y (JJ’+  4C) — uB  | , 

en  ne  prenant  que  le  signe  supérieur  , puisqu’autrement'  les 
axes  2a,  3.  b seraient  imaginaires. 

La  formule 


Màt 

où  M,  N , P,  Q sont  soumises  aux  conditions  de  signes, 
énoncées  plus  liant , est  encore  intégrable  par  un  arc  d’hyper- 
Lole , puisqu’on  peut  la  mettre  sous  la  forme 
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ttV{Btt—«+C\  C X "tt^{Bu-t'>Jr  Cl  > 

*t  alors  elle  rentre  dans  la  formule  (5«). 

Si  l’on  désigne  par  2 a le  grand  axe  d’une  ellipse  ou  d’un« 
hyperbole,  le  paramètre  de  cet  axe  par  p,  l’abscisse  prise  du 
centre  par  x et  l’ordonnée  par  y , on  aura  ces  équations  de 
l’ellipse  et  de  l’hyperbole 

r==~Iâ ( > r = (*■— «*  ) 


Cit 


2 a 


aiasi  en  représentant  par  dS  l’élément  d’un  arc  d’ellipse  , et 
par  ds  celui  d un  arc  d’hyperbole , on  trouve 


dS 

<3x 


= 4* 


Soit  a 1 x*  -f - L.  x'  — az  pour  l’ellipse,  et , 


X ’ — a’-f. 
formées 
d^  = 


P 

a.a 


*’  = az  pour  l’hyperbole , on  a ces  transe 
d z\/ az  . dz\Zâz 


i/ 


2 z — 2.a 


Vp  — 


ds  = 


V/aa-f'2aV^2* — p 


qui  dépendent  ainsi  que  celles  qui  s’y  rapportent,  de  la  recti- 
fication de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole.  Ainsi  si  l’on  propose  la 


iz  v/  j 


- > on  aura  à faire  sur  les  signe* 


différentielle  

Vfz'-b  gz  -|-  h 

'^e  fi  éf  » h t et  sur  leurs  relations  toutes  les  hypothèses  pos- 
sibles. On  trouve  les  premières  recherches  sur  cette  matière  , 
dans  le  Traité  des  Fluxions  de  Maclaurin  ,■  recherches  qui 

9 
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ont  été  continuées  et  augmentées  par  (TAlembert , dans  les 

Mémoires  de  Berlin  de  i ’jifo  et  1 748  ; nous  reviendrons  encore 

sur  ce  point  dans  le  chapitre  suivant. 

Il  peut  arriver  qu’on  ait  à construire  la  courbe  dans  laquelle 

» 1 • » dy 

l'arc  est  donné  en  fonction  de  la  quantité 

Soit  t l’angle  que  la  tangente  à l’extrcmité  de  l’arc  S,  fait 

(J y 

avec  la  ligne  des  abscisses  , en  sorte  qu’on  ait  tang  I = — — ; 

si  l’équation  de  la  courbe  n’est  pas  donnée , mais  qu’on  ait 
seulement  l’expression  de  l’arc  S en  fonction  de  l’angle  6,  ainsi 
qu’il  arrive  dans  le  problème  de  la  trajectoire  d’un  projectile  , 
et  que  de  cette  équation  S =f  1 1 on  ne  puisse  déduire  les 
valeurs  des  coordonnées  x et  y , parce  qu’elles  dépendent  d’in- 
tégrales trop  compliquées;  îl  s’agit  de  trouver,  au  moins, 
par  approximation , les  valeurs  de  * et  y qui  correspondent  à 
une  valeur  donnée  de  l’angle  I. 

Puisque  S est  une  fonction  connue  de  « , on  pourra  sup- 
poser d5  = Qàt , et  alors  les  valeurs  de  x et  y dépendent  im- 
médiatement des  quadratures  , puisqu’on  a dx  = d£  cos  1 , 
d y = diS.sin  t , d’où 

x =t  / Çd  «cos  I,  y =/Qd  « sin  «. 

On  peut  donc  faire  usage  de  la  méthode  donnée  ( Cale,  intèg. , 
pag.  121  et  suiv.  ) , pour  calculer  les  valeurs  de  x et  y , qui 
répondent  à une  valeur  donnée  de  (.  Mais  M.  Legendre  a donné 
dans  l’ouvrage  cité  plus  haut , troisième  partie  , une  méthode 
particulière,  et  d’une  pratique  facile  pour  construire  la  courbe  , 
méthode  qu’il  a appliquée  à la  construction  de  la  trajectoire 
<l'un  projectile. 
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3..  Des  surfaces  et  des  volumes  de , révolution.  , 

Nous  avons  trouvé  ( Cale . diff.y  chap.  XXI)  pour  le  Vo- 
lume V , et  la  surface  S d’un  corps  de  révolution  autour  de 
l’axe  des  x , 

V=.frix  + C,  S=  a v/yix  Y i + (-£X+C- 

Exemple  I".  Soit  l’équation 

a*j b'x*  “ s1}’  y 


et  posant  ae 


~y/a'  — b't  d’où  e==|/£_il, 


on  aura 


et  conséquemment 


S=-^ '-ï&xŸ^-xxi 


or  féxj/  ~ — xx  est  l’aire  d’une  portion  de  cercle  con- 
centrique à l’ellipse  , et  dont  le  rayon  = , aire  comprise 

c 

entre  les  mêmes  limites  que  l’arc  générateur  ï soit  A cette 
aire  facile  à obtenir,  et  on  aura 

r 3i  beA 

a 

Exemple  II.  Pour  la  parabole  de  l’équation 
y'  = a px , 


on  trouve 


Fs=  stvpfxdx  , S ss  -~Jyày  \/y* +p*> 
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r=.px'  + C,  S = ±l-(y+p')i+C': 

•t  F et  S devenant  nuis  pour  x = o,onaC=o,  (?=  — p5. 
On  a donc  ainsi  le  volume  et  l’aire  d’un  segment  de  para- 
boloïde  de  révolution. 

Exemple  III.  Soit  plus  généralement 

ym  — «*"  , 

on  trouvera 


V=  * i/o*  f l/x*',dxs=  ~~x—  y\ax"Y  *+■  C 

•m+an 

Ces  résultat*  se  rapportent  aux  paraboles  et  aqx  hyperboles, 
suivant  que  n est  positif  ou  négatif. 

Exemple  IV.  Pour  l’ellipse  de  l’équation 

b 

7 = -- 

» a . 

on  a 


\/âx'  + dP=^  dx  ^ q4~~  **) *'  âx  V'ai  — £,x‘  , 

a y a* — x*  a y a*  — as* 

t représentant  l’excentricité  V à*  — 4’  : donc 

iS  = — ^-fàx  y'a'i  — c’x* 

, o*  * 

, f*  ix  a ic’v  /*  x’d* 

r=  a a’Jir  / — ■■  ■■■■  ■ — / — ■ » 

t/  \/  — c>x*  a’  J y a-'* — c'x* 

effectuant  les  intégrations  par  le  moyen  des  formules..... 

/,  dx  /*  xvndx 

■ et  / — ====r  {Cale,  int.,  pag.  33),  on  a 

l/a* — x*  J y a* — :x* 

5 = 2 * * {-7* atc  (sia  =-^r) +-J-*  K*4  -t  «’**  | » 
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en  supposant  que  l’aire  commence  avec  l’abscisse.  Faisant  x—a 
et  doublant  le  résultat,  on  a cette  expression  de  l’aire  totale 

■ En  passant  au  cercle,  on 

a axs  b,  csx  o et5=-^-j  dont  on  cherchera  la  valeur 

o 

vraie  par  la  méthode  enseignée  [Cale.  dijf. , chap.  X ). 

Si  dans  l’équation  de  l’ellipse 


4 & v arc  T5*11  =*  + cb  | 


on  fait  x = a sin  q> , on  aura 

y ss  b cos  p,  dx*  -(-  dj**  — dp  a1  cos’p  + sin'1  p , 

formule  qui  se  réduit  à dtp  V i — c*  sin*  p , en  faisant,... 
a = i,  c*  e=  x — b7. 


Soient  donc  le  demi-grand  axe  CA  ss  i,  le  demi-petit  axe  Fig.  9 
CB  = b , si  sur  le  cercle  circonscrit  DM1  A , on  prend  l’arc 
DM'  ~ p , et  qu’on  abaisse  du  point  M'  la  perpendiculaire 
M'P  sur  le  grand  axe  , on  déterminera  sur  l’ellipse  un  arc 
B M ss  E , dont  la  valeur  sera 

E = fdtf  v/ 1 — cx  sin*p. 

Soit  l’hyperbole  rapportée  à un  système  d’axes  rectangu-  Fig.  1 
laires  , et  faisons  CA  — c , CBssb , la  distance  CF  du  centre 
au  foyer  F = 1 , enfin  l’ordonnée  yssb7  tang  <p  ; on  aura 


X ss  — - — v/ 1 — c‘  sin*  p , 


d’où 


cos  ip 


, U- 

b7  dp 


_______  f o a ( p 

\/ dx‘  4-  dy*  = / ...  ..  ! 

~ J J cos*  p V t — c sin*  p 

r ^ 

mais  en  différentiatii  tang  p à"  sin*  p , on  a 
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i’d? 


donc 


cos’^  t/j — c’siii’ip  Vj — c’siu'^ 
-J-  d<p  v/ 1 — c 1 sin'  <p  ; 


AM=  tang®  \/ 1 -c'sin*ip-/(l<p  \/ 1—  r^sin'ip-j-^’  f- — ■ 

J \/ i-c*sin’i 


et  l’on  peut  remarquer  que  tang  <p  \/ 1 — c*  sin’  <ç  n’est  autre 
chose  que  la  tangente  MR  terminée  par  la  perpendiculaire  CR 
abaissée  du  centre  sur  celte  tangente. 


4.  Des  surfaces  et  des  volumes  en  général. 


V représentant  toujours  le  volume  et  U la  surface  enve- 
loppe^ nous  avons  obtenu  ( Cale.  diff.  , chap.  XXIV  ) ces 
formules  » 


Vx=JJ'zdxiy,  Urxffdxdy  j/ {*+(5i)’  + (^)‘}  » 


x étant  la  coordonnée  verticale  , fonction  connue  des  variables 
indépendantes  x,j-,  ainsi  que 


M=p/{.+(^ 


H*)! 


Ces  formules  indiquent 


deux  intégrations  successives , l’une  fzdy  ou  J Mdy  par  rap- 
port à y,  x étant  alors  une  constante,  et  l’autre  J dx  f cdy  , 
ou  fàx  /Mdy  par  rapport  à x seule  variable,  ou  réciproque- 
ment : chacune  de  ces  intégrales  doit  d’ailleurs  être  prise  entre 
des  limites  données  par  la  question.  Si  le  volume  doit  être 
terminé  par  quatre  plans  parallèles  deux  à deux  aux  plans  coor- 
donnés , en  supposant  que  deux  de  ces  plans  correspondent 
à x = a,  x = a',  et  les  deux  autres  a.  y— b,  y=zb'\  on 
prendra  la  première  intégrale  fzdy  depuis  y — b jusqu’à  yx=b't 
le  résultat  sera  délivré  de  y , mais  il  contiendra  x t en  intér 
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grant  relativement  à cette  variable  , depuis  x = a jusqu’à 
x — a',  on  aura  le  volume  demandé.  On  opérera  de  la  même 
manière,  si  l’aire  U doit  être  limitée  par  quatre  courbes,  in- 
tersections de  la  surface  par  quatre  plans  parallèles  deux  à Fig-  n. 
deux  aux  plans  coordonnés.  Dans  ce  second  cas,  la  première 
intégrale  , c’est-à-dire  , J MAy , prise  de  b à b' , représentera 
l’aire  rsqp  infiniment  étroite  dans  le  sens  des  x , et  dont  la 
projection  horisontale  est  RP  x PQ  = dx  ( b'  — b ) , et  la 
seconde  intégrale  J Ax  f MAy  débarrassée  de  y , est  la  somme 
d’une  série  infinie  de  tranches  semblables , c’est-à-dire,  l’aire 
srtv , comprise  entre  les  plans  VSsv  et  TRrt  parallèles  à 
celui  des  x z,  et  donnés  par  y — b et  y = b\  et  les  plans 
SRrs  et  VTtv  parallèles  à celui  des  yz  , et  déterminés  par 
x — a'  et  x = a. 

Eclaircissons  ces  notions  par  quelques  exemples. 

Exemple.  Qu’il  s’agisse  d’abord  de  trouver  le  volume  de  la 
sphère  représentée  par 

« = \Zr'—x>—y\ 

£ étant  la  coordonnée  verticale,  et  r le  rayon.  En  considérant 
d’abord  x comme  une  constante,  et  après  avoir  multiplié  haut 


et  bas  par  v' r* — a.’ — y*,  on  trouve  {Cale.  int. , pag.  3a  et  33) 


Si  ce  volume  doit  être  compté  depuis  le  plan  des  xr , on 
supposera  l’intégrale  nulle,  en  même  teins  quej?=o,  ce  qui. 
donnera  C=o,  et 


fAyV'  r" — x’ — — y V — •*’ — y' 

sii 


V/r 
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Fig.  ia.  si  l’on  veut  exprimer  l’élément  du  volume  qui  s’appuie  sur  le 
trapèze  PpmM , Pp  étant  infiniment  petit  : il  faudra  dans 
l’intégrale  précédente,  faire  y — PM  = V r*  — x étau» 
AP,  ce  qui  donnera 

fày  | /r'  — x'—j-*  — -?-  (r’-A-x1), 

4 

Il  restera  donc  à effectuer 


fàxfdy  S/r* 


si  le  volume  doit  être  compté  depuis  le  plan  des  yz , on 
supposera  l’intégrale  nulle  pourx  = o,  et  on  conclura  G=o; 
en  sorte  que  la  dernière  intégrale,  en  y supprimant  C , expri- 
mera un  segment  de  sphère  , correspondant  au  segment  cir- 
culaire APMD  ; faisant  alors  x — r,  on  aura  — r3  = — r* 

4 o b 

pour  le  volume  du  huitième  de  la  sphère , et  conséquemment 

4 crr3  , 

— r— * pour  celui  de  la  sphère. 


fig.  i3.  Lorsque  le  volume  V doit  être  limité  par  l’enveloppe  d’un 
cylindre  parallèle  à l’axe  vertical  des  z , et  qui  s’étend  depuis 
le  plan  vertical  jusqu’à  la  surface  , on  intègre  toujours  zdxdy , 
relativement  à x , par  exemple  , et  pour  que  le  résultat  que 
nons  désignerons  par  ZJy , Z étnnt  fzdx  , soit  la  tranche 
MNDmnd;  il  faut  prendre  pour  limites  x=Qn , x — Qm, 
c’est-à-dire,  les  deux  valeurs  de  x qui  répondent  à une  or- 
donnée y ■=  AQ , lesquelles  sont  données  par  la  substitution 
de  cette  valeur  de  y dans  l’équation  J’{x,y)=o  du  cylindre, 
qui  est  en  même  teins  celle  de  sa  base  : celte  équation  résolue  par 
rapport  à x , donne  x = Fy  ~Qp,  x = <fy  = Qm  : ainsi  ayant 
remplacé  x par  Fy  c.\  q y , on  retranchera  le  second  résultat 
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du  premier,  et  il  restera  à intégrer  par  rapport  à y , depuis 
la  plus  petite  valeur  AB  de  y jusqu’à  la  plus  grande  AC  , 
valeurs  toujours  fournies  par  l’équation  du  cylindre. 
Appliquons  la  formule 

)/{.  + (£) +(£)•}• 

Exemple  Ier.  Cherchons  la  surface  de  la  sphère  de  l’équation 

* ==  VV  — x'—y', 

on  déduit  / 


<lz 

~dx 


d z 

Vr%  — x1  — y1  \/r‘l — x*  — jy* 

Vil  +(■£■)  +Gf)’}=  7=^7’ 

il  s’agira  donc  de  prendre  ta  double  intégrale... 

ffdxày  ■ 


— — Intégrons  d’abord  suivant  y,  c’est- 

}/  r*  — x1  — y‘ 

à-dire , en  regardant  x et  d*  comme  des  constantes  ; et , à cet 
effet,  nous  écrirons  la  quantité  à intégrer  sous  cette  forme 


rdx  dy\/r2 — x1 


y - A v y 

V t* — xx  yr*  — x*~y‘ 

et  nous  n aurons  égard  , en  intégrant  d’abord  par  rapport  a y , 

qu  au  facteur  - ..  r- . . qui  est  la  différentielle  d’un  arc 

y r 1 — x1  — y* 

de  cercle  dont  \/r'  ~ x’  est  le  rayon , et  y le  sinus.  En  sorte 
que: 


fi 


dy  S/r*  — x*  . , / 

, /—====■=  V r1— x*  x arc  ( sin= — 

x’j-jrv  V ^/r 


L=)+C. 

y»  / 


Cet  arc  s'évanouit , lorsque  y — 0 , et  il  reçoit  sa  valeur  com- 
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plette  , lorsque  -y  = ^/r1 — x*.  On  a donc  alors 


_ „ , , . , rdx  -xVr 1 — x*  »r 

Fig.  iï.  H reste  donc  a intégrer  — X = dx, 

ÿ r* — x’  2 2 

qui  représente  la  zône  correspondante  au  trapèze  PpmM  ; on 
trouve 


*rx 


a 


* 


pour  la  zône  correspondante  à l’espace  APMB  : faisant  x=  r, 

cette  zône  devient  ; d’où  l’on  conclut  4 vr"  pour  la  sur- 

face  de  la  sphère  qui  est  le  quadruple  de  celle  d’un  grand 
cercle. 


Dans  ces  sortes  de  problèmes  , il  arrive  souvent , ou  qu’on 
ne  peut  pas  intégrer  une  première  fois  la  formule  du  second 
ordre,  en  commençant  l’intégration  soit  par  y soit  parx,  ou 
que  si  la  première  intégration  est  possible  ; la  seconde  ne  l’est 
pas,  ou  ne  l’est  que  par  approximation;  cependant  on  a beau- 
coup gagné , puisqu’on  a réduit  la  question  à une  intégration 
ordinaire.  On  doit  à Euler  une  méthode  ingénieuse  et  féconde 
pour  transformer  les  formules  du  second  ordre  dont  il  s’agit 
ici , en  d’autres  beaucoup  plus  simples  et  plus  faciles  à traiter. 
Mais  nous  passerons  à d’autres  applications. 


Exemple  II.  Evaluer  l’aire  de  l’ellipsoïde  qui  a pour  équa- 
tion ( Géom . analyt.  ) , 

- Ü .Zl_l.  il-  . 
a,  + » 

on  a 
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JC  c’ — e’  x*  c’ — ù1  ' 

ï/=/r^dr\/ 1 — & 


i3g 


CO- 


Pour  que  les  deux  intégrations  consécutives  soient  possibles, 
nous  ferons 


X1  v' 

(2). . • ,z  znr.cos  6 , d’où  — — + — - = wn1  0 . . . (3)f 
puis 

(4)  . . . y = b sin  0 cos  <p , x = a sia  0 si n ç . . . (5)  , 
et  ces  valeurs  de  x,y , x,  satisferont  à la  proposée  : il  faudra 
donc  exprimer  l’élément  de  l’aire  au  moyen  des  deux  nou- 
velles variables  J et  <p.  D’abord  pour  avoir  la  valeur  de  dxdy, 
nous  différentierons  l’équation  (5)  en  supposant  t constant , 
ce  qui  donnera 

dx  = ad<p  cos  ç sin  I . . . (6)  ; 


ensuite  il  faut  avoir  la  valeur  de  d y en  supposant  x cons- 
tante ; c’est  ce  que  donnera  l’équation  (3),  d’où  l’on  tire 

ydy  = b'àt .sin  » cos  l . . . (7). 

Des  équations  (6)  et  (7)  on  tire 

dxdy  = ab.df  ,d0  sin  g cos  4 . . . (8). 

Substituant  cette  valeur  ainsi  que  celles  de  x et  y dans  Ur 
faisant  de  plus 


on  aura 

U = [f ab  dq  dl  sin  l |i  — (J  sin’ip  -f-  « cos’qi)  sin’(  f . 

L’intégrale  par  rapport  à 6 est  facile  à trouver  par  logarithmes; 
mais  comme  la  formule  qui  en  résulterait  pour  la  seconde  inté— 
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gration  , n’est  pas  du  nombre  de  celles  qn’on  sait  ramener  aux 
fonctions  connues  , nous  nous  contenterons  d’intégrer  par 
séries.  Soit  donc 

S sin1  q>  -f-  i cos’  ç>  = p , 

ôn  aura  , en  développant  le  radical , 

i.i  . . i.t.3 

2 ‘ 2.4'  2.4.6^ 

or , en  intégrant  depuis  6 = o jusqu’à  t = — » ( form.  F , 
pag.  75),  on  a 


U —ffab  Ay<\êùnt{  1 p sin’J-  — -;>2sin't<-  ‘^/?3sin6<  etc.} 


J d<  sin  I = 1 , f'dl  sin3  6 = — , J dé  sin5 6 = -^-4- 

a o.5 


etc. 


Ainsi  la  première  intégration  donne 

V^aid,  {.  «'  }• 

Cette  formule  doit  être  intégrée  de  nouveau  depuis  f — o 

jusqu’à  q>  = — »,  pour  donner  l’aire  depuis  x = o,  y — o, 

z=o  jusqu’à  x = a , y — b , z = c\  ainsi,  après  la  seconde 
intégration  qu’on  déduira  des  formules  (F)  et  (G)  (pag.  75), 
et  la  multiplication  par  8,  pour  avoir  l’aire  totale,  on  trouvera 

8 U=  faabfi X—P — -i-  pu — _L  pu i_  p<* — etc.^  , 

\ o 3.5  5.7  7.3  J 


ou 

P'  = £ 

pu—  p 
P"=  P 


■ + 


a 

~TT  + ét 

2.4 
•-3.5 
TT  + 


2. 4-8 


U 

I 

1 

i.3 

a 

*T+  ‘ * 

2.4 

1 .3 

1 . » 

1 

3.4 

■ — *f"  ^1*  • 

2. 

3 

etc. 

i.3  i.3.5 

— — -f  t3  ■ 


3.4*6 
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On  peut  observer  que  le  terme  général  jPW  est  le  coefficient 

«le  z"  dans  le  développement  de  (t — J'r)- ï(i — 

Au  reste,  la  suite  P P",  P",  etc.,  sera  nécessairement  con- 
vergente , si  et  « sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité  , ce 
qui  aura  toujours  lieu  en  prenant  pour  c la  plus  petite  des 
trois  quantités  a,  b , c. 

Exemple  III.  Soient  tracées  sur  le  plan  xy  deux  paraboles 
égales,  opposées,  et  qui  se  touchent  dans  leurs  sommets  à 
l’intersection  A des  axes  coordonnés  : soient 
y'  = nx  , y^  — — nx , 

les  équations  de  ces  paraboles.  FJ  étant  une  parallèle  à l’axe  Fig*  *4» 
des  abscisses,  à la  distance  A de  cet  axe»  concevons  un  cône 
droit  dont  le  sommet  soit  en  A , ayant  pour  axe  la  coor- 
donnée z,  perpendiculaire  au  plan  xy  et  pour  base  un  cercle; 
on  propose  d’assigner  la  portion  de  l’aire  de  ce  cône,  comprise 
dans  le  cylindre  droit  élevé  perpendiculairement  sur  l’air tAMFjm.  * 

On  trouve  facilement  cette  équation  du  cône 

z — m \Zx‘+y’, 

on  en  déduit 

d z mx  ' d z my 

dx  _ ’ djr  “ \/x,+y*  ' 

d’où 

+(te-)‘+ Gf)‘= 

ainsi 

fftxày  j/  + (-£■)* + (yjyyj = > 

et  la  projection  horisontale  d,e  l’élément  , différentielle  de 
l’aire  du  cône , est  en  q.  L’intégrale  relative  à x , est 

«dy  v/i+  m'  qu’il  faut  prendre  depuis  m jusqu’à  M,  et  o» 
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aura  ainsi  l’aire  d’une  baude  infiniment  étroite,  projetée  eu 
mM.  Or  les  équations  des  paraboles  donnent 


pour  les  ahscisses  des  points  n et  M , et  ces  abscisses  sont  celles 


des  limites  de  l’intégrale  qui  devient 


2 J’d y V7 1 + 


Inté- 


grant maintenant  par  rapport  à y , on  trouve 


2J 


l/i-f 


m* 


3n 


3 n 


pour 


intégrale  qu’il  faut  prendre  de  y = o à y = 5 , c’est-à-dire  , 

. ..ai3  V i -f-  rH* 

depuii  A jusqu’à  C,  On  obtient  ainsi  — 
l’aire  cherchée. 

Des  formules  générales  JJzdxdy  

i5.ffdxdy  j/ +( 


\dy  ■y  } on  peut  déduire  les  for- 


V d«  / 

mules  connues  des  volumes  et  des  aires  de  révolution. 

En  effet , soit  AX  l’axe  des  abscisses  ; tous  les  plans  menés 
par  AX  i couperont  la  surface  suivant  des  courbes  dont  cha- 
cune sera  la  génératrice , en  supposant  que  la  révolution  ait 
lieu  autour  de  l'axe  AX , et  les  plans  perpendiculaires  à AX , 
couperont  le  solide  suivant  des  cercles.  Soit  PM  la  trace  hori- 
sonlale  d’un  de  ces  plans  ; en  supposant  Pil/=  X,  on  aura 
* = V X’— j* , fzdy  —fdy\/  X ’ — y*  ; intégrant  par  rapport 
à y , il  vient  ( pag.  32  et  33) 

i 

fdy  VX^?  = —y  VX'—y' 

2 

— — X*  arc  ^sin  = + £ » 

prenant  cette  intégrale  depuis  y~  — X jusqu'à  y — X,  on 
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fdjV'X-y^ZÏL, 

\ » 


i43 


et  conséquemment 

Jzdxdy  = -î—  fX'dx  , 

quï  n’est  que  la  partie  du  volume  au-de3sus  du  plan  ay.  On 
a donc  en  remplaçant  X‘  par  y', 

V=ifjr'Ax, 

* 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

Pour  la  surface,  on  observera  que  de  z = j/ X”  — y* , on 
déduit 

dz  __  dX  X d r y 

dx  d*  y/X>  —y*  ’ ày  ~ ÿ X*  — y'  * 

et  conséquemment 


donc 


ffi -*j/.+(e)‘+(ç)W- 


et  parce  que 


f^^^=Xm(r=i)+c- 

prise  depuis  y = —X  jusqu’à  y — X,  est  TX,  on  aura 

*,fyéT 

après  avoir  remplacé  X parj^,  ce  qui  est  l’autre  formule  connue. 
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Dans  les  intégrations  redoublées  , dont  il  a été  question 
jusqu’ici , les  variables  sont  entre  elles  dans  une  relation  con- 
nue ; de  manière  qu’après  avoir  intégré  d'abord  suivant  l’une 
d’elles,  on  fixe  les  limites  de  cette  intégrale  d’après  la  rela- 
tion de  cette  variable  avec  les  autres,  et  il  en  est  ainsi  de  la 
seconde  intégrale.  Mais  il  est  des  intégrations  redoublées  de 
formules  dans  lesquelles  on  ne  dorme  pas  la  relation  entre  les 
variables  quiasont  alors  considérées  comme  indépendantes  ; 
les  intégrations  s’effectuent  toujours  successivement,  et  dans 
un*  ordre  quelconque,  par  rapport  à chaume  des  variables, 
en  regardant  l'autre  comme  constante  : ici  on  remonte  du  coef- 


ficient différentiel 


d’u 

dxdy 


à la  fonction  dont  il  dérive,  et  comme 


ce  coefficient  indique  {Cale.  diff. , chap.  XIII)  deux  différentia- 
tions faites  dans  un  ordre  quelconque,  l’une  par  rapport  à x,  et 
l’autre  par  rapport  à y ; il  s’ensuit  qu’on  repassera  à la  primi- 
tive par  deux  intégrations  faites  aussi  dans  un  ordre  quelconque, 
l’une  par  rapport  à *,  l’autre  par  rapport  à y ; et  l’introduc- 
tion de  deux  fonctions  arbitraires  X et  Y , la  première  en  x, 
la  seconde  en  y,  prouve  que  la  donnée  du  seul  coefficient 

— — -j — ne  suffit  pas  pour  définir  la  fonction  ; et , en  effet,  ii 

faudrait  celle  des  trois  coefficicns  différentiels  du  second  ordre 


d'u 


d’u 


d’u 

dxdj 


Exemple  I*r.  Soit  jjaàxdy  : en  intégrant  une  première  foi* 
par  rapport  à y , on  obtient  Jady-ay~\-  X , X étant  une 
fonction  absolument  arbitraire  de  la  variable  X , regardée 
comme  constante , fonction  qui  peut  renfermer  d’autre*  cons- 
tantes ; multipliant  par  dx  et  intégrant  de  nouveau  , on 
trouve 

JfaàxAy  = ayx  -f-  j Xdx.  + Y , 

Y étant  une  fonction  arbitraire  de  y. 
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Exemple  II.  Soit  f'C- 

JJ  mx  + ny 

rapport  à y , on  obtient 


*45 

: en  intégrant  d’abord  par 


A 


iy 


ensuite 


mx  -f-  ny 


= -i-I  (mx  + nj)  + Xr 


=y^-i(ma:  4-  ny)  4-  fXAx-\*  Y. 

;é  de  ces  deux  résultats,  on  dév 
, et  dans  l’hypothèse  mx  > ny  , 


loppera  en  série 
on  trouvera 

i : 


mx  4-  ny 

Pour  s’assurer  de  l’identité  de  ces  deux  résultats,  on  déve-. 

1 


mx  + ny 

”Y 


n’y' 


• etc; 


mx  -f-  ny  mx  m’x*  m3x3  m^x*  m^x5 
multipliant  par  d y , et  intégrant  en  considérant  x comme  une 
constante , on  trouvera 


■ Ay 


ny 1 


n’.y3 


n ÿ 


7-r+x; 


f mx  -4-  ny  mx  a.m*x%  1 3 ro3x3  4 m^x^ 

multipliant  par  dx,  et  intégrant  seulement  par  rapport  à x, 
on  obtient 


fixA 


.=ülx. 


ny * 


n’y5 


n5y 


mx  -j-  ny  m 


xm*x  6 mJx*  lamW 


• etc; 


4-  fXAx+Y. 
Si  on  intègre  d’abord  par  rapport  à * , on  trouvera 


A 


dx 


■=  — lx- 


ny 


n’y' 


ny  -etc.  4-1"; 

mx  ny  m 1 m'x  s.  msx*  1 3m-*x3 
multipliant  par  Ay , puis  intégrant  par  rapport  à y , il  vient 


*fï 


dx 


mx  -j~  ny 


m 


-lx- 


ny ’ 


n3y 


etc. 


xm'x  6 msxx  * 12  né*3 

+ /rdy+X', 
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et  ces  deux  résultats  seront  identiques,  en  faisant  X'—f Ydar, 
Y=fY'ày,  ce  qui  est  permis  , puisque  X et  X'  sont  des 
fonctions  arbitraires  de  Y et  Y'  des  fonctions  arbitraires 
de  y.  " * 

Exemple  III.  Soit  enfin  CC—, — — ■ 


JJ  *‘+y1 


on  aura 


dX 

do; 


r ày  _ i J x 

/*-+r  ,J  (1  + ^i) 

1 f J \ ^ 

= — arc(u,.6=  — ) + -sr, 

représentant  une  fonction  quelconque  de  x.  Donc 

"c  (u"s  = T-).+' r ix  ’ 


et 


En  opérant  dans  un  ordre  inverse  , on  aurait  trouvé 

f)+ 

, Y étant  une  fonction  arbitraire  de  y.  Si  l’on  substitue  dans 
le  résultat  (A)  pour  arc  ^tang  = — — ^ sa  valeur  , 

.arc  (uns  = ü)  = Z_^+^_J^  + etc.; 

\ ° x J x 3x3  5xJ  yxi 

si  l’on  intègre  suivant  et  qu’on  ajoute  la  constante  Y , 
ou  aura 


m 


dxdy 

ar* 


■x+y- 


‘àiXi 


r . y . 

5 lX‘  ' 7 *Xl 


etc. 
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Mais  (2?)  = Y +J,-y~  | ~ — arc  ( tang  = J 

— ly  -f-  Y — _P~^y~  ' arc  (^tan8=  : en  soïte  *îu’eri 

remplaçant  arc  ^tang  = Par  son  développement , mul- 

tipliant par  , intégrant,  cumulant  — ly  dans  la  fonction 

arbitraire  Y , et  ajoutant  une  fonction  arbitraire  X , on  retrou- 
vera l'intégrale  obtenue  ci-dessus. 
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C H A P I T 11  E VIII. 

P d x 

Réduction  de  la  différentielle  — ^ y ou  ...  . 
Prfx 

Qd<p  • 

■■  — : i ou  c est  < i , et  Q une 

V t — c1  sin 1 <p 

J0 

jonction  rationnelle  paire  de  sin  <j.* 

Quoique  nous  ayons  annoncé  (pag.  /fi  ) , que  nous  ne 
nous  occuperions  pas  de  cette  formule  différentielle , cepen- 
dant nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  donner  une  idée 
des  recherches  de  M.  Legendre , consignées  dans  ses  Exercices 
de  Calcul  intégral , ouvrage  précieux  qui  vient  de  paraître. 

Ce  géomètre  donne  d’abord  le  moyen  suivant  , de  faire 
disparaître  les  puissances  impaires  de  x sous  le  radical.  A cet 
effet,  la  quantité  sous  le  signe  radical,  étant  décomposée  dans 
les  facteurs  réels  £ -f*  a**-M*%  A -f-  a ftx  > x‘ , ces  facteurs 

doivent  être  de  même  signe  , pour  que  le  radical  soit  réel  ; 
ainsi  on  peut  supposer  , 

Ç + = + * **)/*» 

de  là  on  tire 

fcy*  — >i  + vTChj’  — — O (<  — 

«X  CZZ  J-  .'■■■■■■■■  J J 

6 — > y' 

et  si,  pour  abréger,  on  appelle  Vie  radical  de  cette  expression, 
•n  aura  • 


à la  J'orme 


’ é 
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da;  cl y 

~ÏC~~Y" 


'+9 


La  valeur  précédente  de  x étant  substituée  dans  P,  on  voit 
PJ  x Pùy 

que  la  différentielle  — — — , ou  — se  décomposera  tou- 


Y . 


jours  en  deux  parties,  l’une  rationnelle  et  injégrable  par  le* 
règles  ordinaires , l’autre  affectée  du  radical  Y,  mais  telle  qu’il 
n’y  aura  que  des  puissances  paires  de  y sous  le  radical  et  hors 

p,ix 

du  radical.  Ainsi  l’intégration  de  la  formule  — se  réduit 

toujours  à celle  d’une  formule  de  la  même  nature  dans  laquelle 
P et  jR  ne  contiennent  que  des  puissances  paires  de  x. 

Cette  méthode  est  générale  ; cependant  comme  la  valeur  de 
* qui  doit  être  substituée  dans  P,  est  un  peu  compliquée  , il  ne 
sera  pas  inutile  de  faire  voir  qu’on  peut  parvenir  au  même  but 
par  la  substitution  beaucoup  plus  simple. 


x 


P + W 
1 +jr  * 


p et  q élan!  deux  constantes  indéterminées.  Reprenons  les  fac- 
teurs Ç -{•  2 >tx  t x* , 2 ft  x t x1 , et  substituons  dans 

chacun  d’eux  la  valeur  de  x ; on  pourra  faire  abstraction  du 
dénominateur  commun  qui  sort  du  radical , et  pour  que  les 
puissances  impaires  dq  y disparaissent  dans  les  numérateurs  , 
il  faudra  qu’on  ait 

£+*  (/>  + ?)  + </’?  = <>  I 

A + ^(é'  + 7)+’’/,9=0  i 

Ces  deux  équations  donneront  des  valeurs  rationnelles  de  p <J 
et  pq  ; mais  pour  que  p et  y soient  réels,  il  faut  encore  que 
( p -f-  q )*  — 4p7  = (.P  — f )*  s0**  réel.  Or  on  peut  distinguer 
deux  cas. 


i°.  Si  la  quantité  « -f-  /Sx  + etc. , n'a  pas  tous  ses  facteurs 
réels,  on  pourra  supposer  que  A -J*  2 px  -f-  ix'  en  contient 


t 
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deux  imaginaires,  et  qu’on  a en  conséquence  Mais 

l’équation  ( p — q)*  = (/>-)-  q )* — 4 Pq  y donne,  d’après  la 
dernière  des  équations  (t)  , 


(p—qY=( 


* + rpq 


aé»  V _j_  4 . 

» / »’ 


donc  , dans  ce  premier  cas  , le  second  membre  est  positif,  et 
les  valeurs  de  p et  q seront  réelles. 

2°.  Si  la  quantité  a -f-  fi  x etc.  a tous  scs  facteurs  réels, 
et  qu’en  la  décomposant,  comme  on  vient  de  le  faire  , en  deux 
facteurs  du  second  degré,  il  n’en  résulte  pas  des  valeurs  réelles 
pour  p et  q ; on  observera  qu'il  y a deux  autres  manières  de  dé- 
composer ce  polynôme  du  quatrième  degré  en  deux  polynômes 
du  second,  tels  qu’il  en  résulte  des  valeurs  réelles  pour  p et  q. 
Pour  le  démontrer,  soient  a,  b,  c,  d les  quatre  racines  dues 
àü=oj  les  équations  (i)  pourront  s’écrire  ainsi  : 


ab 1-~  (o  + b)  {p  + q)  -j-  pq  = o , 

cd — (c-H)  (/»  + q)+pq^=0, 

ZL 


et  observant  que  ab  e= 


-(«+*) 


— ( c ) = — , et  il  en  résulte  * 

P 

p-hq ab  — ci 1 / p — jy_  (a — e)(a — d)(ô — c)(4— d) 

2 a-\~b — c — d’\  a / (n-f -b—c — d )* 

or  on  est  maître  de  rendre  positif  le  numérateur  de  cette 
dernière  quantité;  car  supposons  que  les  racines  a,  b,  c,  d 
soient  écrites  dans  l’ordre  de  leur  grandeur  , les  racines  né- 
gatives , venant  après  les  positives , les  différences  a — b , 
a — c,  a — d,  b — c,  etc.,  seront  toutes  positives,  etp  — q 
sera  réel. 
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de  Calcul  intégral. 

P + 9J 


t 4 -y 


tôt' 

j il  est  toujours  pos- 


sible de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable, 
sous  le  radical , et  en  même  tems , on  obtient  cet  avantage 
que  les  deux  facteurs  sous  le  nouveau  radical , sont  réels  él 
de  la  forme  f-\-  gy' , ce  qui  est  un  point  essentiel , et  qu’on 
n’obtiendrait  pas  toujours  par  la  première  méthode. 

Lorsque  l’une  des  racines  a*è t b est  égale  à l’une  des  racines 
cet  d,  le  radical  R se  simplifia,  et. l’intégrale  ne  dépend  plus 
que  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes. 

Si  l’on  aa-j-ô=c  + d,  les  deux  facteurs  de  la  quantité 
.sous  le  radical,  étant  alors  de  la  forme  ( x'  -t-  2 mx  ) » 

£ -f-  t ( x’  -{-  mx  ) ; il  est  clair  que  si  l’on  fait  x-\-m  — y, 
les  puissances  impaires  de  la  variable  disparaîtront. 

Puisque  par  une  première  préparation  , on  peut  ramener  la 
quantité  sous  le  radical  à ne  contenir  que  des  puissances  paires 
de  la  variable,  nous  ferons  désormais 

t 

R — \/ a- f-  (3x2-f- y*4  : 

nous  supposerons  aussi  que  P est  Une  fonction  paire  de  Æ ; 
car  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  P,  on  peut  toujours 
faire  i 


P=M-f  Nx, 

M et  N étant  des  fonctions  paires  de  x ; or  la  partie 


JVxd.r 
Ji 

se  ramène  aux  règles  ordinaires,  en  faisant  x*  —y  : ainsi  toute 

* Màx 

la  difficulté  se  réduit  à intégrer  la  formule  — — — dans  la- 
quelle M est  une  fonction  paire  de  x.  Cela  posé  , nous  allons 
prouver  par  l’énumcration  des  différens  cas,  que  la  différentielle 
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dx  . i i r *ud  P v 

peut  toujours  sa  ramener  a 1a  lorme  — ■ , ou 

R > 'Vi  — c1  sin’ij) 

l’on  a c <i. 

I".  Cas.  Supposons  les  facteurs  imaginaires  : 

et  représentons  cette  quantité  par  + cos  * + f’*4> 

fi  et  ft  étant  positifs , et  cos  ê pouvant  être  positif  ou  négatif. 
On  fera 

f / A 1 .1 

x = 1/  — X tang p , c = sin t , 

Y t*  i a 

et  on  aura  la  transformée 


Sx 

1 r 


dp 


A ft  V i — c’sin’p 

II*.  Cas ! Soit  *-f- /Sx1  + y*4  = /»’x’)  (t  — ÿ’x1), 

la  limite  de  x étant  — — j on  fera 

? 


i »' 

x = cos  a ■ - — ss  c’ , 

. ? r+9 


ce  qui  donnera 


dx 


■ dp 


R mp  y/,  — ca  sin1 ç 

> Si  l’on  voulait  que  la  transformée  fût  positive , il  faudrait 
faire 

cot  p s=  y^(i  — c1)  tang  4i 

ce  qui  donne 

sin’  4* 


X3  = y 

• q'  + px  cos’  s)/ 


et  la  transformée 
dx 


d4 


R mp  y'  t — c*  8ini  ,j, 


V 
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III*.  Cas.  Soit 


1 53 


«-J-^x'-f  yar4  = m>(i  + p'%')  (*’  — f), 


•n  fera 


* COS  9 * 

1 +P%  + 9% 

et  on  aura 

0 

dx  e 

do 

R m 

{/ 1 — c*  sin*  q> 

IV*.  Cas.  Soit 

«-}■£*’ + yx4:==m 

’(i  +p’x’)  (l 

on  supposera  p > y , et  faisant 

_tang<p 

P'-?' 

o C f 

P 

p 1 

on  aura  • 

dx  I 

d® 

R mp 

i — c*sin*  <p 

V*.  Cas.  Soit 

• -f-  /Sx1  -f-  yx4  = m’  ( i — p’x’)  (i  — y ’x’) , 
on  supposera  p > y , et  faisant 

px  = sin  ç , — î—  = c , 

P 


la  transformée  sera 

dx  i 


dip 


iv  mp  1 — c»  sin*  p 

cette  formule  servira  depuis  x=  o jusqu’à  x = — : le  radical 

serait  imaginaire  depuis  x = — jusqu’à  x = > mais  il 

redevient  réel , depuis  x ~ — — jusqu’à  x = oo . Dans  ce  der- 
nier cas  , il  faut  écrire  ; 
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R ’ =3  m-  (p'x'  — 1 ) ( q'x'  — 1 ) » 


et  faisant 


1 ? _ , . 

(]X  = — : , C , 

sin  ç 


la  transformée  sera 
cljr 

ir 


d <p 


1 — c"  sin’  <p 

Si  l’on  veut  qu’elle  soit  positive,  il  faudra  , comme  ci-dessus f 
faire 

t 1 — c’  sin’  sJ/ 

cot<P  = V,(i— c’)  tang4,,  d'où  a;’  = ■ cos,~^~  > 

et  la  transformée  sera 

d.r  1 dj/ 

R mp  y/  , — c’sin’sj/ 

^rmule  absolument  semblable  à la  première  ; d ou  il  suit  que 

l’intégrale  de  , pour  le  cas  de  x~^> 1 se  déduira  toujours 

1 

de  la  même  intégrale  prise  en  supposant  x < 

VIe.  Cas.  Soit 

a-j-ySa;’  yx*  = m’  (x’  — ?’)  (^’  — X1  ) , 
alors  x doit  être  compris  entre  p et  q.  Soit  p > q , et  soit  fait 

7 


x — 


t <•  

on  aura  d’abord 

k 

dx 


CO  S 4 ’ 


d4 


mVp'—f—P' sin*  4- 

Dans  cette  formule  , l’angle  4»  a une  limite  : pour  introduire 
un  angle  indéfini , soit 
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DE  Càt.cut,  iiJtégbai.  iSS 

4-  = c sin  p , c’  = — 1 , 

P* 

on  aura  la  transformée 

4*  i dtp 

H mP  V i — t1  sin’  <p 

On  peut  remarquer  maintenant  qu’abstraction  faite  du  pre« 
mier  cas,  les  valeurs  de  x%  qui  opèrent  la  réduction  cherchée, 

sont  toujours  de  la  forme  . , 0Ù  les  Coefficient 

'G-f-Usin’0 

B , C,  D sont  constans..  Il  ne  s’agit  plus  que  de  substi- 
tuer cette  valeur  de  *’  dans  P,  et  la  formule  f--*  sera 

transformée  en  une  autre  C—  dans  laquelle  c 

\/ 1 — c’  sin’ç 

sera  plus  petit  que  l’unité,  et  Q sera  une  fonction  rationnelle 
paire  de  sin  <p. 

Nous  faisons  abstraction  du  premier  cas  , parce  que  la  forme 
de  la  valeur  de  x est  un  peu  différente  , et  que  d’ailleurs  en 
suivant  la  seconde  méthode  , on  évite  le  cas  des  facteurs  ima- 
ginaires , puisqu’on  tombe  toujours  sur  des  facteurs  réels  de  lâ 
forme  J -J-  gy*. 

M.  Legendre  démontre  ensuite  que  Q étant  une  fonction 
entière  , ou  quelconque  et  rationnelle  de  sin*  p , la  transccn- 
, p Çd<p  ' . 

tlante  / — ■■  réduite  convenablement  , contiendra 

'J  V i — c*  sin’  <p 

i°.  une  partie  algébrique  ; 2°.  une  partie  intégrale  de  la  forme 

■ J 3°.  une  ou  [Plusieurs  parties 
dtp 


JiA+Bàn'p)  — — 


V'  i — c2  sin’  <p 
N 


/isr  î 

. Ici  n • , - C<P  dans  chacune  des- 

I + ns,n<P 

quelles  les  coefficiens  iV  et  n auront  des  valeurs  quelconques 
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réelles  ou  imaginaires  ; d'où  il  conclut  que  ces  transcendantes 
seront  comprises  dans  la  formule  générale  , 

.fîsin’p  dp 


H_  Asin’p 

,/  i -f - n sin’  p 


sant  n=z  o,  A—  i,  B => 


i — ? sin’p 

il  nomme  fonctions  ou  transcendantes  elliptiques  les  intégrales 
comprises  dans  cette  formule. 

Pour  se  rendre  raison  de  ces  dénominations,  il  faut  se 
reporter  aux  expressions, 

dp.  l/ 1 — £’sin*p,  tangp.  V ' i— •c’sin’p  — /dp  \/ 1 — c’sin’p 

V i — c’sinp’ 

qu’on  sait  représenter  la  première  un  arc  d'ellipse , et  la  seconde 
un  arc  d’hyperbole  ( p.  i33  et  i34)  ; la  première  de  ces  transcen- 
dantes est  comprise  dans  la  fonction  //,  et  elle  s’en  déduit  en  fai- 

e’  ; et  la  seconde  b'  f*- — — 

J V'  i — c’sin’p 
est  aussi  comprise  dans  H,  en  y faisant  A = b* , 2?  = o, 
n = o.  Si  l’on  représente  par  £,  d'  les  arcs  d’ellipse  et 

d’hyperbole  , l’intégrale  f~ — ■ ^ — pourra  s’exprimer  par 

J 1/ 1 — c1  sin*  p 

les  arcs  et  , au  moyen  de  l’équation 

b ’ f- ^ -f"  il7  — tang  p.  \/ 1 — c’  sin’  p , 

J i — c’  sin’  p 

puisqu’on  a trouvé  ( Idem  ) 

^'=tang  p.  V 1 — c’  sin’  p — /--J-  ^ ■ - • 

J y i — c’  sin’  p 

Nous  ne  pouvons  entrer  dans  dq  plus  grands  détails  sur  cette 
question  sur  laquelle  M.  Legendre  n’a  rien  laissé  à desirer. 
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CHAPITRE  IX. 

Intégration  des  équations  dijjérentielles  du  premier 
ordre  entre  deux  variables. 


TûVTE  équation  différentielle  , ou  plutôt  toute  équation 
dérivée  est  comprise  daps  la  suivante  , 

dj  A'jr  dy 


j(x. 


y> 


dx  dx* 


dx3 


etc.^  = o : 


l’équation  dérivée  est  de  même  ordre  que  le  coefficient  différen- 
tiel de  l’ordre  le  plus  élevé. 

Une  équation  dérivée  du  premier  ordre , est  du  premier  ,• 
du  second  , du  troisième  , etc.  degré  , suivant  que  son  coeffi- 

. / • • dv 

cient  différentiel  du  premier  ordre  est  élevé  à la  première, 

à la  seconde , à la  troisième , etc.  puissance. 

Cette  division  en  degrés  aura  lieu  par  rapport  aux  équations 
dérivées  du  second  , du  troisième,  etc.  ordre. 

Intégrer  une  équation  dérivée  d’un  ordre  quelconque , c’est 
repasser  à l’équation  primitive  entre  les  variables  et  les  ccms- 
tantes  de  laquelle  on  a déduit  la  proposée  par  l’acte  de  la 
différer^iation.  11  sera  nécessaire  , avant  d’aller  plus  loin  , de 
relire  le  chapitre  huitième  du  Calcul  différentiel  qui  sert  d’in- 
troduction à celui-ci. 

Les  équations  dérivées  du  premier  ordre  et  du  premier  degré, 
sont  comprises  dans  la  formule  , 


f(* 


» y. 


4r  \ „ 

d*/  ’ 
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» ^ 

y étant  un  signe  de  fonction,  èt  le  coefficient  di  ffe'rentiel  — ^1- 

dx 

étant  à la  première  puissance  : on  peut  toujours  de  celte 
équation  déduire  celle-ci  , 

il/d.ï  -f-  Ndy  = o , 


M et  N étant  deux  fonctions  connues  en  x et  y. 

L’intégration  de  ces  équations  est  connue  sous  le  nom  de 
méthode  inverse  des  tangentes  : en  effet , la  méthode  directe 
des  tangentes  a pour  objet  de  déduire  de  l’cquation  finie  de 
, • ycbc 

la  courbe  , l expression  — — — de  la  ^putangente  : or , intégrer 

3/dx  + iVdj  = o,  d’où  ^ = 

dy  .fil  s ' 7 


c’est  remonter  de  l’expression  de  la  soutangenie,  divisée  par  y% 
à celle  de  la  courbe. 


Si  M n’était  fonction  .que  de  la  variable  x , et  si  N ne  conte- 
nait que  y , l’intégration  de  la  proposée  n’aurait  (pas  de  dif- 
ficultés, ou  plutât  elle  se  ferait  d’après  les  règles  précédemment 
données  , et  on  aurait 


J'Mdx  + fNdy=  C, 

' C étant  la  constante  qui  disparaît  par  la  différentiation.  C’est 
donc  à cette  forme, 

7 « 
Xdx  -f  Vdy  = o. . . . (2)  , 4 ’ 

X et  Y n’étant  fonctions  la  première  que  de  x , et  la  seconde 
que  de  y , qu’on  doit  se  proposer  de  ramener  toute  équation 
différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

Cette  réduction  consiste  dans  la  séparation  des  variables , 
c’est-à-dire , dans  la  série  des  opérations  à effectuer  pour 
réduire  l’ équation  (1)  à la  forme  (2). 
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i°.  Intégration  par  la  séparation  des  variables. 


Exemple  I'r.  Soit  l’équation  différentielle 
ydx  — xdy  = o ; 

cette  équation  divisée  par  xy,  donne 
dx  dj- 

* , y “ 

et  en  intégrant 


Ix  — ly  zzz  IC  m d’où = C, 

y 

Exemple  II.  L’équation  différentielle 

(lx  1 -f-  y*  — tcdy  = o , 
revient  h celle-ci , 

l 

dx  d_y 

* — V i +r  * 

dont  .l’intégrale  est 

l.Cx=zl\y+]/ 1 -f  y2 } , d’où  Cx  z=zy  + V i + y'- 
Exemple  III,  Dans  l’équation  plus  générale 

XYdy  .+  X'  Ydx  — o , 

dans  laquelle  X et  X'  sont  fonctions  de  x , Y et  Y1  sont  fonc- 
tions de  y , la  séparation  des  variables  s’opère  en  divisant  de 
part  et  d’autre  par  XY',  ce  qui  donne 

~dy  + ^dx=C. 

Quelquefois  une  préparation  que  suggère  l’habitude  du  calcul,’ 
tftnd  la  proposée  immédiatement  intégrable. 

Exemple  IV.  Si  on  multiplie  par  a les  deux  membres  de 
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l'équation  différentielle 

xdx  -f-  ydy 


: a Ydy, 


**-Kr* 

où  F est  une  fonction  de_y,  on  a de  suite  l’intégrale 

1 (*’  +r’  ) = 2 a [Ydy  -f  C. 

Exemple  V.  A l’égard  de  l’équation  différentielle 
adx  — ydy  — xd y , 

si  l’on  retranche  de  part  et  d’autre  ady , et  que  l’on  divise  deo 
deux  côtés  par  a -|-x — y , on  trouvera 

= dr, 

a- j-  x — y J 

dont  l’intégrale  est  , 

y = alC  — al  (a  4-  x — y)  = alf ^ 

^ \ a-f-x — j ) 

Exemple  VI.  Soit  encore  l’équation  différentielle 

y*dx  — xydy  = Y y/  { y’dx*  — a xydydx  + j’d_y>}  , 

en  posant  x = yu  , parce  que  Y est  une  fonction  de^,  on  aura 
la  transformée 

y’’ du  — Y yj  | y'du*  — u’d y’  dy3  J ; 
élevant  de  part  et  d’autre  au  carré , il  vient 
du  F<Jy 

V I — u3  y y y' — F* 
équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

Exemple  VIL  Supposons  qu 'après  avoir  séparé  les  variables 
dans  une  équation  différentielle  , on  ait  trouve  pour  résultat , 

dx  dy  . . , ,, 

— -■—■■■  ■ = — — • - , en  intégrant  de  part  et  d autre,  on 

(l/u‘  + x3  Ÿ a1 -{-y1 
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l(at; 


l {x  4-  V'x'-ya'  } + IC  — l {y  + Vy'  + <**}i 

d’où  , en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 


Cx  + c v/na + æ3  —y  + V y'  + a‘ • 

On  peut  encore  multiplier  de  part  et  d’autre  par  xy , ce  qui 

, ardx  ydy  . ■ 

donnera  y — ====-  = x — — ■ ■ .•  , et  mtegrant  par  partie, 


a’  -{-  x* 


y'a'  -J-  ÿ1 


on  obtient 

y\Zx‘-\-  a*  — fày  \/  x‘-\- a1  = x V y-  -f-  a’  — fàx  y/y*-f-  a? 


or,  la  proposée  donne  d_y  y x1  a1  =z  dx  y/y’ -j-  a1  ; donc  la 
précédente  se  réduit  à 


yV x^+a*  = x [/y1  + a’  -f-  C. 

III.  lin  inté 

de  l’équation  différentielle  _ y 

V/ a1 — x*  V X — y‘ 

verait  deux  intégrales  circulaires  ; en  sorte  que  la  proposée 
serait  transcendante  ; mais  si  l’on  multiplie  de  part  et  d’autre 
par  yx  , et  qu’on  intègre  par  partie  , on  trouvera  d’abord 


Exemple  VIII.  En  intégrant  séparément  les  deux  membres 

d#  dy 

— ■ • y on  trou- 


— y y'  a1 — x‘  -}-  fày  y/ — x*  — — x [/a*  — y% 

-f-  fàx  \/ aa  — y%  C t 

f - L 

et,  d’après  la  proposée,  la  précédente  se  réduit  à 

y \/ a‘ — x^  = x y' a‘  — y‘  -f-  C , 
intégrale  algébrique. 

Nous  procéderons  bientôt  à l’intégration  de  l’équation  tlif-d 
fprentielle  plus  générale 

A*. 
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V [A  + % + cy‘  -+*  %3  + 

da.-  , 

y'  |y/  -f-  Bx  -(-  Cx’  -J*  ^x'  + ^x>  J 
La  séparation  des  variables  est  toujours  possible , lorsque 
V équation  est  homogène  , c’est-à-dire,  {Cale,  diff , chap.  XIII) 
lorsque  la  somme  des  exposans  de  x et  y est  la  même  dans 
tous  les  termes  des  cnefficiens  de  dx  et  dy.  Pour  opérer  cette 
séparation,  il  suffit  de  faire 

y — xz: 

sous  cette  hypothèse , les  fonctions  M et  N dans  l’équation 
Màx  -j-  Này  = o , deviennent  x"<pz , xmJz , et  comme  d’ailleurs 
ày  = xdz  zdx  , 

on  a 

Mdx  -f-  2Vdy  = dx . ç z -f-  fz  | xdz  -f-  zdx  j = o ; 
d’où  l’on  déduit 


dx 

x 


■ dz./z 

' V*  + zfz 


o. . . . (i) 


» 


équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

On  peut  encore  démontrer  la  chose  comme  il  suit  : puisque 
il/  et  iV  sont  deux  fonctions  homogènes , et  de  même  dimen- 
M 

sion , -jj-  sera  de  dimension  nulle  , en  sorte  qu’en  posant , 
comme  ci-dessus , 


on  aura 


y — xz  , 


~ = /*  = , d’où  dy—dx./zt 


«onsequemment 


i i , , „ v dx  dz 

zdx  + xds  = dx.fz  , d ou  = — î 

x Jz Z 
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et , intégrant  de  part  et  d’autre  , il  vient 

(]  z 

~7 f - C.  . . . (2). 

fz—z 

Mais  l’hypothèse  donne 

/,=fc+/.=&+y^ i-; 

e 

p d z rdz  — d .fz  -|-  d .fz 

-J  Jz-  z =J  - 
d 

fz—z 


163 


donc 


On  a encore 
Ix 


fz  — z 
/ d.fz  f*d.fz  — d z 

J fz—z  J fz  — z * ' •' 

d’où  l’on  déduit  N 

i \x  (Jz  — z)}  = f ^{lz~  + C*  • • • (4)- 

O11  aura  donc  l’équation  primitive,  si  l’on  sait  effectuer  l’une 
des  intégrations  (1)  , (2)  , (3)  ou  (4). 

Exemple  I".  L’équation  différentielle 

( * — nj)  d*+.y>!r  = o, 

est  homogène  : posant  donc ' y z=.xz,  on  a pour  transformée 
dx  zdz 


ou 


dont  f 


i — nz-\-zz 
2 zdz — ndz  \ 


= Q, 


y * 3 


dx  I / 2.  zdz — ndz  \ , 1 ndz 

H ( ) H : = o , 

x 2 \ 1 — nz-j-zz  J 21  — nz zz 

’intégrale  est  Ix  4-  — /(  1 — nz 4-  zz)  + — F- — — LCî 

a 2/  \-in-\-zz 


'’V 


*64 


ndz 


Leçohs 

est  une  fraction  rationnelle  qu’on  sait  intégrer 


et  

i — nz-f-zz 

{Cale,  inté  g. , chap.  11).  » 

Exemple  II.  Soit  l’équation  différentielle 

( ax  -f-  by  ) dy  + {fx  -f  gy)  dx  = o , 

fx-\-  g y 

si  l’on  divise  par  ax  -f-  by , le  quotient  scra  “e 

y , 

dimension  nulle  , et  sous  l’hypothèse  ce  z , la  proposée 
deviendra 

dx  (a+ftz)  d z 

x + bz'-\-(a  + g)z-\-f 

équation  facile  à intégrer,  et  dans  l’intégrale  de  laquelle  il  faudra 
remplacer  z par  Ainsi  l’équation  différentielle 


ydy+  (x  + 2j)dx  = o, 


pour  laquelle  a = o,  b =/=  i,  g = *,  donne  cette  transformée 

dx  zdz  dx^  dz(i-f-z) dz 

x z'-J-az-f-i  o:  («+*)’  (*+*)*  , 

dx  dz  dz 

~~  X ^ l+Z  (l-f -*)*’ 

<qui  a pour  intégrale  , 

Z.  Ca?  -f-  / ( i -f-  ^ ) “I”  — . o £ 

i-j-z  r 

y 

c’est-à-dire,  en  remplaçant  z par , 

LC{x+y)  + -~r  = o. 

Exemple  III.  Soit 

cy"d_y  -f  ( x'n  -f-  Jym)  drs=o, 
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àx  = o , d’où  -f- 

X 


i-65 


zmAz 


*^_r'  az"‘  ” ^ x 1 az"'+'  bzm-^-i 

Exemple  IV.  Soit 

xdy  — ydx  = d.r  \/ x*  +y’  : 
an  divisera  par  x , et  on  aura 

Ay- JL  ix  = dxÿ(i 

«t  faisant  y — xz  , 

dy  — zda:  = dx  ]/ 1 d’< 


— , da;  dz 

r » • ^rou — 


x l/i  + z' 


dont  l’intégrale  est 


x e=  Cz  -(-  C i-J-zz  ; 

c’est-à-dire, 

a;’  — Cy  -f-  C ^x1  -(-  y1 , d’où  x’1  = zCy  -f-  C 1 
en  transposant  Cy  et  élevant  au  carré. 

Exemple  V.  On  demande  la  courbe  dont  l’aire  PMmp  est  Fig.  i6. 
égale  au  cube  de  l’ordonnée  pm  divisée  par  l’abscisse  Ajk 
Cette  propriété  a pour  expression 

fydx=*L, 

en  différentiant , on  trouve 

O’J-  -f  f ) da;  = 3 xy'dy  ; 
d'où  , à cause  de  y = zx  , 

cLc  3zdz 


; ;>3 


x 1 — 2 z 


équation  qu’on  sait  intégrer,  puisque  le  second  membre  est  une 
fraction  rationnelle  qu’on  sait  traiter,  et  qu’on  peut  consé- 
quemment regarder  comme  intégrée. 
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On  doit  donc  se  proposer  de  ramener , lorsque  la  chose  est 
possible  , une  équation  différentielle  à l’homogénéité. 

Exemple  Ier.  Ramener  à l’homogénéité  l’équation  différen- 
tielle 

( mx  -f-  ny  + P ) J*  + ( ax  -f-  by  -f-  c ) dy  = o ; 
on  fera 

ax  + h + c — z ) mx  + nï  + P = * » 

d’où 

edx  -|-  idy  = île  , mdx  -f-  ndy  = d t ; 

puis 

, mdz  — ad#  , bât  — nilz 

dy  — r y QX  z:  - — • y 

mb  — na  mb  — na 

et  la  proposée  devient 

«dy  4~  #dx  = o , ou  (mr  — »/)  dz  + [bt  — az)d#  = o, 
équation  homogène.  11  faut  excepter  le  cas  de  mb  — na  = o, 

mais  alors  m = -^~,  et  la  proposée  devient 

beiy  -J-  bpàx  -j-  ( ax  -f-  by  ) ( My  4"  ndx  ) = o , 
dont  on  sépare  les  variables,  en  faisant  ax-{-by=ze,  d’où 
, ilz  — adx 
dr  = 1 

A l’effet  de  rendre  la  proposée  homogène,  ont  pourrait  en— 

».  » 

çore  poser 

x=xt-\-a.,y  = u-\-&,  d’où  dx  = d#,  dy  = dit, 
et  on  aurait  pour  transformée 

( mt-\-nu ) d#  -f"  (a#  4"^u)  das=o, 

sous  ces  deux  conditions  w 

v_ 

p 4-  4"  n@  — ° i c 4 - a*  4-  ^ i 

au  moyen  desquelles  on  évaluera  « et  /3. 


s 
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, Exemple  II.  L’équation 

dx  (*  +/x  + gy)  — C h + **  + kr ) » 

devient  homogène,  en  posant 

e +fx+  gy  — i , h + ix  + ky  = u, 
d’où  l’on  tire 

ht  — gu  — ke  -f  gh  fu  — it  -J-  ie  — J h 

® — , y = ~ : 
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, Ad<  — giu  fàu  — idt 

Jk-gi~’  fk-gi  ’’ 

en  sorte  qu’on  a la  transformée  homogène 

(/u  -f  gt  ) du  — ( kt  + in  ) d/  = o , 
que  nous  enseignerons  à intégrer  dans  le  cours  de  ce  chapitre. 
Exemple  III.  Considérons  l’équation 
dy  + by%àx  ~ axmdx  , 

traitée  pour  la  première  fois  par  Riccati , géomètre  italien , 
dont  elle  a conservé  le  nom  ; si  on  remplace  y par  z1 , elle 
devient 

kzk~'dz  4-  bz* 1 dx  — axmàx  : 

r 1 m ■ • 

et  la  condition  de  l’hcfmogénéité , donne 

k — 1 = a k = m,  d’où  k=z  — 1,  m z=  — 2 ; 
en  sorte  qu’on  a pour  transformée 

d z bdx  adx  , 

~ z 2 x ’ ’ ' 

équation  homogène , et  dans  laquelle  les  variables  sont  sé- 
parables. 

Exemple  IV.  Soit 

dy  -f-  aynxvdx  + bxmf  dx  = o ; 

1*.  si  l’on  avait  n = o,  ÿ = o,  l’équation  serait  séparée; 
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3°.  si  l’on  avait  n p = o , m q — o,  elle  serait  homogène 
et  séparable;  3°.  si  q = n,  l’équation  devient. 

(]y 

iy  -f-  y"  ( axf  bxm  ) dx  , d’où  > — - — f-  (axf  -{-  bxm')  dx  = o ; 

'4°.  pour  m = p , elle  devient  dy  -{-  xfdx  ( ay"-\-by •t  ) =o,  d’où 
dy 

— “H  xFdx  — o ; dans  ces  deux  dernières  équations,  les 

variables  sont  séparées.  Mettant  donc  à part  les  cas  précédens , 
cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  exposans , pour 
que  la  proposée  se  transforme  en  une  équation  différentielle 
houjogène.  Soit  y =;  zr,  r étant  un  exposant  arbitraire  , on 
aura  dy=rzr~'dz,  et  la  proposée  se  changera  dans  celle-ci, 

rzr~'dz  -|-  az’XTxT dx  -f"  bx"'zVràx  = o , 

cette  équation  deviendra  homogène  , si  l’on  a 1 

r — i—nr-^pzzzm-^-qr,  d’où  l’on  tire  ces  deux  valeurs 

de  r;  savoir,  r — 1 ■ , r=  ~^1,.  dont  l’égalité  donne 

t — n i — q 

cette  équation  de  condition  (/»+ 1)  (i  — ?)  — (m  + 0CI  — *0  : 
'lorsqu’elle  sera  satisfaite,  la  proposée  deviendra  homogène, 

î’-t-  i m 4.  » 

sous  l’hypothèse  y = z * — “ ou  z 1 — •/ , à moins  qu’où  n’ait  n~i, 
q = i , et  alors  on  est  dans  le  troisième  cas. 

On  peut  étendre  cette  recherche  aux  équations 

dy  -f-  aynxJ’àx  -j-  bx'”yJldx  -f-  cx'y'dx  — o , 
dy  -f-  aynx>'dy  -f-  lxmyl  dx  -f-  cx'y'dx  = o , 

Intégrer  l’équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré , de  la  forme 

dy  -f-  Py dx  = Qdx  , 

où  P et  Q sont  des  Jonctions  de.  la  seule  variable  x,  et  qu’on 
a nommée  ÉQUATION  LINÉAIRE , parce  quelle  renferme  la 
variable  y à la  première  puissance. 
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- On  posera 

y~  Xz , d’où  d \y  = zâX  -}-  Xdz , 

ee  qui  transforme  la  proposée  dans  la  suivante , 

zàX  + Xdz  + PXzdx  = Qàx  : 

or  X étant  une  fonction  indéterminée  de  x , on  pourra  la  sup- 
poser telle  que  la  proposée  se  partage  en  deux  autres,  dont 
chacune  admette  la  séparation  des  variables  ; cette  condition 
sera  remplie  , si  l’on  fait 

Xdz  + PXzdx  ~ o , 

et  il  reste 

zdX  = QAx , 

la  première  divisée  par  X,  donne 

dz  = — Pzda: , d’où  — —Pdx  , 

qui  a pour  intégrale 

lz~-—fPdx.le,  d’où  z = e~~fPix  : 

on  n’ajoutera  la  constante  arbitraire  qu’à  la  fin  de  l’opération. 
Prenant  ensuite  la  valeur  de  dX  dans  la  seconde  équation  , 
après  avoir  substitué  pour  z celle  qu’on  vient  de  trouver,  on 
aura 

4X  = efPirQdx , d’où  X=fcfPàxQdx  + C, 
et  conséquemment 

y = Xz  = e -fpix{  fefPàrQdx  + C } . . . .(M), 
rntégrale  complette  de  la  proposée. 

Exemple  1er.  Pour  l’équation 

dy  j-d.T  = ax3dx , 

* 

•n  a P = i , Q = axi , f Pdx  = x , et  conséquemment 
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f )e'P^x  do:  = fax,eràx  : or  en  faisant  m = 3 , et  changeant 
a en  e dans  Ja*xmAx  (Cale.  ïntég. , pag.  58)  , on  trouve 

a f x,eJ'dx  = aex  [ x3  — 3 x’  4-6jc  — 6}, 

donc 

y = Ce~x  -f-  o |*3  — 3 *’  -f-  6*  — 6 }. 

Exemple  II.  L’équation 

d z -f-  zMàx  -f  ■ zH  + ’Ndx  = q , 

dans  laquelle  M et  N sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x, 

se  ramène  à la  forme  précédente  , sous  l’hypothèse  zn  = J 

car  on  a la  transformée 

dy  — nyMilx  — nNAx  = o. 

' : .*•  v,  ». 

Exemple  III.  Soit  l’équation 


dj- 


V/i  + x’ 
7i  et  i étant  des  constantes.  On  a 
Ad* 


/pd*=/l4 

/ i/i. 


= hl  {x  -4-  \/ \ xx) 


- fl’dx  — f- s=  hlÇ — x~f-  \ZT-f-xx) 

J |/ 1 -f-  xx 


[/  I-f-XX 

Ad* 

+ • 

[*  + [/T+xxj*  , eSPàx  = [-*  + t/7+^]' 
Je  J 1 Qdx  = f ûlx  [x  -J-  \/ 1 

Posons  x 4-  V/ 1 4-  xx  = u , d’où  x == , . . . . . 

zu 


et  on  aura 
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•iAx\x-\-  i-j-xx~\h  = — — f(uhàu  -f-  uh~ ’du) 

/ 2. 

i / uk+t  uh~‘\ 

ï \A-j-i  h — i ) 

Si  dans  cette  intégrale  on  remplace  u par  sa  valeur  en  x,  et 
qu’on  fasse  dans  la  formule  les  substitutions  pour  e~ '■/ Pdx 
feJpdxQdx  , on  trouvera 

hiV'TT  XX  ix 


y —C\—  * + » + **  ] * + ■ 


h' I 


en  observant  que  [x  -J-  ÿ i -f-  xx * = [ — x -j-  \/  1 xx  j*. 
Problème.  Soit  la  suite  infinie 
y = A -j-  Bx  -f-  Cx*-J-  Dx3  .-j-  Mx*  1 -}-  Nx*  -(-etc., 

on  demande  ta  relation  qui  doit  exister  entre  les  coejfficiens 
constans  A , B , C . . . . , pour  que  la  sommation  de  cette  suite 
dépende  de  l’intégrale  d'une  équation  de  la Jorme 

dy  -J-  Pyrfx  -j-  Qdx  — o. 


Différentiant  la  série  proposée  , divisant  tout  par  dx , puis 
multipliant  par  fx  , f étant  un  coefficient  constant,  on  aura 

- — JBx -f-  2 fCx'x-\-  3 /Dx1, -f- . . • •+  (S  — t)jMx%~' 

-f-  ( fiNx  -f-  etc. , 

multipliant  chaque  membre  de  la  proposée  par#,  et  ajoutant 
lè  produit  membre  à membre  à la  formule  précédente  , on 
trouvera  f 

84+(g+J)Bx+(g+2j')Cx'+(g+3f)Dxi 

+ + {*+(•  — O/ï  M*'~x 

+ (g+  */)  Nx*+  etc (A). 

Qn  formera  de  la  même  manière  l’équation 
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■1-ÿ-  +g'y=g'  A+{g/  +f'lBx+{g'+2nCx'+ <gf+y*;Dx* 

+ + {#'+  («-»)/'  } Mx*-' 

+ (.g'  + >f)  Nx*+  etc (fi). 

Supposons  maintenant  que  les  coefliciens  A,  B , C,  etc.  soient 
tels  que  l’on  ait 

(s'+/')B-éM.  (6,+*nC=(Jg+nB,  (6'+3nD=(g+2f)C, 

is'  + tj') 

par  là  l’équation  ( B ) deviendra 
f'xàv 

*— 6'y=6,4  + gAx  + (g+  f)  Bx'+  (g  + 3.J)Cx 3 

+ (* + 3/)  Vxi+  etc.. ..(6): 

or  l’équation  (//)  donne  , en  multipliant  tout  par  x , 

~-jJ~  + 8XY  = 8Ax  +(«•  + /)  + ( g + 2j)Cx> 

+ ig+  V)  ILr*  + etc. . . . (D)  ; 
on  aura  donc  d’après  (C)  et  (D)  , 

/'.rdr  . /r'dy 

c’est-à-dire , 

, . / G'— g*  \ i gMd.r 

( fx  — _/**  . fx  —fx* 

dont  l'intégrale  qui  représente  la  valeur  dey,  donne  la  somme 
de  la  série  proposée  pour  les  valeurs  de  A.,  B , C....  corres- 
pondantes à celles  qu’on  donnera  à g , f , g’  et  f . On  peut 
consulter  sur  les  problèmes  de  ce  genre  le  Commercium  épis - 
tolicum)  loin.  Ier.,  pag.  2i3,  et  le  Cale,  intèg.  d’Euler , tom.  II, 
pag.  3io. 

Intégrer  T équation  différentielle 

dy  d* 

\/ 1 A+  By+Cy1  +Dy3+£y4  J if  j À-j-Bx-{-Cx1-f-Ox3-|-Ex‘| 
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Après  avoir  mis  cette  équation  sous  la  forme 

&y  _\/\A  + By  + Or*  + Ar3 4- EfH  r 

dx  ~ ,/  {A-+-Bx+Cx'  + Dxi  + Exi}'"'[-  } ’ 

on  supposera  d’abord  que  x et  y soient  fonctions  d’une  autre 
variable  l,  hypothèse  qu’on  introduira,  en  remplaçant  y'  ou 
dv  y7 

• par  ( Cale,  difj . , chap.  VII),  x'  t\.  y'  étant  alors 
I>renons  pour  x une  telle  fonction  de  t , que  l’on 


ait 


x'  = 4/ | A -f-  Bx  + Cx'  -f-  -Dx*  + Ex1*} ....  (2)  , 


T 

la  proposée  dans  laquelle  on  a remplace  y'  par  , donnera 

y = V {A  + By  + Cy*  + Dy*  + Ejr* } . . . . (3)  , 
qu’on  fasse  disparaître  les  radicaux  dans  (2)  et  (3)  , qu’ensuite 
on  différentie  de  part  et  d’autre  , et  on  aura 
2d*x 


2 xfl  ou 


dr1 
2.  d'y 


B -f-  2 Cx  -f-  3 Dx'  -}-  4 Ex3 . . » . (4)  , 


zy"  ou  -df;-=  ^ + 2C/  + 3-Dr*  -h  4fy3 C5)- 

Faisons 

P + 9 

I * — ~ ' 

d’ où 


■ — J — ? 


.r  = 


2 

p — ? 


les  deux  équations  (4)  et  (5)  ajoutées  et  retranchées  , don-, 
neront 

pir=zB+Cp+^-(p'-t-f)  + — (p3  + 3pf  )..,.(6),' 

4 2 

f — Cq-^—pq-^^-^  Ip'q  + ÿ3  ).  . . .(7)  ) 

3 3 
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pY  —a/1—/’ , 

si  l’on  substitue  pour  x"  et  y'*  leurs  valeurs  (a)  et  (3)  , on 
aura 

pY  = li9+CP9  + T (3 Y? -H3)  +^(A-:i7  +P?:i)  — C8)  » 

4 2 


maintenant  si  on  fait  la  combinaison 


qp"  — p'q'  — JLqi  + Ep q3  , 


2 p 

et  qu’on  multiplie  de  part  et  d’autre  par  — p- , 


) • 

on  trouvera 


2 çp'p"  — 2 p'-q' 

-j— 


l)p'  -f-  xEpp' , 


dont  l’intégrale  est 

~~T~  ~ Dp  ~h  Dp7  + c ....  (<j)  > 

c étant  la  constante  : multipliant  par  q 1 et  extrayant  la  racine, 
on  aura  l’équation 

p'  = q y I Dp  + Ep'  -f- c } • • • -C10)  » 

qui , quoique  dû  premier  ordre  peut  donner  inunédiatexneqt 
l’intégrale  de  la  proposée  , puisque  la  valeur  de  p'  qui  est 
x'  -\-y\  est  déjà  connue  (2)  et  (3).  .En  effet , substituant  les 
valeurs  de  p,  q et  p',  on  aura 

y/  | A -f-  Bx  -)-  Cx'  -|-  Dx3  -f-  Ex^  } 

' -j-  y \A  -f  By  Cy'  Dy3  + Ey>  } 

s=(x — y)  \/{  c -f  B (i+y)  +-E  O’}» 

cette  intégrale  n’est  pas  la  seule  qu’on  puisse  obtenir  par  les 
formules  précédentes.  Pour  s’en  assurer , qu  on  substitue  la 
valeur  de  p'  donnée  par  (10)  dans  1 .équation  (6),  on  parviendra 
a la  suivante 


1 
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B + Cp  + — •(Sp’+Ç’H E (p’  + P?’) 

4 ^ 

\/\c+DP  + Ep%\ 


qui,  après  les  substitutions  pour  p,  q et  q'  de  leurs  valeurs 
x -f-y  , x — y , x' — j7,  et  pour  x’ — y1  de  sa  valeur,  (2)— (3) 
-donnera  une  nouvelle  équation  en  x et  y , avec  la  constante 
arbitraire  c , qui  sera  aussi  l’intégrale  de  la  proposée  : ensuite 
ajoutant  et  retranchant , on  aura  deux  autres  intégrales  qui 
seront,  à quelques  égards,  plus  simples  et  toutes  équivalentes 
entre  elles.  Cette  solution  est  tirée  des  Fonctions  analytiques 
par  M.  Lagrange. 


2°.  Intégration  des  équations  différentielles  P du  -f-  Qdy  — o , 
dans  P hypothèse  que  le  premier  membre  soit  une  différentielle 
, . dP  dQ 

exacte , ou  qu  on  ait  — ; — = — ; — . 

‘ dy  dj: 


Outre  les  équations  différentielles  homogènes  entre  deus 
variables , et  celles  qui  peuvent  le  devenir , dans  lesquelles  la 
séparation  des  variables  est  toujours  possible  , comme  nous 
-venons  de  le  voir,  des  «quations  différentielles  qui  admettent, 
5«Wore  cette  séparation,  sont  en  très-petit  nombre,  et  lors 
.'■même  que  ce  moyen  est  praticable,  on  n’a  aucun  moyen  de 
s’en  assurer  à priori  : il  convient  donc  de  recourir  à d’autres 
expédiens , .et  d’abord  nous  ferons  connaître  un  procédé  qui 
convient  aux  équations  différentielles  exactes  , c’est-à-dire , pour 
lesquelles  la  condition 

dP  _ d Q 
dy  dar  ’ 

donnée  ( Cale . diff. , chap.  XIII  ),  est  satisfaite  : car  on  observera 
que  quoique  ce  caractère  n’ait  été  donné  que  pour  une  expres- 
sion différentielle  Pd#  Qdy  , néanmoins  il  annonce  une 
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dérivée  immédiate  non  réduite.  Pour  nous  faire  mieux  entendre; 
soit  l’équation 

/(  *■>  j)  = 0 » 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  immédiate  par 
Pdx  -(-  Qdy  = o , 

si  les  fonctions  P et  Q ont  un  facteur  dépendant  des  variables 
on  pourra  diviser  par  ce  facteur,  et  il  en  résultera  cette  autre 
équation 

Mdx  -f-  Ndy  = o , ' 


pour  laquelle  la  condition 


d M 


diV 


dy 

ur 

ydx  — xdy 


- — - n’a  plus  lieu  : c’est  ce 
dx 


qu’on  peut  d’abord  vérifier  sur  l’équation = c,  d’où 


r 

en  multipliant  parj'1 , il  vient 

y dx  — xd y = o , 

. . , „ d M d N . . 

équation  pour  laquelle  — — = — — donnerait  i = — i.  U 

existe  donc  une  classe  très-étendue  d’équations  différentielles,1 
dont  la  préparation  préliminaire  à l’intégration  , consiste  dans 
la  recherche  du  facteur  à restituer  à l’effet  de  repasser  à la 
dérivée  immédiate. 

Proposons-nous  donc  d’intégrer  la  dérivée  exacte 
Pdx  -f-  Çdj-  = o = du  : 

Pdx  = -j — dx  étant  la  différentielle  de  « prise  par  rapport 
à x,  seule  variable  , on  aura  , en  intégrant , 
u=/Pdx  + r....(i), 

où  Y est  une  fonction  de  la  seule  variable  y : car  en  différentîanl 
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cette  intégrale  par  rapport  à x , et  ne  retenant  que  le  coef- 
ficient , on  a 

* 'du 

-*  dx  ~P+  dx' 

Mais  k cause  de  il  = P,  il  reste  -i-==  o:,d’où  l’on  con-> 

•dx  r . dx  • , 

dura  que  la  fonction  Y ne  renferme  pas  x , puisque  sa  diffé- 
rentielle par  rapport  à x ^ est  nulle.  Il  s’agit  donc- de  déter- 
miner 1?:  à cet  effet  , on  dilférentiera  l’équation 

♦ U=:'fPdx+Y, 

* ‘ • « 

par  rapport,  à la  seule  variable  y , et  on  divisera  par  dy,  ce 

qui  donnera 


il 

dr 


d/Pdx  , d Y dv  d Y i , 
- dy  f dy~~  dy  + dy 

J - 

du 


/>-.  . , '*  . ^ , au 

en  posanj  J Fdx  — vi  ainsi  apres  avoir  remplace  — — par  Ç, 

* * * - «y 

et  intégré  , on  aura  ••  * 

et 

ut=fpdx+ y"|ç_il|  djr  + c.,...(3;, 

C étant  la  constante  arbitraire  , et  la  fonction * 

dy  ne  devant  renfermer  que  la  variable  y. 

En  partant  de  Qdy  = i—  dy , si  on  eût  pris  l’intégrale  par 

* V 

rapport  à la  variable  y , on  aurait  eu 

u =fQdy  + X. . (4)  , 

* * 

X ne  renfermant  que  X : or , les  résultats  (1)  et  (4)  donnent 

12 
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fPAx  + Y=fQ Ay  + Xi  d’où  fPAx  —fQAy  =X-Y; 

d’où  on  conclut  par  rapport  aux  équations  différentielles  exactes, 
que  la  différence  des  intégrales  J PAx — J QAy  est  toujours 
séparable  en  deux  parties  dont  chacune  n’est  fonction  que  d’une 
seule  variable.  . 1 

En  différentiant  par  rapport  à x les  deux  membres  de  (2)  , 
on  trouve  ' •• 

d’ u d V 

. . Ay  dx  Ay  d*  1 

parce  que  Y ne  renferme  pas  x : cette  identité  revient  à 
celle-ci,'  * . » 


i(£-\ 


4r  / 


d* 


V dx  J dÇ 

> ou  -j“ 

dx 


d7 


dp  - 

Ay’ 


on  retrouve  donc  la  condition  supposée , et  par  là  les  résultats 
précédens  sont  vérifiés. 

Comme  on  peut  commencer  l’intégAtiom  par  rapport  à x, 
et  passer  à celle  par  rapport  à y , ou  réciproquement  , on 
préférera  celle  des  deux  Voies  qui  facilitera  davantage  le  calcul. 

Exemple  Ier.  Soit 

• dx  1 , * 

-f-  oax  + 2 tyAy  = o , 


j/t  + x* 


où  P— 


. t 


V 1 + x' 
d’abord  par  rapport  à y , 

u s=  by  -j-  X 

onséquemment 


4- o»  Q=xxby  : on  trouve  en  intégrant 


dX= 


dx 


1 -+■  x1 


-f-  fldx. 
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d’où 

X = ax  -f-  IC  { x 4-  l/l  + X*  } ; 

donc 

ty'  + ax  + IC  { * + V * +.x* }=o, 

est  l’intégrale  demandée.  ' / 

Exemple  II.  Soit 

a (xdx  ydy  ) jràx  — xdy 

* \Z\f+rT  ~ +>  + = °> 

on  a P=—2*  + JJL.*,  n-  V f_ 

V^-kT  *’+Jr*  l/x-|-j*  ar'+J'* 

+ 3 £7’  ; après  avoir  reconnu  que  l’identité 

d P d Q 

• * — - — ai  - ■ S- 

ay  dx 

•est  Satisfaite  , an  iStègre  Pdx  par  rapport  à x , et  on  trouve 

^ j •*  * * S 

aVx'+y'  + arc  ^tang  = + ¥=o, 

differeritiant  cette  expression  par  rapport  à y , et  comparant 
avec  Qdy,  il  vient 

> • dy  — 3 by'ày , d’où  F=  bÿ*  -f-  C : 

^intégrale  est  donc 

a V ae+jr’  + *rc  (tang  =~r^  -f  bÿ*  + C = o. 

En  faisant  a r=  £ = o , on  retombe  sur 

. . T > o 

f'ydx — xdy  / x \ 

J^+ —=«(*“*=— )+c« 

intégrale  employée  par  M.  Laplace  ( Mécan.  cilestt ). 

Exemple  III.  On  trouvera  de  même 

= ZC  {x + 


Ç dxfx-f- 1/ X-  -f  Y‘  ? + ydr 
J f * + V^ar'H-/2}  1/  x1 
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Exemple  IV.  Pour  la  différentielle 

(or  + by  + c ) dx  + ( bx  + ey  -f  J ) dy  r=  <j, 
on  a * 4 

-ty—  "di  ’ 

donc  la  proposée  est  immédiatement  intégrable  : or 

f ffljr  =~—  ax * 4-  byx  + ex  = v , 

2. 

AYz=(q—  ~^dyx=(ey+J)  dy, 


et  en  intégrant 


Y=J-ey*+fy, 


donc  . ' - 

» « 

u = ax’  -f-  byx  -J-  ex  -f* ey*  -\-Jye=  C. 

% 2 , 

On  a encore 

• • . 1 ’ -ft 

fPàx  — fQdy  = ax*  -+-  ex  J — (^-  ey  * -f  JyJ  , 

dont  l’une  des  parties  est  fonction  de  x seulement , tandis  que 
l’autre  ne  renferme  que  la  variable^.  • » »; 

Exemple  V.  Considérons  enfin  l’équation  différentielle 
dx  dy 


Vx'+j0*  y * V 


[—7^=1  =»> 

* V x*  4-  y*  J 


on  a 


d’où 


P — 


dP 


- ■ Q = — ( i — V 

*+y*  y ' 1 /x*-\-y*s  » 

àQ  _ 


ar1  +y 


*>■ 


J ’ d* 

(x>+r*)5  dx 


•+J* 

JL 


(x*+y*ÿ 


i * 
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en  sorte  que  la  proposée  est  uns  différentielle  exacte,,  dont  on 
trouvera  facilement  l’intégrale  qui  est 

■*+  V(*’-Hr*)  = c. 

* . . * . , 

Nous  ferons  ici  une  remarque  importante.  Lorsque  dans  la 

différentielle  exacte  Pdx  -f-  Çdy  o , aucun  des  termes  de  P 
n’est  fonction  de  la  seule  variable  x et  de  constantes  , ou  de 
^constantes  seulement , si  d’abord  on  a intégré  par  rapport  il  K, 
on  doit  trouver  dX  = o , d’où  X = C ; et  de  même  si-aucuti 
des  termes  de  Q , n’est  fonction  dey  et  de  constantes,  ou  de 
..constantes  seulement,  et  qu’on  Gt  d’abord  intégré  par  rapport 
à x , on  doit  obtenir  djT=  o ,-sd’où  Y = C. 

, V ... 

Exemple.  Soit  la  différentielle 

{ + . Xày  + r dy  = 0 ; 

- j/^+7 

en  intégrant  par  rapport  à x»  on  trouve  àY—y'ày  ; en  sorte 
que  l’intégrale  est  arc  ( tartg=  -J-  — h C. 

" ^ • Y ' f 

En  intégrant  par  rapport  à y , on  obtient  la  même  intégrale 
q$te  ci-dessus , et  on  conclut  dX  = o , d’où  X==  C.  * 

Les  équations  différentielles  qui  admettent  la  séparation  des 
variables  , et  qui  conséquemment  sont  réductibles  à la  forint 

^ Xdx  «f-  Ydy  = o , 

où  X ne  renferme  que  x , et  Y ne  renferme  que  y,  satisfont  à 


la  condition 


puisqu’on  a 


d-’ 

dX 


■:  ’ * " 

dx 

dy 


JËL 

dx  ’ 

dr 

dx 
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1 

3°.  Recherche  du  J acteur  propre  à rendre  intégrable  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre. 


, * 

La  manière  la  plus  naturelle  d’obtenir  l’intégrale  complctte 

d’une  équation  différentielle  du  premier  ordre  , est  de  la  pré- 
parer dejpanière  que  son  premier  -membre  devienne  i*ne  dif*« 
férenliclle  exacte , car  alors  il  n’y  aura  qu’à'  intégrer  et  ajoute^ 
une  cpnstante.  Cette  pr(:paration  est  toujours  possible  à l’aide 
d’un  multiplicateur,  lorsque  l'équation  du  premier  ordre  est 
déduite  à la  forme 

f = 0, 

...  dy  ,* 

j-'  désignant  — . — . D un  côté  , il  e^t  clair  que  cette  réduction 

d*  <*  . . 

est  toujours  possible  , od  censée  telle  , quelle  que  soit  la 
forme  de  la  proposée  j car  il  n’y  a qu'a  en  tirer  ta  valeur  de 
y1  en  x et  y,  par  les  règles  connue;  ; de  l’autre,  nous  avons 
déjà  observé  que  quelle  que  puisse  être  l'equation  primitive  , 
si  on  en  dégage  ( Cale . dijf. , chap.  Vil I ) la  Constante  arbitraire, 
et  qu’oti  differemie  ensuite  de  part  et  d’autre , on  aura  un 
résultat  dans  lequel  ne  sera  qu’à  la  première  dimension, 'et 
qui  devra  par  conséquent  être  identique  avec  la  proposée. 
Ayant  ainsi  réduit  la  primitive  à.*  • ■ h * - - 1-  . • *» 

* F(x,y)  v*  a,  » 

©ù  0 est  la  constante  arbitraire  , on  aura  la  dérivé© 

F't  x,y)^?F'x +Ÿ-F'y=-o,  v ' ' 
en  désignant  par  F'x  et  F' y les  coefbciens  différehtiels  par 
rapport  à a;  et  par  rapport  à y fonction  de  x : on  tire  de  là 

F'x  1 

comme  la  constante  a a disparu,  cette  équation  devra  étfe 


» 
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identique  avec  la  proposé^,  en  sorte  qu’on  aura 

y+J(x,ï)=S+^r=  Fx  ■ > 

d’où  l’on  tire  * 

{y  +/( * > y ) } F'y  = yF'y  *4-  ***  =s= F'  (*»  r ) » 

et  comme  le  second  membre  est  une  dérivée  exacte  , il  en 
sera  de  même  du  premier  : d’où  l’on  conclut  que  la  proposée 
devient  intégrable  , lorsqu’on  la  multiplie  par  F'y. 

Comme  cette  proposition  est  fondamentale  , nous  allons  la 
considérer  sous  un  point  de  vue  plus  étendu.  Soit 

. . > ' #v.  • ' 

la  primitive  complette  de  la  dérivée  * 

y+j  (*»«?}=<>.• 

on  sait  qu’on  aura  la  dérivée  de  la  proposée , en  éliminant  a 
au  moyen  de 

= F'  (x,y,  a)  =r:  o, 

♦ * . * ■ 

F>  üx  ? y*  a ) désignant  la  dérivée  immédiate  dans  laquelle  01» 

laisse  en  évidence  la  constante  a : d’où  on  conclura  , comme 

ci-dessus,  que  la  fonction  j‘  +/(x,  y)  deviendra  identique 

» F'  (x,y, a)  .1  .*.* 

avec en  substituant  ici  pour  a sa  valeur  en  x 

1 r y » 

et  y tirée  de  la  primitive.  Considérant  donc  a comme  une 
pareille  fonction  donnée  par 

**  , », 

- ’ . } * 

oh  aura  ^ > -, 

* $ . . 

F'  (x,y,  a)  = F'  (x^y)  + a'F'a  = o , 

en  séparant  dans  la  dérivée  totale,  la  partie  relative  à a fonc- 
tion de  x et  j,  de  celle  qui  est  relative  à ces  variables  en  dehors 
de  a : on  a donc 
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«# 

F'x 


équation  identique  en  substituant  pour  a sa  valeur  en  x et  y. 
Si  donc  on  multiplie 

* f +î/(*.  y)  = °, 

-F'y  r . * . ‘ ' • t. 

par  ~p — , son  premier  membre  deviendra  une  dérive'e  exacte, 

ayant  pour  primitive  — ‘ a ; or  le  premier  membre  sera  toujours 
une  dérivée  exacte  ,*si  on  le  multiplie  par  une  fonction  quel- 
conque de  a y et  il  en  sera  de  même  du  second  : donc  la  for- 
mule générale  du. multiplicateur,  sera  " , <f  a dénotant 

. . W « T ' , . 

une  fonction  quelconque  de  a déterminée  par  la  primitive 
• * 

•F( x^y,  a)  =o. 

• • • •'  ■ . .v*  •*  * y ■ * 

On  remarquera  de  plus  que  la  dérivée  étant  du  premier  ordre  , 
il  n’y  a qu’une  seule  équation  primitive  J^Calc.  dijj.,  chap.VIil), 
et  qu’il  n’y  a aussi  qu’une  seule  formule  de  multiplicateurs. 

La  restitution  du  facteur  que  nous  désignerons  par  z,  dans 
l’équation  différentielle 

MAx  -f-  Ndy  = o , * 


la  rendant  une  différentielle  exacte , on  aura  conséquemment 
la  condition  • , '■  > 

d(z*/)  d(ziV)  . -• 

' dy  de  ’ 

c’est-à-dire  , 

dr  dz  I dû/.  AN  \ 


M - 


i » 

AM 

ày 


dy  dx  1 1 djr  Ax  i 

d’où  l’on  pourrait  déduire  le  facteur  z,  si  cette  équation  qui 

renferme  les  deux  coefikiens  différentiels  -r — , -= — , et  z fonc- 

dx  dy 
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lion  tle  x et  y , n’était  généralement  plus  difficile  à traiter  que 
la  proposée.  / • * \ t 

i°.  Si  le  facteur  c est  constant , l’équation  (i)  se  réduit  à 


AM 


ày 


AN  . 
dx  ’ 


• • • * . , + ■ 

ainsi  la  proposée  est  une  différentielle  exacte. 

„ .»■  ■ . 

2°.  Si  le  facteur  z ne  cèntient  que  l’une  des  variables  x ou  y, 

* / % > • J 7 
on  le  découvre  aisément  : car  en  supposant  qu’il  ne  doive  être 

fonction  que  de'  x , on  a — — = o , et  —= — n’est  plus  le  coef- 
* v ( “f  ‘ «, 

ficient  d’une  différentielle  partielle  : l’équation  (î)  devient 
alors  * 5 a 

* ,T  . ^ I *, 

* -i  de  • Ax  ( AM  * * AN 


* •;  de  dx  f AM  J AN  \ 

-•  * ~ ~ -jr  \ ■ “ ~â*  f • • 


••w». 


• , . . . * , . 
et  I intégration  de  cette  équation  donne  z ; car  l’hypothèse 

exige  que  le  second  membre  soit  indépendant  de_y.  De  même 
si  z n’est  fonction^  que  de  y , ce  facteûr  résulte  de  l’intégra- 
tion de  1 * » 


■»  Az  Ay  ( difcf  diV  ^ 


Az  _ Ay  f 
z ~~  M \ 


....(3)  , 


Ay  dx  } 
dont  le  second  membre  n’est  fonction  que  de  y. 

3®.  Si^l’intégrale  u.,de  z ( Mdx  -J-  iVdy  ) était  connue,  on 
tirerait  le  facteur  i de  l’identité^ 

du  du 

• dj/*  + dT'  dj  ~ * (Mix  + 1 * 

or , en  multipliant  ses  deux  membres  par  une  fonction  quel- 
conque de  Ui,  on  a 

<- du  (p u =£=  a<pu  ( Mdx  -f-  NAy  ) ; 

* 

et  comme  le  piemier  membre  est  une  différentielle  exacte , on 
doit  en  dire  autant  du  second  ; d’où  il  suit  qu’il  y a une  infi^» 
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nilé  de  facteurs  compris  dans  zyu,  propres  à rendre  une 
dérivée  intégrable  , et  qu’il  suffit  de  connaître  l'un  de  ces 
facteurs.  C’est  la  propriété  déjà  démontré  plus  haut  (pag.  284}. 

4*.  Lorsque  la  séparation  des  variables  est  possible  dans  une 
équation  différentielle,  il  l’est  aussi  d’assigner  le  facteur  qui 
la  rend  intégrable  ; en  cfftt  , supposons  qu’^n  introduisant 
pour  æ et^,  deux  autres  variables  t et  u dans  l’équation  .dif- 
férentielle • "*  î . * î t 

‘ - ’ • » ' 

DIAx  -f  Wy  = o , ’ 

» ■ . • 

elle  se  transforme  en 

A 9 . * 

Rdt  4-  iSdu  o , 

* . » , . ’ .•  > - 

et  que  F soit  une  fonction  de  et  u , tèlle  que  divisant 
Rdt  -f-  5du  par  F,  les  variablqs-  soient  séparées,  en  sorte  qu’on 
K s*  ' 1 $ ^ . »' 

ait  — — fonction  de  la  seule  variable  f,  et  -p-  fonction  île  la- 

stfule  variable  u , nécessairement  après  avoir  restitué  x-  et  y 
au  lieu  de  l et  u,  on  aura  ; . .*•" 

*•  ' .y  i 1 « 

•Rd/ -f- Sdu  Mthc  -j-  iYdy  * *■ 

y 7?  ■'  *v  . ’ * 

différentielle  exacte  ; on  aura  donc  découvert  le  facteur  — 

* 4 Jr 

T • ♦ 

propre  à rendre  la  proposée  intégrable. 

_ * ♦ » I 

5”.  Si  par  rapport  à l’équation  différentielle  1 

■Màx  -f-  Này  -j-  + Sdy  so/  f 

on  connaissait  deux  facteurs  s et  t propres  à rendre  intégrable 
séparément  chacune  des  parties  ftIdx-\-Ndy  Rdar-f-^d^,  en 
sorte  qu’on  eût 

' zMdjp  4-  rA’dj'  = du , 
tRix  tSdy  = de  ; 

4 t * , 

d’après  cç  qui  vient  d’être  dit,  «ça  comprendrait  tous  les 
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facteurs  propres  à r.endre  intégrable  Màx'  -f-  Ndjr , et  il  en 
serait  de  même  de  tjv  par  rapport  à üdx'  + 5dj- , et  si  z<pu 
et  ïfv  pouvaient  être  rendus  identiques,  on  aurait  un  facteur 
propre  à rendre  intégrable  la  somme  des  deux  différentielles  , 
c’est rà-dire,  la  proposée. 

Nous  allons  passer  à quelques  applications  plus  indispensables 

dans  cette  branche  de  calcul  que  dans  toute  autre.  * 

,n;  'f  . * y . * •*  '. 

Exemple  I'r.  Soit  l’équation  dérivée 

«-  * tgf 

xy — 2 y-f-b~o: 

' • * ■ " / 

le  multiplicateur  propre  à la  rendre  intégrable  , est  —y  et 

< ” , v.  ‘ • ^ 

en  effet , la  proposée  devient 

3L 

* x% 


„ s *y  , b „ 
TT  + -p“  — °» 


ou 


,djr  2jàx 

x1  x3 


bàx 


= 0 


qui  a pour  intégrale 

■ « ' y 


— r 
3X1 


7 -f-  a = o, 


3 ) 


et , en  multipliant  par  x*  , 

b 

y + ax'  — = o- 

. . ?/*•  i r ; 

Exemple  H.  Soit  l’équation  différentielle 

*yàx  -f-  /S  xdy  = x’"y"  ( yjdx  -f-  j'xdy  ) ; 

le  facteur  propre  à rendrj  le  premier  membre  intégrable,  est 

Ï'TV  •'  . * ..  . 

et  comme  l’intégrale  qui  en  résulte  , est  l ( x’j*  ) , on 

conclut  que  tous  les  facteurs  qui  jouissent  de  la  même  pro- 
priété, sont  contenus  dans  — <p  [x*y^  ) : 1©  second  membre 

xy 
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*>  • , 

devient  intégrable  , en  le  multipliant  par 


*'"  + > y"4-l 


%}  et  il  se 


y dx 


4-  dont  l’intégrale  est  l ( xyy*  ) : en 


change  en 

v • * ‘ ’ ' y 

sorte  que  la  formule  générale  de  ces  facteurs , est. *. 

~~m'+ , n+,  J ( ) '■  on  rendra  ces  facteurs  identiques,  en 

* y » 

posant 
d’où 

* = — ft  B = • t" — n, 

équations  qui  donnent 

yn  — im  ' »n — fim 

[A  ~ — y y - - 

ai — Py  ai—^Py 

en  sorte  que  le  facteur  sera  , 


<- 


xt*  * — — 1 x'y~~  m~~ 1 y1— n— i f 


. _»>  — m—i  — n — i 

» 7 » 


et  la  proposée  prendra  la  forme 

1 <|  i , 1 1 4 

1 j,f*< -'(«ydx+gxd^)  =*'»-1  ^‘'"‘(y^dx+^xdy)  > 
dont  l’intégrale  est  * ' • 

-L  ae^V4  — — *’yyrt  + C. 

•s.  . • **  ’ - • * • » 

Exemple  III4  Soit  l’équàtion  différentielle 

dx  + ,(  odx  + 2 dj  ) V^i  + xx  =:  o , 
la  condition  d’intégrabilité  n’est  pas  remplie,  puisque 

d P AQ  2 byx  ' . .. 

— — : mais  en  se  reportant  à l’équa- 


dy  dx 


l/x-f. 


tion  de  condition  (i)  (pag.  184),  on  voit  que  la  quantité 
d M AN  2 byx 


de  Calcul  intégral. 

i + ✓ 


divisée  par  2V=  zby  \/ 1 -f-  *x,  donne  pour  quotient  — , 

, l * 'l+asc 

c’est-à-dire  une  fonction  de  x ; donc,  d’après  la  remarque  (a*), 

l’équation  sera  rendue  intégrable  par  un  facteur  fonction  de  x : 

on  tire  de  (2)  ( pag/  i85  ) 


X 


lz=f~  i 


iXÔX 


donc  x = • 


y/ 1 -)-  xx 
dx 


(i‘+  **)=  — l Vi+xx\ 

2 j » 

. >*-  ' ’v 

, et  la  proposée  détient 

■ . ' '■ 

* . ' * 

=7  -f  adx  -j-  2 fydy  =0  , 


, 

V " ™ ^ 

qu’on  a intégrée  plus  haut  (pag.  178). 

w . £ - a r 4 * « * 

* * h » * # ,.t  r,  ’ 

Exemple  IV.  L’équation  linéaire  . > 

' 1 ..*!  \ ày  + fydx  J Qdx\  ' 

intégrée  précédemment  (pag.  168  et  iGy)  , donne 

< ' « . . 

dM  mUV 


4r 


dx 


et  cette  fopètion  P divisée  par  2V=  1,  donne  une  fonction  de  x : 
ainsi  l’équation  (3)  ( pag.  i85  ) devient  < 

* ■ ‘h 

= Pdx  , d’où  Iz—fPàx  — u , et  z — e“  : 

* '*  • ’ » t . 

tel  est  le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  : elle  devient 
après  l’introduction  de  ce  facteur 

* 

e“dy  -f-  e“  ( Pp  — Ç ) dx  = o : 

intégrant  eudy  par  rapport  à y , on  a e“y  -f-  X , dont  la  diffé- 
rentielle relative?  x , qui  esty^du -f- d_Y,  ou  Pye“dx dX, 
comparée  à e“  ( Py  — Q ) dx  , donne  dY  sss  — euQix  : donc 
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l’intégrale  cherchée  est,  comme  on  le  sait  déjà  (pag.  1 68 
et  169)  ,v  * 

euy  ■=xJ'QtuAx  -f-  C.  • . * 

p «*  f ' « 

u étant  JPilx. 

Exemple  V.  L’équation 

*%  + (4  ~ — dx  = o , 

donne  lz~  j~- = Ix  : ainsi  le  facteur  qui  rend  la  proposée 

intégrable  , est  x , et  l’intégrale  est  * 

a6'  + V^ï  XX  =3  C/  * . ^ 

Le  facteur  propre  à rendre  intégrable  se  présente  , pour  aèhsl 
dire  , de  lui-même  dans  les  équations  homogènes;  ce  qui  est 
une  conséquence  du  théorème  démontré  (Cale.  diff. , pag.  201). 

Soit  t ' i ■ 

Mix  -f-  Ndy  =s  o j 


' une  équation  différentielle  homogène  dans  laquelle  la  somme 
des  exposans  de  x et  y,  dans  tous  les  termes  de  Afet  iV,  soit 
= m : si  l’on  suppose  que  le  facteur  « soit  aussi  une  fonction 
homogène  de  n dimensions , en  sorte  que 

zMdx  -f-  zNày  = du. . . . (1)  , 

- € * ' 

on  aura,  d’après  le  théorème  cite, 

zMx  -f-  zRy  e=  (m  -{-  n -f-  1 )«....  (a)  ; ' 

divisant  (1)  par  (2)  , il  viendra 

Mâx  -f-  iVdj'  t du 

Mx  -j-  Ny  m-\-  n- f- 1 u ’ 

et  comme  le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  le 
premier  jouira  de  la  même  propriété;  d’où  il  suit  que 
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e — — rr-  est  le  facteur  propre  à rendre  la  proposée  Une 

. ' Mx  + Ny  * r r <•  • r 1 

diffërentielle  exacte.  1 « 

-.  . v v 

' * . * v k î,  I • i * • 

Exemple . Reprenons  Tcqualion  homogène 

*•  * t • 

. , ' ^(A  + é'O  — (#»  + *«)  d*  = o,  ■%  4,  • 

trouvée  {Cale.  inUg.,  pag.  167)  . ou 

• ( f ï 4-  gx  ) — X **  +.&  ) d*  = o , 


le ‘facteur  qui  la  rend  intégrable,  est. 

1 * - . 

— r —, ; — — — ou  — ; , en  fai- 

T (fy  H-  g*  ) y — (.kx  4-  tyj  x Jf-\-  mxy  — kx'  « 

sant  pour  abréger  g—ix±.m\  mais  comme  les  deux  termes 

du  coefficient  de  das , dans  la  différentielle  exacte 

. " , * 

* iJy  4-  e*  Hr.  ~ ( *»•+  >y\ \à* 


S • T 


Jy * + mxy  — kx' 


renferment  y , on  aura  l’intégrale  cherchée  , en  égalant  à une 

^ /y  ij  stx  ^ dr  - 

constante  l’intésrale  de  j , prise  en  ne  fai— 

B * * Jy^-b  mxy  ^ kx'  r * 

sant  varier  que  y : ée  qui  est  une  conséquence  de  la  remarque 

(Cale,  intég. , pag.  a8i).  Les  deux  facteurs  du  dénominateur  sont 

yy/f^Xn+^m'+^kL,  yy/J+xTl--ym:+îkf  z 

* *Vf 

m 4-  y'rn''  4-  4 kf  . \ , _ * 

posant — - -=/3,  ces  deux  Facteuts  seront 

' 2 y J . 

J • JfUp  ||  tli  : , fi 

y $x , y \/f— ) et  on  aura  à intégrer 

» fi 


. t ^r(g—tfiV.n^y 

0 *8+k\/f)ty 

kx 

l ' + Vf 

r~TTJ7 

opération  qui  donnera 

’ 
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✓ fix  \fi  g -r  Wf  ■'  „ / kx  \/ 

O'  + ÿÿ)  .=c0'“ïtf) 


,0*  + *v/ 


■*•  . * » ^ . -•  . • ■* 

C étant  la  constante  dans  laquelle  on  a cumulé  le  facteur  • 

— <**  + *)V/ 

Lorsque  les  deux  facteurs  sont  réels  et  égau»,  on  a-  à 
intégrer  _ >*  < , ♦ ; 

A/Uï+b*)  Ay  . (4  *<jr  ■ *flr 

(3.Jy+mxy  (z/jr  + mxy  .** 

/ ^ 4f  » • 

et  on  obtient  cette  intégrale  y t ‘ . ' 

• My>+-.)-iîg==ii-c.  ' • "'s  ' 

*Jy-\-mx  . 

* f . , . * 

Si  les  facteurs  sont  imaginaires,  on  posera.  ••;•••••  *•  ••  • • 


y Vf  + —77  — * »* dr°ù  dyVf=  fy'+™*y— kx% 

— g* m -{-  4^/  Après  la  substitution  de  ces  valeurs  dans 

4 J ■ • < > ■*  •» 

(/j  + ér*)fr  on  trouve  , , V ^ 

jfr*  + marj  — 


. _ 3.  B — m 

| > -J.  * 


>+  zdzf 


a Vf 


xdz 


g»_  m:±pL  x»  : 

'4/  • » ' 

* 1 

dont  on  doit  prendre  l’intégrale  par  rapport  à z : d’abord  il  est 

zdz  . . 

facile  d’obtenir  celle  de  ■ 1 "TTë > Pour  lntegr*r 

„ m'+  W ■ 

4/ 

— m odz  m’-t“4ft/  > 

—2 , — - , on  posera  yj. = fl  » 

W/  r + 4</  x,  * P 4/  • ” . 

et  z = u y/ a»#’  ; ce  qui  donnera  la  tranformée 
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il  g — m ardu  y — à'x' 
%\/J  û’x’u'  -{-  <J*x* 


2 g — m ax*  f/ — i du 

. ...  — — # -■■■  ■ . — j 

2 ÿj  axx * 


, 2fi  — m i 

~ 2 V/  a V 

_ (ag— m) 


X arc  (tang  = «) 


(a^—m)  azv/y  ^ 

ss=  — . - . arc  1 tang  = . 1 , 

V/ — m" — 4 A/  ' x — m‘ — b,kj  J 

laquelle  est  réelle  ■pour  ni1  -f-  ^k/  <^o. 

On  peut  encore  déduire  le  facteur  z de  l’équation  (i) 

dx  de.  fz 

1 i — ~r  ==  0 > 

x <pz  :Jz 

trouvée  (Cale,  intèg pag.  162)  : en  effet , si  pour  2,  <p  z,  Jz  on 
substitue  , ~~  y ~~  y l’équation  précédente  deviendra 

Mdx  -f-  Ndy  _ 

Mx  + Ny ' ~ °’ 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  le  Facteur  s = — — rr — 1 

H Mx  -f  Ny 

qu’on  vient  de  déterminer , est  propre  à faire  de  la  proposée 
une  différentielle  exacte  , dans  l’hypothèse  qu’elle  soit  homo- 
gène. Tout  se  réduit  à prouver  qu’en  posant 


5 sr+ïr^' 


Mx  4-  Ny 


=m, 


En  effet 

d(d/) 

4r 

d_(iV) 

do; 


dM  il  M t 

dil/=  -j—  d*  -+•  — j— - dj  , 


d (d/)  d (ZV) 
dy  dx 


) 1 ( ddf  dZV 

- = -■  ' J Mi  -ii Nx  . — Mn\ 

(d/x  -{-  NyY  \ dx  dx  ) 


...  dJV  . , diV 

diV  = — : — dx  -i : — dr  ; 

dx  d_y  J 1 
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or  M et  N étant  des  fonctions  homogènes  de  m dimensions  j 
on  déduit  du  théorème  connu , 


d M , m d N d N 

wlW=x_r_+r__,  nN==x_+y_ 

dilf 


dx 


Si  de  la  première  de  ces  équations  on  tire  y — — , et  de  U 

, d N , , . d (il/) 

seconde^'  — j — pour  les  substituer  dans — on  trouvera 


d (A/) d (A') 

d \y  dx 

4*.  De  la  méthode  inverse  du  facteur. 


Nous  donnerons  peu  d’étendue  à cette  question.  Ici,  au  lieu 
de  chercher  le  facteur  propre  à rendre  intégrable  une  équation 
différentielle  donnée  , on  cherche  la  classe  d’cquations  qui  de- 
vient intégrable  par  un  facteur  d’une  forme  donnée. 

Problème  I*r.  Découvrir  la  nature  des  équations  différen- 
tielles qui  sont  rendues  intégrables  par  le J acteur  z = — — • 


Puisque  l’équation 


Mdx  -4-  TVd y 
Mx  + A'y 


o s 


est  une  différentielle  exacte  , on  a la  condition 


d 


M 1 ‘ f N \ 

Mx  -j-  Ny  J \ Mx  -f-  Ny  ) 

dy  dx 


laquelle  en  faisant  N = rM , devient 


d r dr 
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Cr  r Étant  une  fonction  des  variables  x et  y , on  a 


iy5 


dr  = mix  -h  mlr  , d’où  -r — • = m , — — n : 

r J d.t  ’ \\y  ’ 

et  conséquemment  la  précédente  devient 

mx  -j-  ny  — : o ; 

, . . dr — mdj:  . 

en  remplaçant  n par  te  quotient  — — — j , on  obtient,  après 


les  réductioris , 


<!r 


i ydx  — xdy  ) 
d r = my  / - 


=»7.a(i); 


y'  ) ~ \y 

mais  la  condition  que  le  second  membre  soit  une  différentielle 
complette  , donne  my  — J ^ ^ , en  sorte  que 

a'-KÏ)<T> 

et  intégraht , il  vient 

' F(f)  = 


N 

M 


Donc  les  coefficiens  différentiels  N et  M doivent  être  tels  que 

M ...  ... 

soit  de  dimensions  nulle  , ce  qui  exige  que  les  fonctions 

M et  N aient  le  même  nombre  de  dimensions  , où  qnè  la 
proposée  soit  une  différentielle  homogène. 

Problème  II.  Assigner  les  Jonctions  indéterminées  X et  X' 
de  x , dans  l'équation 

X y Jk  -(-  XVx  -j-  ydy  — o , 

à l'effet  de  rendre  cette  équation  intégrable , en  la  multipliant 
par  le  Jacteur 

i 

* ~ ( y + 1* 
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Pour  cet  exemple  , l’équation 


M 


d z 

¥ 


■ N 


r d* 


dx 


= ( 


d N 


dx 


dV  \ 

1 7Jg> 


trouvée  (Co/e.  irttèg.,  pag.  184)»  devient 


, __  „ d z d z 

(Ar  + X'D-çr-j-jj 


dz 

~dy 


(y+f*y- 


r,  > 


d z 
dx 


:—Xz: 

nf'x 


(J+A) 


■V  + ‘ 7 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente  , on  trouve 
celle-ci 


( n — - i ) X I ^ + nX'  = o , 

— nj'x  I — Xfx 

laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  dey,  fournit  ces  deux 

(n  — i)  X — nj'x  — o , nX'  — Xjx  = o , 

. d’où  l’on  tire  X et  X'  , dont  les  valeurs  reportées  dans  la  pro- 
posée, la  rendent  intégrable  par  le  facteur  supposé. 


5*.  Des  trajectoires. 

On  nomme  ainsi  les  courbes  qui  coupent  une  suite  de 
courbes  données  de  même  nature , de  telle  manière  qu’une 
certaine  fonction  relative  à ces  dernières  , soit  constante. 

Problème  Ier.  Etant  donnée  une  suite  d'ellipses  ayant  toutes 
le  même  grand  axe  AB  , on  demande  la  courbe  MM'M"  qui  les 
Fig.  17.  coupe  de  manière  que  les  segmens  APM  , AP'M',  AP^M" . . . . 
soient  égaux  , ou  qu’ils  aient  une  même  valeur  bb. 

Soient  AB  =20,  AP=zx,  PM'=y,  le  paramètre  de 
l’ellipse  AM'B  — p\  ou  aura  d'abord  l’équation 
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2.ax  — xx . 


u.  ax  — xx  y 

et  pour  valeur  du  segment  AP'M' 

AP'M'= fydx  -sv  £-X  VI 

Ainsi,  d’après  l’énoncé, 

/ V x d-e  \/zax  — xx  — bb (1). 

" 20 

Si  l’on  diffcrenlic  cette  équation  par  rapport  à * et  a p , on 
aura 

jx|/Z  i/..x-xx+J P 

J 2[/2.a/> 

Comme  ici  le  paramètre  p est  regardé  comme  une  constante, 


(*)  Représentons  par  fydx  Faire  AP  Mm  d’une  courbe  , y étant  fonction 
de  x,  et  du  paramètre  p de  cette  courbe  , lequel  est  constant  dans  toute 
rétendue  de  la  courbe  j il  est  clair  que  si  l’on  ne  différentie /sPdx  que  par  Fi^.  18* 
rapport  à x , et  par  là  on  reste  dans  In  courbe  définie  par  le  paramètre 
particulier  qu’on  considère , on  aura  le  trapèze  infiniment  étroit  PMnprxydx^ 
mais  si  l’on  fait  varier  infiniment  peu  le  paramètre  p , ce  qui  fait  passer 
de  la  courbe  Mm  h la  courbe  infiniment  voisilJP§tf  W , alors  il  .faut  de 
plus  différentier  par  rapport  à l’autre  variable  p contenue  dans  y j ce  qui 
d y 

donne  — * — d»  :=  MM*  , et  en  multipliant  par  d.r,  on  a 

ip 

—r — dodx  ==  MM'n'n  pour  second  incrément  de  Faire  A P ni  : eu  sorte 
que  la  différentielle  conipîette  de  f)  dx  , est 

PpnM  -1-  MM' mm  -=z  ydx  d p d*. 

Mais  comme  l’iutégrale  f-~ — d p dx  est  prise  par  rapport  à la  seule 
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(V 


l'équation  (a)  devient 


a V zop 


fàx  yUax  — xx  t ç$ 


dæ  V' 3, ax  — xx  -I — ——  fdx  \/ xax  — xx  — o : 

■j.p 

ç’est-à-dirc , d’après  (i), 

/ i’d/7  \/ a a 

dx  y 2 ax  — xx  —o  , 

a p* 

équation  du  premier  ordre  de  la  trajectoire  MM' MH.  Par  l’in— 


variable  x , le  paramètre  ne  varie  pas , ce  qui  permet  d’écrire  d p en  dehors 
du  ëiftnc  d’intcgtaiion  f on  st  donc  celte  expression  de  la  différentielle 
totale 


dfjdx  — yàx  -+■  dp  f~^~—  dr  : 


dp 

lorsque  Taire  est  constante,  comme  la  chose  arrive  dans  la  question  quç 
nous  considérons , d Jjdx  = o , et  conséquemment 


f dy 

ydx  -4-  dp  f dr  = c 

./  dp 


Cette  différentiation  a été  dite  de  curva  in  çurvarn* 

La  question  précédente  nous  conduit  à différcniier  par  rapport  à y ^ 
une  intégrale  telle  que 


prise  par  rapport  a x : or 
du 


dx 


= M 


u = J'Mdx  } 

d’w  dM 


d'où 


d’u 


■ dx  = 


dxdj*  dy 
d M 


djdx 

ft  en  intégrant  par  rapport  à x , 

du  r 
d? 


d M 


■ dx  > 


djr 


dr 
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tcgration  , on  obtient 

/ ÿ*  [/  2 a 

dx  y 2.  ax  — xx — — = A , 


et  en  remettant  pour  p sa  valeur 


V P 
2 ay* 

2 ax  — xx  3 


ï99- 


— b'\Zîax  — xx  . 

y ax  y u ax  — xx  — A ; 


d’aù 


y — 


b * V. 


2.  ax  — xx 


— A +fdx  \/  2 ax  — xx 


.(3). 


*t  de  là 


à/l  f 


Ar 


■ dx. 


On  trouverait  de  même 


dx  J <f-  7 


dx 


f/Ndy  étant  l’intégrale  d’une  fonction  de  x et  y,  prise  en  ne  faisant  varier 
que  y.  C’est  Leibnitz  qui  le  premier  a résolu  cette  question.  On  a de 
plus  remarqué  que  si  la  fonction  u de  r et/,  est  telle  qu’elle  soit  nallo 
dans  l’hypothèse  dey  — a , toutes  les  différentielles  partielles  de  u,  à l’eicep- 
d«s 

tion  de  - — - , seront  milles  dans  la  même  hypothèse  ; que  si  cette  même 
font: [Lu u devient  nulle  pour  y ■=:  a et  x = b , toutes  les  différentielles  par- 
tielles de  u , à l’exception  de  et  — — , seront  nulles  sous  les  mêmes 

ày  dx 

hypothèses.  C’est  ce  dont  on  peut  s’assurer  sur  la  foncliou 

**  = u + x — y — • a’  -t-  x1  — y'  qui  devient  nulle  pour  y ■=  a , et. 
sur  la  fonction  u = Ay'  -P  Bzxy  -+■  Cx»  — A a*  — Babz  — Cb'  qui  s’a- 
néantit pour  x = A «t  y = a.  Ainsi  la  formule  intégrale  f Rày  étant 

nulle  pour  y xx  a , il'  en  sera  de  même  de 
hypothèse. 


/à  N 

J dx 


dy  , sons  la  miras 
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11  reste  à déterminer  A.  A cet  effet,  au  lieu  àefdx  /aa*  — xx,  ■ 
cdx  (a  — x ) 


on  écrira 


~ f~ 

2.  S \ 


Y' 2.  ax  — ; 


A 


a<\x 


y 2 ax  — xx  ~ 

représentant  un  arc  de  cercle , dont  a est  le 

y 2(1X XX 

rayon,  x le  sinus  verse,  et  y 2 an — xx  le  sinus  : en  sorte 
que  si  l’on  fait  x infiniment  petit  es  dx , l’arc  et  le  sinus 
deviennent  deux  quantités  infiniment  petites,  qu’on  peut  prendre 
l’une  pour  l’autre  , et  que  nous  présenterons  par  0 , ce  qui 
donne  alors 

a /■*  ai\x  (a  — x) 

yz  ax  — xx  3 


« / a a 

y 2 ax  — xx  = — ( 6 —o  y 

2 


a 

2 


y 2 ax  ■ 

d’autre  part , l’ordonnée  y commune  à l’ellipse  et  à la  tra- 
jectoire MM'M'1 , doit  devenir  infinie  pour  x — d*  , afin  que 
Jydx  puisse  représenter  un  segment  fini  = i1  ; c’est  ce  qui 
arrivera  par  le  paramètre  p.  On  aura  donc , d’après  (3)  , 
i'0 
~A 


Ce  = 


d’où  A = o : 
ainsi  l'équation  de  la  trajectoire  sera  simplement 

y 


: ax  - XX 


b'\/T, 

! d.r  y 2 ax  — xx 

PROBLÈME  II.  Trouver  la  courte  qui  coupe  une  infinité  de 
paraboles  de  même  sommet  et  construites  sur  un  même  axe,  de 
manière  que  tous  les  arcs  paraboliques  compris  entre  la  sommet 
çt  la  trajectoire  soient  égaux  entre  eux. 

Tvous  laisserons  cette  question  à résoudre. 

Lorsque  dans  l’équation 

00  attribue  à la  constante  c unp  suite  de  valeurs  très-rappro- 
çhées  , on  a line  infinité  de  courbes  très-rappri  c 1 >-s  , et  ort 
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Uomme  trajectoires  toute  courbe  qui  coupe  ceUes-ci  sous  U 
même  angle  : cette  trajectoire  est  dite  orthogonale , si  l’angle 
constant  est  droit. 

Pour  obtenir  l’équation 

/(?>  ?)  = 0, 

de  la  trajectoire,  p étant  l’ordonnée,  et  q l’abscisse,  on  con- 
çoit deux  tangentes,  l’une  à la  trajectoire,  l’autre  à l’une  des 
courbes  de  l’équation  F(x,y,ç)  = o,  et  dans  un  point 
commun  de  ces  deux  ceurbts;  l’angle  que  ces  tangentes  for- 
ment entre  elles , a pour  tangente  ( Cale.  difj.  ) 

q'  — y 


d’où 


( 1 + s’xi .) a + y — / = °*  • • • co  » 


où  il  faut  remplacer  y et  x par  p et  q.  Éliminant  c entre  cette 
équation  , etF(a:,j,c)  = o,  on  a l’équation  de  la  trajec-r 
toire.  Si  la  trajectoire  doit  être  orthogonale*  la  condition  devient 

1 + q'y'  = o (a). 

Exemple.  L’équation  y=cx,  en  faisant  varier  c , représenté 
une  droite  qui  tourne  autour  d’une  origine  üxe  ; on  en  déduit 
y'  = c,  etl’équation  (a)  devient 

1 + c,l'  = 0 ; 

éliminante,  on  obtient,  apres  avoir  remplacé  x etj'parp  et  q, 
pAp  -{-  qAq  = o , d’où  p'  -f-  q'  = À*  : 

ainsi  la  trajectoire  est  un  cercle  de  rayon  arbitraire.. 

I.a  valeur  y'  = c substituée  dans  (i),  donne 

(l  4*  cq'  ) a c — q'  = O : 
f q 

équation  qui , par  la  substitution  de  pour  c , se  change 
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dans  celle-ci , 

(.P  — <*q)  dqt=c  (ap  + q)  dp, 
pour  laquelle  nous  prendrons 

(x  — «y)dy=(<*x+,y)  dx, 

cette  équation  étant  homogène , on  fera 

——  ==  u , d’où  d y =s  ndx  -J-  xdu  , 

ce  qui  donnera  la  transformée 

( i — au  ) ( uAx  + xiu  ) = (a-{-u)dx, 
d’où  l’on  tire 

«dx  Au  auàu 

x i -J-  u'  r -(-  «*  ’ 

et  en  intégrant 

alx  — arc  ( tang  = «)  — al\/  -{•  alm  , 

Y 

en  remplaçant  u par  — — , on  obtient 

„c(U„6  = i)=«,^Z, 

équation  des  spirales  logarithmiques.  Pour  a — z c , on  retombe 
sur  V*'+y'  — ni' , solution  trouvée  plus  haut. 

On  peut  proposer  beaucoup  d’autres  conditions  de  sécabi- 
lité  ; mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  longtems  sur  ces 
sortes  de  questions  qui  ont  beaucoup  exercé  les  géomètres. 

6°.  Intégration  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  t( 
d’un  degré  quelconque. 

Intégrer  l’équation  différentielle  du  premier  ordre  et  d'un 
degré  quelconque 

Ÿn  + Py'—"  -f-Qy'— M + Ty'  + V = ei 
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pii  v'  = — — «/  P,  Q . . .T,  V sont  des  fonctions  rationnelles 
1 du 

efi  x et  y. 

Nous  avons  montré  ( Cale.  difj.  , chap.  V)  que  cette  équa- 
tion résultait  de  l’élimination  d’une  constante  élevée  à la 
puissance  n , entre  l’équation  primitive  et  sa  dérivée  immédiate. 
Çctte  équation  résolue  donne 

y = r,  y — r*,  y — r"...., 
d’où  l’on  conclut 

y' — r—  o , y — r'  = o , y — r*  = o , etc. , 

r , t’ , r11,  etc.  étant  des  fonctions  des  variables  x et  y.  On  aura 
donc  à intégrer  les  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
et  du  premier  degré, 

i\j  — rdx  = o , dy  — r'dx  = o , dy  — r^dx  = o , etc. , 

ce  qu’on  sait  faire  d’après  les  méthodes  précédemment  exposéesv 
L’intégrale  de  chacune  de  ces  équations  satisfera  à la  proposée, 
ainsi  que  l’équation  formée  du  produit  de  toutes  ces  intégrales. 

Pour  démontrer  la  chose  d’une  manière  générale , considé- 
rons une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

U = o, 

qui  ne  renferme  pas  de  radicaux  , et  qui , comme  la  proposée, 
soit  du  degré  n en  y'  \ si  on  désigne  par 

U=  o , 

son  intégrale  rationnelle , la  constante  arbitraire  a dans  l/=  o 
sera  élevée  à la  puissause  n , et  l’équation  V = o résultera, 
comme  on  le  sait,  de  l’élimination  de  a entre  U—  o,  et  sa 
différentielle  immédiate  que  nous  désignerons  par  (tA)  = 01 
or  , d’après  la  théorie  générale  de  l’élimination  ( Alg , t*r.  sect .), 
il  faut  résoudre  l’une  des  équations  par  rapport  à la  quantité 
qu’on  veut  éliminer,  substituer  successivement  toutes  les  valeurs 
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de  cette  quantité  dans  l’autre  équation  , effectuer  le  produit 
de  ccs  résultats  , et  l’égaler  à zéro.  Représentant  donc  par 
s , #,  e,  etc.  les  n racines  de  l’équation  U — o résolue  par 
rapport  à la  constante  a , on  pourra  poser 


\ 


/ 


U—  (a  — s ) (a  — t ) (o  — v ) . . . . s=  o , 


dont  la  dérivée  immédiate  , sera 

(^«J^+r^+^  + e tc.  = o, 

S,  T , V. . . . désignant  les  produits  (a  — <)  (a  — v")  etc., 
( a ■ — s)  (a  — e)  etc.,  (a — s)  (a  — <)  etc.  Les  résultats 
des  substitutions  de  s , t , e , etc.  pour  a dans  (U1')  , seront 
___  ils  dr  dv 

L^J  j — ? |_t  J j—,  L K J — j — -,  etc.,  en  représentant  par 

PL  (TL  en  , etc.  les  produits  (s  — <)  (s  — v),  etc.  , 
(<  — s)  (<  — v ) , etc. , (v  — s)  (v  — f),  etc.  L’équation  {/' 
fera  donc 


ctc-  x j-  • 


d# 

Üæ 


de 

. -p-etc™  o, 
de 


et  on  voit  clairement  que  pour  repasser  de  U'  à U,  il  faut  in- 

, r dr  de  de 

tegrer  les  facteurs  — : — = o . — ; — •=  o , — = o , etc.  , et 

da:  dx  dr 

çompletter  chaque  intégrale  par  la  même  constante  a. 

Exemple  1er.  Soit  l’équation 


yy  — 3 ay  x’  — «’  = V = o , 
pour  laquelle  on  a 

a — _ j ±_  \/ 3 y1  + a;'  , 

donc 

Ï7=  ( a -f  y — [/ay'  + *>)  (a  -\-y  -f  V 3 y*  x')  =?  o, 
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w=C.+r+»^+ï)(ür-î^±^) 

' Vay'  + x1/ 

+ ( a +y  — V 2 J1  + *0  (V  + "-rll7,  j~.^jf  N — 0 ? 

^ V zy‘-\-  x*  ^ 

si  dans  (Lv  ) on  remplace  a par  ses  deux  valeurs  , on  trouvera 
après  avoir  fait  le  produit  des  résultats , 

>•  y ' > V av*J--ac*  ' 


</  2y’-|-;; 


Intégrant  donc  les  facteurs  différentiels  égalés  à zéro  , savoir  : 

. 2 rdx  4-  xdx  , 2 ydx  -f-  xdx 

ày J . 2 — — o , d \y  + = o , 

V 2J‘  -}-  x1  1/  a J1  -1-  xJ 


qui  sont  -p-  et  — — , ajoutant  à chaque  intégrale  la  même  cons- 
tante a , et  les  multipliant  entre  elles , on  retrouvera  la  pro-r 
posée. 

Exemple  II.  L’équation 


yf1  + 2 xy'  ~y  » 

donne 

, _ _ x±  v'Cr*  + x1) 

J ~ y 

d’où  l’on  déduit 

jÿ+*  _ t 
±Vy*  + *“ 


et  comme  le  premier  membre  est  la  dérivée  de  i;^/xJ4 ~y‘> 
on  a pour  intégrale 

*4-  l/y1  -|-  x1  = x -f-  a , ou  y1  x=  a ax  -f-  a1 , 
a étant  la  constante  arbitraire.  - 
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Il  est  des  cas  dans  lequels  on  peut  éviter  la  résolution  de 
l’équation  par  rapport  à y'  ; par  exemple  , lorsque  la  variable  y 
vient  à manquer,  les  coefïiciens  P , Q , R , etc.  n’étant  plus 
fonctions  que  de  l’autre  variable  x , s’il  est  plus  facile  de  ré- 
soudre la  proposée  par  rapport  à x , c’est-à-dire  , d’évaluer  x 
tny' , on  aura  x ~ Q)y',  et  comme  de  tif=y'dx,  oh  tire, 
par  l’intégration  par  parties  j 


y—xy'  — fxày  — y<?y  — fdy  .vy , 

•4 

on  intégrera  d \y'  .<p y'  par  les  méthodes  exposées  précédemment  * 
puis  on  éliminera  y'  à l’aide  de  la  précédente  et  de  x = q y'. 
Exemple  III.  Soit  l’équation 

(t  -f -y*)  * = i f 

on  a 


! +y%i  y i-t-y'*  fi 


_ y __  f <b'r  . 

/»  drM 

or  J ^ ^ ; = arc  ( tang=^'  ) -{-  a : éliminant^',  on  obtient 

pour  l’intégrale  demandée 

y = [/x  — x%  — arc  (tang  = iZlf  ^ a. 
Exemple  IV.  Soit  l’équation 

qui  revient  à celle-ci , 


.7 


en  posant  — — = z , on  a 

Ti  4- 

{*  + **}*  j d’où  jr  — 
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«L  par  ia  différentiation 

dJ  = ^3*’  — -L.  + z'^àz  , 
donc  , d’après  l’hypothèse , 

n 

x=fz  dy  — — f-  z’  — Iz  a.,..  (2). 

4 

Eliminant  z au  moyen  des  équations  (1)  et  (2)  , on  aura  une 
relation  entre  x et  y qui  sera  la  primitive  complette. 

Si  l’équation  différentielle  renfermant  x,  y et  y',  est  homo- 
gène par  rapport  à x et  y,  on  séparera  encore  ces  variables  , 
en  employant  la  substitution 

y t=  zx. . . . (x)  , 

parce  que  la  variable  x disparaissant , la  transformée  ne  ren- 
fermera plus  que  z et  y’ , et  on  en  pourra  tirer  z = if  y'  ; 
mais  de  la  relation  (1)  , on  déduit 


d \y  — zdx  4-  xdz  , 

dont  la  substitution  dans  dy  =y dx,  donne 

dx  d z 


y' dx  = zdx  xdz  , d’i 


•Mi 


x y — z 

» 

après  la  substitution  de  Dy'  pour  z dans  '(2) , on  pourra  inté- 
grer, ce  qui  donnera  x en  y',  .ou  x = Fy'  comprenant  une 

constante;  et  l’élimination  de  y'  entre  x = Fy'  et 

y=  xify'  = Fy  x i>y'  , donnera  la  primitive  complette. 

Exemple.  Soit  l’équation 

jr — xy  t=x  \/  t+y’- 

Lu  posant  y-zxzx , on  a la  transformée 
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si  l’on  tire  d’ici  la  valeur  de  z pour  la  substituer  dans  (2)  , ôft 
trouvera  après  l’intégration  et  les  réductions 


x — 


mais  d’ailleurs 


donc 


c’est-à-dire  , 


V'»  +y * { y'  + ŸI  F'}  ’ 


r<-Z  l 
> ~ 2Z  ’ 


x — 


2 fl  .T’’ 


-f- 1 


x | x'  -f-  y*  — 2 ax  |=o: 

le  second  facteur  égalé  à zéro  , donne  l’intégrale  complette  * 
mais  ou  en  déduit 


*»+>• 

a zzzz  


F 


pour  x = o : en  sorte  que  l’autre  facteur  x égalé  à zéro  , n’est 
que  l’intégrale  complette , en  y faisant  la  constante  infinie  ; 
c’est  donc  une  intégrale  particulière  ( pag.  io4). 

Supposons  que  la  proposée  puisse  être  mise  sous  la  forme 


+t y, 


dy  t 

où  y'  = -j—  , Fy'  ne  renfertnant  que  y'.  En  djffércntiant 

U«C 

on  a 

ày  = y'àx  -f-  ^ x + d ^ ^ ) d y'  : 
or,  en  observant  que  y'dx  = iy , la  précédente  se  réduit  à 

(-+1#2)*-.. 
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en  égalant  chaque  facteur  à zéro  , et  représentant  la  constante 
par  6',  on  trouve 

d (/>') 


.dy^  = o,  d’oùj>,'  = C,  2° x -j- 


*y 


Si  on  élimine  y'  entre  la  seconde  équation  et  la  proposée 
. on  aura  une  relation  entre  x et  y qui  satisfera  bien  à la  pro- 
posée , mais  qui,  ne  contenant  pas  de  constante , ne  pourra  être 
l’intégrale  cherchée.  Nous  reviendrons  bientôt  sur  celle  cir- 
constance qui  sera  le  sujet  d’un  des  chapitres  suivans.  L’autre 
facteur 

y'  — C , d’où  ày  = Ciix  , 

donne 

y = Cx  -1-  C'  ; 

mais  les  constantes  C et  C'  ne  sont  pas  indépendantes  ; car  si 
l’dn  remplace  y'  par  C dans  la  proposée  , on  aura 

y — Cx  + C', 


C étant  ce  que  devient  Fy' , lorsque  y'  devient  C:  donc  la 
constante  C'  est  composée  en  C comme  Fy'  l’est  en  y'.  L’in- 
tégrale de  la  proposée  s’obtient  donc  en  changeant  y'  en  C. 
Exemple.  Soit  l’équation 

y —xy'  = nl/t-f/1, 

d’où  l’on  tire 

l’intégrale  complette  est 

y = Cx  -j-  n V'  r -f-  C2 . 

En  effet , cette  équation  donne  , par  la  différentiation  , 
f — C, 

cette  valeur  de  C,  substituée  dans  l’intégrale,  donne  la  pro- 
posée qui  n’est  donc  que  le  résultat  de  l’élimination  de  C 
eiitre  la  primitive  complette,  et  sa  différentielle  immédiate 


j 
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En  différenciant  la  proposée , on  trouve  pour  facteur  de  tij* 
égalé  à zéro , 

nf 


lequel  doune 


* + 

Vi+r1' 

M 

y=±.- 


= 0, 


t/n’ — x * 

dont  la  substitution  dans  la  proposée  la  change  daris 

-f  x’  = n*  , 

équation  sans  constante  arbitraire,  et  qui  n’est  en  aucune  ma- 
nière comprise  dans  l’intégrale  complette  ; mais  qui  cependant 
satisfait  à la  dérivée  proposée , ainsi  qu’il  est  facile  de  s’eu 
assurer.  C’est  ce  qu’on  appelle  une  solution  singulière  , dont 
nous  exposerons  bientôt  la  théorie  avec  tous  les  détails  qu’exige 
son  importance. 

Supposons  enfin  que  la  proposée  soit  réductible  à la  forme 

. y=Yx-{-Y', 

d y 

Y et  P ne  renfermant  que  y = . Si  on  différentie,  on 

aura 

ày  = YAx  -j-  xd  Y -J-  dY' , 

d’où  l’on  tire 

( Y — y ) dx  -f-  *dF -f-  dF'  = o , 
et 

, , / d Y s d Y' 

' ■k  + (T=jr)*=-T=ÿ> 

équation  linéaire  en  x (Cale,  intig.  , pag.  168  et  tGq)  , et  qui 
a pour  intégrale 

ni r p ar 

{c-fjr-s 
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11  restera  donc  à éliminer  y'  entre  la  précédente  et  la  pro- 
posée. 

Dans  les  exemples  qui  vont  suivre  , les  coefliciens  ne  ren- 
fermeront que  la  variable  y. 

Exemple  Ier.  Soit  l’équation 

dy 4 dy 3 

ÿj^4  +y>  — I = ° , OU  dj't-f-jrtiydx  — dxi  (1)  ; 

sons  l’hypothèse 

d*  = zd ly (2)  , 

la  proposée  donnera  y en  z ; d’où  l’on  déduira  dy,  cette  valeur 
portée  dans  (2)  , fournira  une  équation  dont  l’intégration  fera 
connaître  x en  z : connaissant  ainsi  y en  z et  x en  z , on  ob- 
tiendra par  l’éliminatiuu  de  z , la  relation  entre  x,  y , et  une 
constante  qui  sera  l’intégrale. 

Exemple  11.  Soit 

d \y^  -f-  yldydx3  + y6 dxi  = o . . . . (1)  : 
divisant  par  dx« , et  faisant 

= y*....(a), 

il  vient  après  la  division  par y>, 

it+jc  +y*  — °i 

équation  de  laquelle  on  tire  y et  dy,  dont  la  substitution 
"dans  (2)  , donne  après  l’intégration , une  valeur  de  x en  z , 
qui , prise  avec  la  valeur  dey  en  r,  résout  la  proposée. 

On  remarquera  que  les  équations  à%ésoudre  sont  d’un  degré 
moindre  les  proposées  en-—. 


dy 

dx 


\ 
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CHAPITRE  X. 

Intégration  des  Jonctions  différentielles  de  tous  les 
ordres  à une  seule  variable  , et  des  équations 
différentielles  des  ordres  supérieurs. 

La  formule  la  plus  générale  des  fonctions  différentielles  h une 
seule  variable,  est  celle-ci  , 

.Pd*x  -{-  Çdn— ’x.dx  -f-  iîd"- ’x.dx’  -j-. . . .-f-  Vdxn  , 

P,  Q , R. . . .V  représentant  des  fonctions  delà  seule  variable  x. 
11  s’agit  de  rechercher  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
ces  coefficiens , pour  que  l’intégration  de  la  proposée  puisse  se 
ramener  à celle  d’une  formule  différentielle  du  premier  ordre. 
Commençons  par  la  formule  particulière 

d’./x  — Pd’x  -}-  Çdx1. . . . (i)  , 

et  supposons  qu’elle  ait  pour  intégrale 

, d .Jx  =r  AAx. . . . (2)  , 

la  différentielle  de  (2)  devant  être  identique  avec  (1)  , oa 
aura 

(3) . . . .A  — P,  AA  = Qdx , d’où  Q=-^=-j — ...(4): 

ainsi  (4)  est  l’équation  de  condition  , pour  que  la  formule  (:) 
ait  pour  intégrale  immédiatement  inférieure 

d .jx  = AAx  — Pdx. 
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Considérons  en  second  lieu 

d3./x  = Pd3x  -f-  Çd’x.dx  -|-  J?dx5. . . , (i)  , 
et  posons  encore 

d fx  = Adx. . . . (2)  : 

on  déduira  de  (2) 

1 . d1  .fx  = y^d’x  -f-  Pdx’  , 

2".. . . d3./x==  AiVx  + à A J d’x  -|-  dfidx’ (3), 

-(-  2 Bâx  J 

et  de  l’identité  des  résultats  (1)  et  (3)  , on  conclura 

A=P,  fM-f2B=:Ç,  dl/  = Pdx,  d’où  B—  fRdx, 

substituant  dans  la  seconde  relation  pour  A et  B leurs  valeurs 
données  par  les  deux  autres,  on  aura  celte  unique  équation  de 
condition 

dP 

Q = + 2/Pdx. . . . (4) , 

nécessaire  pour  que  la  proposée  admette  une  première  intégrale 
qui  sera 

d'./x  = PJ’x  -f-  dx'.fBdx. 

Mais  la  formule  du  second  ordre 

d'./x  = y^d'x  -j-  Zidx1  = Pd5x  -f-  d xr . f Ildx , 
n’est  réductible  à 

d .fx  — Pdx  , ' 

que  sous  la  condition 

d P 


/ Rdx  = 


dx  , 


sous  laquelle  (4)  devient 
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ce  qui  est  la  seconde  condition  nécessaire  pour  qu'on  puisse 
ramener  la  proposée  (i)  à la  forme  (2). 

Supposons  le  dx  constant , et  considérons  les  cocfficicns 
différentiels  successifs  d’une  fonction  d’une  seule  variable. 


Intégrer 


X étant  une  Jonction  de  la  seule  variable  x , qui  est  la  variable 
■principale. 


(*)  , . . , 

— j > en  sorte  qu  apres  avoir  mul- 


. d’r 
On  sait  que  : 

tiplié  de  part  et  d’autre  par  dx , et  intégré , on  a d’abord 

jjr_ 

dx 


dy=fXdx  + C; 


multipliant  de  nouveau  par  dx , et  intégrant,  il  vient 
yt=.fàxf  Xdx  -f-  Cx  -f-  C', 

intégrale  compleltc  , puisqu’elle  renferme  deux  constantes 
(Ca/c.  diJJ. , chap.  V1U  ).  On  peut  décomposer  la  double  in- 
tégrale JdxfXàx  dans  ces  deux  intégrales  simples: 

x f Xdx  — f Xxdx , et  ainsi 

y — xfXAx  — J Xxdx  -f-  Cx  -f-  C1. 

Exemple  Iw.  Soit 

d’e 

d ï~8’ 


g étant  une  constante , et  t la  variable  principale  : à cause  de 


on  a d’abord 


de 

17 


6*  + C} 
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puis 


e r= gf*  -J-  Ct  Cf‘» 


Ejl  emple  II.  Soit 

A*e 

âïr  = -(/-0,  > 

77i  et,/  étant  deux  constantes  : en  multipliant  de  part  et  d’autre 
par  2 de,  on  aura 

dont  l’intégrale  est 

et , en  supposant  que , dans  cette  question , e — o en  meme 

teins  que  — ; — as  o,  on  conclura  C — o ; donc 
1 at 


d t a=  l /~m  X 


de 


V », Je — e% 


différentielle  qu’on  sait  intégrer. 
Exemple  III.  Soit 

d’e  7» 

d ~F 


■Si 


a -J-  e 

on  multipliera  encore  de  part  et  d’autre  par  2 de , ce  qui 
donnera 

mde 

dont  l’intégrale  est 
de  v 


2 de  , / de 

-ardf 


/ de  \ 2 mde  . 

C- 

+ sge  + C. 
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at6 

i - • de 

et  en  désignant  -j—  par  <>,  on  a 


e = ± (a-f  e) — ^ | + C, 

Exemple  IV.  A l’égard  de  la  différentielle 

d’e  m i 


dtJ 

c«- 

-O*’ 

qu’on  écrira  ainsi 

de  \ 

2 m de 

dt  l 

"d t)~ 

(«  — «)*  ’ 

on  aura  l’intégrale 

( dc 

2 m 

+ C—v', 

\d  t ) ~ 

a — 6* 

en  observant  que  , dans  la  question  correspondante  , a — e dé- 
croît, lorsque  t augmente  ; mais  si  pour  e=o,  onav=:o, 

' 2.  Itl  t 

alors  C — — , et  conséquemment 


Ÿ—  X ]/— ■ 

/r  9 n — n 


En  multipliant  les  deux  termes  sous  le  second  radical  par  a — e, 
. du 

et  remplaçant  v par  — — , on  trouve 


d t 


=V- 

v am 


Y aé  — e 1 


de 


•im\  ae  — ce  3 \/ ac — ce  ) 


donc 


i 


\ 
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#'  t = l/—  I l/ae  — te  -f-  —a. arc  fcosr=  - — : 

'ami  2 V a / ) 

b constante  est  nulle  dans  cette  question. 

Exemple  V.  Soit  à intégrer 

d’e  / de 

dF=-*-”(T7j  - 

on  posera  -^-=r ; v,  et  après  la  multiplication  par  de,  on  aura 
la  transformée 


d’où 


vàff  = — gde  — me^de  ; 

vdi’ 


: de  , 


Uônt  l’intésrale  est 


e — — l(.g  + mv‘)  + C- 

2 m 


Pour  connaître  la  relation  entre  < et  r , on  remonte  à l’hypo- 


thcse  = e , d’où  l’on  déduit 

d/ 


de 


, de 

~T~~  g + me*  ’ 


donc  ^ 

t — — f- — — = X arc  { lang  — v}/' — ^ -+■  C', 

J ë- r y/^~g  \ S J 

Les  différentielles  précédentes  sont  fournies  par  des  questions 
de  méchanique  , d’où  il  convient  sur-tout  de  tirer  des  exemples 
d’intégration. 

Intégrer 

d’y  __ 


</x;i 


:X, 


X étant  une  fonttion  de  x , et  x la  variable  principale . 


j-y 
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On  aura  d'abord,  en  multipliant  par  dx,  et  intégrant, 

. g^/Xdx  + C; 

multipliant  de  nouveau  par  dx  et  intégrant,  on  trouve- 
= fdx  fXdx  -f-  Cx  -f-  O , 


et  enfin 

y — fdx  fàx  f Xi x — — Cx 1 -f- C'x  + C", 

2 

C , O , C*  étant  les  trois  constantes  introduites  par  les  trois 
intégrations.  On  aurait  encore 

==  x f Xd  x — f. Xx  dx  -f-  Cx  C' , 


et  conséquemment 

y = fxdx  fXdx  — Cdx  f Xxdx  -f — — Cx’-f-  C'x-j-  C'y 

3 

mais 

fxdx  f Xdx  = — x1  f Xdx — fXx'dx 

3 2 

fdxf  Xxdx  = x / À'x dx  — f Xx’dx  ; 

donc 

y = — |x>/ Xdx  -—2  x f Xxdx  -f-  f Xx’dx  f 

{ Cx*  + 2 Cx'  -f-  2 C"  | , 

intégrale  qui  renferme  trois  constantes  arbitraires. 

Il  sera  facile  de  remonter  ainsi  des  coefficiens  différentielles 
des  ordres  supérieurs  aux  fonctions  primitives  ; et  en  faisant 
des  réductions  analogues  aux  précédentes,  on  saisira  facilement 
la  loi  des  intégrales  , de  laquelle  on  conclura  une  formule 
générale. 
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Exemple.  Soit 

d3  y 

d x*  ' 

~ = Aàs  , 

dx’ 

A étant  une  constante.  On  apperçoit  aisément  que  le  premier 

membre  est  la  différentielle  exacte  de  l ( -^r^—  ^ , x étant  la 

\ dx’  J 

variable  principale:  dortc,  en  désignant  toujours  pare  la  base 
des  logarithmes  népériens  , on  a 

As  ou  As  le  — l(c  ^ 7 d’où  e — C y 
\ dx’/  dÆ’’ 

dans  cette  question  C — — ■ 2 h cos’  i ; en  sorte  que 

. . d’ y 

— e * = 2 h cos’  6 ; 

dx’ 

mais  ds  étant  un  élément  d’arc  de  courbe  , on  sait  que 
ds  = dx  ’ ^onc  en  multipliant  d’un  côté  par 

ds , et  de  l’autre  par  sa  valeur , on  aura 


**  ds  = 2 h COS’  Ÿ ‘ +(^y  • 


Soit  = p , ce  qui  donne  ds  = dx  \/  \ -\-p on  aura 

\ 

— e ds  — 2 h cos’  6 dp  y t 

Le  premier  membre  a pour  intégrale — e*’  • Pour  inté- 

JT. 


grer  le  second,  on  fera  {/ 1 -f-  p‘  = t — p,  d’où 

dp  ]/ 1 -}-/>’  s=  tip  — pdp  ; et  comme  p = > on  a 

2 £ 
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d p — : — d/  : ainsi 


2.  F 


fApVi+P'—  àt—fpdp  = ~V  + ~lt~-^-p'  , 

après  avoir  remplacé  t par  sa  valeur  p -)-  y' i on  aura  à 

intégrer  une  équation  différentielle  du  second  ordre , ce  qu’on 
ne  sait  pas  encore  faire. 

Intégrer  l’équation 

yW  = fy  ; 

(Ja  y t 

y(")  désignant  -j-E , et  f étant  toujours  le  signe  d’une  Jonction. 

Or  tant  que  fy  conserve  toute  sa  généralité , on  ne  sait  inté- 
grer que  l’équation  particulière 

y"=fy- 

à «et  effet,  on  multiplie  de  part  et  d’autre  par 

y d*  = d y , 

et  en  observant  que  d y'  —y^Ax  , on  a 
y'dy'  = Ay.fy  ; 

intégrant , on  obtient  * 

— y'% =-rc +fdyJy  * d’où  y' = V { c+  ty-Jy}> 


et  conséquemment 

x 


_ f dy  _ f dr 
J y'  Wc^-alAy.ly  ' 


V C-ï-*Jüy-Jy 

Exemple  Ier.  Soit 

a\\-y  ydar1  = o , ou  epyt  =z  <—  y , 


1/  (.1  _ y» 

d’y'èy'— — yjy , d'où  a'y''x~Cr-—y%,  et  y'— 
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puis 

dx  = ^ — ) d’où  x — a x arc  ^sin  = H” 

c’est-à-dire  , 

y - fx  — C> 

C 

Exemple  II.  Soit 


d'y  V oy  = dx* , ou  y"  = — — > 

|/oy 


on  en  déduit 


d’où 


^-af'  — C^-VVy, 
4 


adx=- 


iy  \/~à 


y/c+\/ay 

t* 

qu’on  intégrera  en  posant  C -J-  V' ay  = z'. 

Intégrer  y(“)  = fy7. 

Nous  j|poserons  le  procédé  sur  les  équations  particulières 

y"  =//••••/'=//• 

Pour  la  première  qui  revient  a d^y  = d x'Jy' , nous  poserons 
ày  —y’dx , d’où  d'y  — dy'dx,  dx  étant  constant,  et  on  aura 
la  transformée 

dy' 


dx 


JY  7 


qui  donne  par  l’intégration  x en  y' , ou  réciproquemment  : 
et  à cause  de  dy=y'dx  , on  a,  après  la  substitution  et  l’in- 
tégration , y en  y ou  en  x : ayant  x et  y en  y on  élimi- 
nera y,  ce  qui  donnera  une  relation  entre  x et  y avec  deux 
constantes  arbitraires,  laquelle  sera  la  primitive  coçnplette. 
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Exemple  Soit  l’équation 

aj"  = — (i+y1)»» 

qui  revient  à 


(i+j'Q  1 

y!! 


tt  qui  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  constant  ( Cale, 
dijj chap.  XVI)  : on  en  tire 

— ady  = ( i -\.y  ) ïd*  , 


d’où 


dx  = 


~aAy  . ây  _ - . 


(i+yo*’  ' o+y*)*’ 


en  intégrant , on  trouve 
ay' 


■—A- 


y=B+ 


~ i 


O+y*)*  («+yo» 

et  par  l’élimination  de  y' , 

(A  — xy  + ( B — y )2  — o2  » 

équation  au  cercle  , seule  courbe  qui  jouisse  de  la  propriété 
énoncée.  £ 

Pour  la  seconde,  qui  revient  à d*y  = dx^.Jy' , on  fait 
d’abord 

dyz=y’dx,  d’où  d’_y  = dy'dx  , 
d \y'  — y^dx,  d’où  d'y'  — dyndx  , d3_y  = d y^dx’, 
substituant  dans  la  proposée  , on  aura 
d y"  = dx.fy', 

dy 

et  en  remettant  pour  dx  sa  valeur  — — , 

y II  i]yll  — J y!  , J'y'  i 

en  intégrant , on  aura  , 
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au3 


— =/4r' t/r7  + c » ou  j,7=  V.{ aC+  2/(1j'  •// } ; 

2 ♦ 

ainsi  y"  est  donné  en  y,  ou  réciproquemment  : donc  à cause 
tle  Ja  relation  dy  =y"dx , x sera  donne  en  y'  ou  en  y"  s 
onfin  par  d y x=y' dx , on  aura  y en  y‘  ou  en  y",  et  il  restera 
à éliminer^'  ou  y11. 


Intégrer  y(n)  = fyff. 

Nous  ferons  connaître  le  procédé  sur  les  deux  équations 

f"  —Jy” , y,r—Jy",  1 

qui  reviennent  à celles-ci , 

à%y  = dx1  ./y"  , dy  — dx'>  Jy". 

En  posant  toujours  pour  la  première  dy  =xy‘dx , dy,^ey"dx, 
on  aura  dy-=  dy'dx  =y"dx* , d^  =:  d_ywdx%  et  on  changera 
l’équation  du  troisième  ordre  dans  la  suivante  , 

dy"  — dx.fy", 

qui  par  l’intégration  donnera  x en  y1' , ou  réciproquemment  : 
ensuite  à cause  de  dy  =y"dx,  on  aura  y’' e\\  y" , ou  eux, 
et  enfin  à cause  de  dy-=ydx,  on  trouvera  y en  y" , ou  en  x. 
Ainsi  ayant  x en  y",  et  y en  y",  on  éliminera  y" , ce  qui  don- 
nera une  équation  en  x et  y , avec  trois  constantes  arbitraires. 

Pour  la  seconde,  outre  dyz=y'dx,  dy1  =y"dx,  on  posera 
dy11  —y" dx  , d’où  d *y  — dy"dx'x  =y"' dx3 , dy  — dy'^dx3, 
ce  qui  changera  la  proposée  dans  celle-ci  , 


dy'"  = dx.fy" , 

l \jmH 

et  en  mettant  pour  dx  sa  valeur  — — - , on  aura 

y”'dy"  = dy" . J y " , 
qui  par  l’intégration  donnera 
y"'*  r 

*—={dy".fy«+C, 


3 
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y»!  est  donc  une  fonction  donnée  de  y H : donc  à cause  de 

cl  * , fk 

dx  = y—  , on  aura  x en  y»  : mais  de  àÿ  —y"dx  , on  tire 

y'  en  y",  et  de  dy  =y'dx , on  déduit  y en  y11  : ayant  ainsi 
x et  y en  y ",  on  élimine  y ",  et  on  obtient  l’intégrale  cont— 
plelte , puisqu’elle  contient  quatre  constantes  introduites  par 
quatre  intégrations. 

On  voit  donc  ce  qu’il  y aurait  à faire  pour  intégrer'  les 
équations. 

f'  =fÿ'\  yr=Jy"\ 

comprises  dans  y (“)  —J y1",  et  d’autres  d’une  forme  analogue. 
Intégrer  y'”)  = fy("— '). 
i°.  En  partant  de 

y'—fy  » 

qui  revient  à dy  — ix./y,  on  a 

x = Æ. 

J J y 

2®.  De  l’éqnation 

y*=sy* 

cl  yr  yfAy9 

on  tire  d’abord  dx  = -z—  ; et  parce  que  dy=y'dx=  ■ , 

Jy  )f- 

on  obtient 


3®.  De  l’équation 


f"—fy", 


•n  tire  dx  sx  jr-j  : ensuite  dy'  — yV dx  = — — — , et  a 


y"dy" 


tr" 


cause  ( 


le 


/yhdyll 

~Jÿil  ’ on  a 


f dy"  pd  y"  py" d) 

xJlïr’  J / Jy"  J Jy" 


dy»  py”  dy" 
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y"  = fy»'  , 


on  tire  da:  : 


. r'«dvi// 

^"dx  = djr"=  — : 


223 


mais 


. • ; ensuite  r’"dx  = d r" s_ — 

Jf"  • 7 fy" 

y> J,  = dy  = d,  /rdt*  = ...... 

’ r / /y"  Jf.j  ff" 

(1 J pAr»'  f'f'àf"  _ d/"  /"dy"' 

y'  x Hb'“  y jÿ'J _ irJ  jjr  J tf"  ; 

donc  enfin 


» 


/'>dyw  ydy"'  /’clv'"  r y1»  dy»' 

=Jlr’  y=Jlr/jrJ-jr 


fy 

5°.  Pour  l’équation 
■on  trouverait  de  la  même  manière 


pày'’’  /r'dy,T  /°dy,T  /"'yl’dy,T 

X~J Jy^’  T~J  fy"  J fy"  J "JF' J Jy1' 

Ainsi  les  valeurs  de  x et  y peuvent  être  énoncées  par  des 
formules  régulières  , c’est-à-dire  , soumise  à une  loi. 

Exemple.  Intégrer 


d3ydty  , d$y  i 

— = i , d ou  -r-^  = -r- — f ou  v1T  = . 


d:r7 


i 


da:3 


On  a 4».  /V'"  = — , donc 

^ «v/W  7 


y 


„ rW/l 

x=fy'»dy>"  -=tl— 
2 


/2^Z=ff..ir=Ç  + B 

/>dy"i  py<"dym  y"lS  By»1'1 

WJ  ff  ,='37T  + 


> , 
i5 
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et  enfin 

y- 


Leçons 


y 


ut: 


+ B 


y"4 


+ c- 


3.5.7  ' 2-4  ^ 

et  en  éliminant  y"  entre  (1)  et  (2)  , on  trouve  cette  intégrale 
(2.T — A)*  /?(  2.x — A)%  6'(2x — A ) 


y 


+ 


+ D. 


3.5-7  2.4  2 

Nous  allons  intégrer  autrement  la  formule  - 

, én™ly  tf0-  * v d" — 3y 

Soient  •= — = u , = t , -,  = s , = r,  etc. 

dx  — ‘ dx  * > dxB—  3 dxB—  ♦ ’ 

à cause  de  — — — fu  = U , on  a dx  = -4r-  , et 
dx  J ’ U ’ 


en  second  lieu 

d/  = udx  : 
en  troisième  lieu 


pau 

= fl+y— ; 

jjT»  d’où  t — b + f- 


ud  u 


udu 


U 


d’où 


ds  = tdx  — bdx  + -Uj- j*- 


du  S'udu 

TT’ 


, 1 . rAu  rü^u  . 

en  quatrième  lieu 

a, = ,d.  = ri, + fa*. + ~ 


d’où 


ix’  pdu  p du  s*u  du 

" = ' + “ + — +/—/— /TT 

En  continuant  ainsi , on  trouvera  y en  fonction  de  u , avec 
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n — i constantes  arbitraires , et  d’ailleurs  on  aura 

"du 


23? 


/"du 


éliminant  u entre  x et  y,  on  obtiendra  l’intégrale  finie  com- 
plette  de  la  proposée. 

Intégrer  y(“)  — fy(n— >). 

Soit  r°. 

yu=fy,  ■ • 

on  a ydf—fdy  = dy.fy , et  en  intégrant 


-—y'^fdy-fy,  d’où  y = V*fày , 


et 


-A 


X = 


VzJày.Jy 

2°.  L’équation 

y’"=Jy', 

revient  à celle-ci,  y["dy' = y»  àyO=  dy./y,  et  en  intégrant 
___  j-ff*  —3  y"dy/  ,Jy  t d’où  y/  _ J/  ây'djr'  ,fy>  . or  . ; . . 


,.=-£.=2^1  JO„c 


dx  d_y 

— r ‘ r y'fy 


V^Jày'.fy'  ’ y J y/aydy./y 


_ r ydf 
J v' s.  ! ày './y' 


—A 

3*.  L’équation 

y"  =Jy"  : . 

en  multipliant  par  dy" , on  a y"dyll  —ÿ"àyiu  — dy"  .Jy»  , 
et  par  l’intégration  /"  —\/  s. Jày " . Jy " ; mais  y"'=.  - ?"  -AL , } 

dy 
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d’où  y'  = f -y"Ay" - et  d’ailleurs  y'»  — Ay" 
J Ÿ 2 fdy"  .fy'U 
y'àx  = i\y  ; donc 


dx 


-,  .... 


*=/t 


dj" 


•>  ^ 


/»  dy#  p 

1/ a/dy#  •fyn  J I 


yllàyll 


V zj  d \y"  Jy" 

4°.  L’équation 

y —fym , 

traitée  de  la  même  manière  , donnerait 

dy'" 


V zfày"  -jy"  J V zjty11  •/>* 


*=/t 


y/zfdy.jf" 

dy"' 


y !lf  d y " 


/i  q yW  p dyl"  p 

ujày"’ .fy 111  J V'aJdp'.Jf"  J \/  2/dy1" .Jy"' 
Exemple.  Intégrer  l’équation 

d V d’y  ,, 

— — = — - ■ , ou  y1'  — y. 
dx*  dx’  * J J • 

on  a fàyf./y»  =Jy,,dy"  — — — 1-  A,  et  de  là 


x_Ç  ày"  fy"  _ 

J l / sfàvti  I /vfl* 


-,  , -/b'+vW^W* 

Vzfày”.fyn  J Vj"’+2// 

On  a aussi  f ■ — ^ ^ ■ ■—  s=  V'y":‘-\-  a A + C j donc 
•J  V 2/ dy"  Jy" 

) +D. 

Nous  avons  donc  x et  y en  y"  : or  la  relation  entre  x et  yn  , 

donne  JBex  =y"  -f-  y^y®’  H"  2 A")  » et  de  là 

B A. 

B'elx  — 2.By"ex  = xA,  d’o  ù y/!=  ■ — — e* — e~  * ; substi- 

tuant cette  valeur  dans  celle  de  y , nous  aurons 


/ 
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y = ~e* ~e~x  -\-Cx  -f  CIB  + D , 

ou  en  changeant  de  constantes  , 

y ~ Ae*  -j-  Be~x  -f-  ^x  -f-  D. 

On  voit  donc  que  les  exponentielles  ont  disparu  par  la  diffé- 
rentiation. 

Intégrer  les  équations  de  la  forme 

f (*>  f ■>  y")  = °- 

Cette  équation  se  ramène  au  premier  ordre,  en  remplaçant 
dv/  , 

yh  par  -j- — ; et  on  saura  l’intégrer  toutes  les  fois  qu’elle  sera 
séparable  , ou  homogène  , ou  etc. 

Exemple  Ier.  Intégrer  l’équation 

0+y1)1  , 

xx  y" 

qui  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  réciproque  à l’abscisse: 
on  en  lire 


d’oit 


xx  (1  * dx  s=  fl’dy' , 

a’dy' 


xxdx  = 


o+y*)»  ’ 


et  par  une  première  intégration 

a*  y* 

X'  +C-— - : 

V iH -y,% 

si  l’on  tire  de  là  y ' pour  en  reporter  la  valeur  dansysxjy'dx, 


on  aura 


f ( •*’  + O *1* 

J +C)*} 
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On  peut  supposer  que  le  rayon  de  courbure  soit  une  fonc- 
tion quelconque  X de  l’abscisse  x , auquel  cas,  on  a 

y (■+/’)■ 

y"  5 

dont  l’intégrale  donne  la  solution  générale  du  problème  inverse 
des  rayons  de  courbure. 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

( 1 +y*  ) + xy'y"  = <*y"  V i Jry"‘  ■ 

cette  équation  mise  sous  la  forme 

( 1 + y*'  ) + xy'dy'  = aày  ÿ 1 +y", 

et  divisée  par  V i-f -j'%  devient  dx  \/ 1 _ — adr%  • 

V'i~hy'* 

dont  l’intégrale  est 

x\Zi+y:=zay  4-  c,  d’où  x=-aj,  + -~: 

V « +y'% 

mais  on  a 

y —y»  —fxiy  ; 

donc 

a —y'*  — « Vî+y*  — ci  \y  + y]  +y> } + c/€', 

et  en  remplaçant  x par  sa  valeur 

y — ty  — 0 _ Cl  \jl±yi±EL\ 

Vi+y*  * c'  * 

C et  C'  étant  les  deux  Constantes  dues  aux  deux  intégrations  : 
il  reste  à éliminer  y‘  entre  x et  y , ce  qu’on  fera  en  tirant 
une  valeur  de  y’  de  la  première  équation,  et  la  portant  dans 
la  seconde. 

Exemple  III.  Soit  l’équation 

+ = 4ou  2(kay*yx'yiy'=zxydx, 
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laquelle  est  homogène  , et  devient  séparable  en  posant  xz=zy’zf 
substituant  et  intégrant  par  logarithmes, 


,,  v <v 

d ou 


y 

il  vient 


î«’- {-z2 


y'  e=  C \Zaa'-\-  z2 , et  x — Cz  \/ 2a'-yz‘ . 

Si  dans  yx=/y' dx,  on  remplace  yJ  et  djc  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  ci-dessus , et  qu’on  intègre  ensuite  , il 
restera  à substituer  dans  celle  intégrale  pour  r sa  valeur  en*, 

tirée  de  x = Cz  [/ as'  q-  t'- 
intégrer les  équations  de  la  forme 

f(y",  y',  y ) = o , 
qui  ne  contiennent  pas  la  variable  x. 

j'dy' 


Si  l’on  observe  que  yU 


dy 


, et  qu’on  remplace  y» 


par  cette  valeur,  la  proposée  ne  sera  plus  qu’en  y , dy,  y'e 1 dy'. 
Si  l’intégrale  est  résoluble  par  rapport  à , en  sorte  qu’on  ait 

dy  dy 

f — Fy , à cause  de  di  = — — -i-,  on  conclura  *eny. 

y’  /y 

Si  l’on  peut  obtenir  y tn  y' , c’est-à-dire  , yzzz^y,  la  relation 
dy  — y'dx  donnera 

• d(cpy')  . f . 

<p'  désignant  le  coefficient  différentiel  — f — , et  il  faudra  éli— 

dy' 

miner  y ' entre  y et  x.  Si  ces  deux  cas  n’ont  pas  lieu  , on 
cherchera  à exprimer  y'  et  y au  moyen  d’une  troisième  variable 
z et  y'dx  — dy,  deviendra  Zdx  — Tdz  , etc. 

Exemple  I".  Soit  l’équation 

y"  + °)  — y'  (>  +ÿ*)i 
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qu’on  changera  dans  celle-ci , 

• Ay'  Cyy'  + «)  = dy(  i +y,a)  ; 

d’où 


djr  — 


yy'df 


ady' 


i +y 1 i +y 

qui  a pour  intégrale 

y _ *f 


T---0) 


d’où  l’on  tire 


l/i+j"  l/t+j" 


+ C: 


mais 


y = *y,  + cv/i+y'‘ — (2); 

si  dans  x ~ ?■■■■  j on  remplace  dy  et  y par  leurs  va- 

leurs tirées  de  (1)  et  (2)  , et  qu’on  intègre  ; on  aura  x en  y'\ 
et  il  restera  à éliminer  y’  entre  les  valeurs  de  x et  y. 
Exemple  II.  L’équation 

aby"~  v/(  y’  + «y»  ) , 

revient  à celle-ci  , 

aby'dy  — dy  l/y  -J-  «y  * , 


qui  est  homogène:  pour  intégrer,  on  fera  y = , ce  qui 

Z 

la  transformera  dans  celle-ci , 

abzdy  — abyàz  = r’dy  [/z‘  -(-  a* , 

équation  séparable  ; et  qui  sous  l’hypothèse  V zz  -f  aà  = tz  r 
devient 

N 

dy  btàt 

y bt' — at  — b 


Il  sera  aise  d’obtenir  y en  fonction  de  t,  et  par  conséquent 


au  moyen  de 
minera  ensuite 


d’énoncer  aussi  x en  t : on  «IL— 
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Intégrer  T équation  différentielle  du  second  ordre  V = o , 
homogène  en  x , y , y'  et  yH. 

_ . dy  do  d’y  . 

dx  r ’ dx  dx*  y ^ ’ 


q = , on  aura  une  équation  entre  r , u et  p , que  nous 

nommerons  V = o ; mais  dy  = pdx  = adx  -(-  xdu  , donc 
J de  plus  dp  = qdx  = J d’où  l’on  déduit 


* 

dx 


p — u 
dp 


du 


: au  moyen  de  cette  équation  et  de 

x z p — u 

V=o,  on  fera  en  sorte  d’en  trouver  une  du  premier  ordre, 

entre  les  variables  p et  u ; et  s’il  est  possible  de  séparer  p , 

„ , dx  du  , , , 

on  aura  d apres s= , la  valeur  de  x en  u , et  aussi 

x . p — u 

celle  de  y en  u , en  vertu  de  y — ux. 

Exemple  I*r.  Intégrer  l’équation  du  second  ordre 


x‘dy  -f-  xdxdy  = nydx’ , 

0“ 

qx'  + />x  = ny. 

Par  les  hypothèses  y = ux , qx  = z,  on  la  change  en  celle-ci  , 
* + P = ”u  , 

substituant  pour  z sa  valeur  dans  — — z=  — — — , on  a 

z p — u 

( p — u)  dp  — (nu  — p ) du  , 
ou 


nada  -f-  udp  — pdu  = pdp  , 

équation  homogène  de  laquelle  on  tirera  p en  a , et  d’après 

dx  du  . . ... 

— . = , on  aura  x en  u.  et  il  restera  à éliminer  a. 

x p — u 1 
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Exemple  IL  Soit  l’équation 

( dx1  ày*  ) a = ndxd'y  f/ x'-f-y'  ; 

c’est-à-dire  , 

(i  + p‘)2  = nç]/x'+y’f 
qui , sous  les  hypothèses  y-=.ux,  çx  t=  z , devient 
(i  +/>’)»  = nz\/ 1 -f-  u1  : 

en  substituant  pour  z , la  valeur  tirée  de  cette  équation  dans 

du  du 

= , on  a 

Z p U 

n ( p — u)d^V/i+u’=  (i  du , 


n(p  — u)  dp 


l/ 1 -(-/?*  1 +P* 


= t/i  + u* . —il— .....  (a). 

(»+«’) 


Ayant  ainsi  préparé  l'équation,  on  remarque  que 

- — , étant  les  différentielles  de  deux  arcs , dont 

i+p*  i-t-u*  ’ 

les  tangentes  sont  p et  u , on  pourra  supposer  p = tang  b , 

u = tang  /3  , hypothèses  qui  donnent 

V 1 + /»3  = — ^7-,  V 1 +u’  = — î— , 

cos  u cos  £ 


p — u = 


sinôcos/3  — cos  l siu  /3  sin  (ô  — g) 

cos  b cos  /3  ’ 


cos  £ cos  £ 

«n  sorte  que  l’équation  (<j)  devient 

ndb  sin  ( b — /3  ) = d£  : 

qui,  sous  l’hypothèse  b ■ — /3  = p,  se  transforme  dans  celle-ci, 
n.dÿ.sin  p = d b — dp, 

«Toi  l’on  tire 


r liigmzèd  b rC<7PftJle 


àl  — 


bi  Calcul  intégral. 

dp  j _ dp 


aoo 


: , d/3  = 

i — n siu  p i — n sin  p 


dp, 


et  à cause  de 

dx  du  cosA  cos  6.  d ( tang.3)  d /3. cos  A 


x p — u 
on  aura 


àx 

x 


sin  ( b — /3  ) 
nd  p . cos  A 


cos|2sm  p 


cos  /3  (i  — n sin  P) 


Considérons  le  cas  de  n=  i : dans  cette  hypothèse , le  facteur 
dp  j . _ dp  ( i + sin  p ) 


n sin  p 


devient 


i — sin  p 


cos’p 


■ , qui  a pour 


intégrale  tang  p -J- 


i i + sin  p 

cos  p cos  p 

dp  i -4-  sin  P 


J i — sin  p cos  p 

/"*  dp  i -1-  sin  p 

7 p — 

i — sin  p 


, donc 

+ 


cos  p 


' + C', 


et  en  remplaçant  dp  et  g par  leurs  valeurs  Ab  (t — sinp) 
et  b — p , 

dx  dp. cos  b dA.cosA 

x cos  g ( î — sin  p ) cos(A— p) 

f i -I-  sin  <p 

mais  de  l’équation  b — C = , on  tire 

1 cos  p 

(b  — CY — i afA— C) 

sin  P S=  r— , cos  a = - — - — , 

(6  — (A — 

(J  jç 

par  ces  substitutions  dans  ■ — - , on  trouve 


dx 

x 


[(A-6’)’+,]dA  .cos  b 


a ( b — C ) cos  A -f-  £(  A — C)1  — t]J  sin  b 
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or  le  numérateur  étant  la  différentielle  exacte  du  dénomina- 
teur, on  a 

-qT  — 3 ( i — C)  cos  b -f-  £(  b — C)*  — i ] sin  b , 


C et  C'  étant  les  deux  constantes.  Maintenant 
t=b-V=b~  arr.(tang= 

donc 


tang  b — 


« = tang  £ : 


(jb-cy-i 

lib-C) 


(ft — C)’ — i 
1 + -TTi  "r\  ■ Un8  b 


b-C) 


et  par  conséquent 

y=uxz=z  C'  { a(b — C ) sin  b — [(i  — Cy  — i ] cos  i|. 


Si  en  faisant  dans  l’équation  Ez=o,  que  nous -ne  suppo- 
serons plus  homogène,  les  substitutions  y = uxn  , p — x"~'  t , 
qx=.x"~ ’z  , on  a une  transformée  telle  qu’en  donnant  à n 
une  certaine  valeur,  les  x disparaissent  entièrement,  il  sera 
facile  de  ramener  la  proposée  au  premier  ordre. 

Exemple.  Soit  l’équation 

xi-^-  = (x3  + 2xy)  “ — 4 y'  5 

c’est-  à-dire , 

Ç*4=/>  (x5+  zxy  ) — 4 j», 

' par  les  substitutions  précédentes  , elle  devient 

a:"4-1  z = xn+2 t -f-  x'n  ( a tu  — 4u’  ) 
et  x disparaît  entièrement  sous  l’hypothèse  an  = n -fa,  ou 
n — a ; on  a alors  la  transformée 

z = t a.  tu  — 4 : 

or,  à cause  d c yx=ux‘.,  p=xtx , on  a èy  = *’du  -f-  a ua.'djc  , 
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d’où  ou  05:*’  4-  aux,  et  xdu  -f-  * u^x  — /dx  , puis 

dx  dx 

à cause  de  q = z , on  obtient  /dx  -j-  xd t = zdx  , d’où  l’on  tire 
dx  du  d t 

X t 2U  Z t ’ 

équation  qui  devient  en  mettant  pour  z sa  valeur  , 

( < — •<  u ) d/  = (i  — 2u)  2 udu  , d’où  d t — 2 udu  ; 
et  qui  a pour  intégrale 

u’  + C = t , 

à moins  qu’on  ne  suppose  t — 211  = 0:  alors  à cause  de 
dx  du 

X t 2u’ 

on  a du  £=  o , d’où  u—C  t\y=  Cx% , ce  qui  ne  peut  être 
qu’une  intégrale  incomplette.  En  mettant  pour  t sa  valeur 

uJ  -J-  C dans  , on  a 


dx 


du 


X U ’ 2 U -J-  C * 

et  il  reste  à intégrer  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 

Si  l’équation  V — o est  homogène  seulement  par  rapport  à 
y,pt 1 ÿ,  on  fc.ra  p — uy , qz=zy,  et  on  aura  une  équation 
en  x , u et  z , de  laquelle  on  pourra  tirer  z en  x et  u.  Mais 

4r 


p — uy  donne 
l’on  tire 


: udx  , dp  — udy  -{-ydu  = zydx  j d’où 


djp  zdx  — du 


= udx  , donc  du  -f-  u’dx  = zdx , 


équation  du  premier  ordre  erflre  u et  x ; et  si  on  peut  en  tirer 
u en  x , on  aura  y en  x par  = udx. 
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On  pourra' appliquer  ce  qui  vient  d’être  dit  à l’équation 

— , qui  revient  à celle-ci , 


xjày  =zydxà \y  + xdy*  -}- 


bxdy 

Ÿ a‘  — x* 


xjq=yp  -f-  xp'  -f 


ixp * 


V a ’ — x 1 


Des  conditions  sous  lesquelles  une  équation  différentielle  admet 
une  intégrale  d'un  ordre  immédiatement  inférieur. 


Nous  allons  rechercher  les  équations  de  condition  auxquelles 
doivent  satisfaire  les'  coefTiciens  d’une  équation  différentielle 
d’un  ordre  supérieur  au  premier , pour  que  celle-ci  soit  la 
différentielle  exacte  d’une  équation  différentielle  de  l’ordre 
immédiatement  inférieur. 

La  formule  la  plus  générale  du  second  ordre  entre  deux 
variables , est , dans  l’hypothèse  du  dx  constant , 

Çdxa  -f-  J'Jdxdj'  -j-  Jdy1  -|-  Tdy  = o. . . .(l)  , 
à laquelle  nous  supposerons  pour  intégrale  première  complette 


Adx  -f-  Bày  = Cdx. . . . (a)  , 

C étant  la  constante,  et  Q,  R,  S,  T , A et  B étant  des 
fonctions  de  x et  y : en  différentiant  l’intégrale  (a)  par  rapport  • 
à x et  y , on  aura  l’identité 

Çdx*  -f-  Rdxày  -f-  iSd^a  -J-  Td'y 


dA  , , rdA  ilR~]  , _ . dlS  , , 

= inïix'+\  xr  + ^-|^<îy  + -r-dy,  + ^!r» 


■d A . d B 


d B 


dx  L dy-  dx  J 
de  laquelle  on  tire  i 


dy 


dA  QdA  d B d B 

Q » "dT4"^"  ’ ~dï~  S)  ’ 


dx 


i 


4 
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Tarant  dernière  égalité  devient , en  tenant  compte  de  la  der- 


niere, 


AT 


àj 


si  l’on  différentie  la  seconde  par  rapport  à x , et  qu’on  rem- 

AA  dO  -.il  .. 

place  —-j — par  sa  valeur  - ^ , tiree  de  la  première  diffe- 

rentiée  par  rapport  à y , on  aura 

AR  AQ 


dx 


d»r 


Ainsi  (a)  et  (4)  sont  les  conditions  pour  que  la  proposée  soit 
une  différentielle  exacte  du  second  ordre. 

La  formule  la  plus  générale  du  troisième  ordre  entre  deux 
variables , dans  l’hypothèse  du  dx  constant , est  la  suivante  : 

Çdx5  ifdx'dj-  Adxd1/-  -f-  TAxAy*  -f-  P'dyA’y  -j-  ZAy3 

+ YVy  = o («). 

Dans  la  supposition  qu’elle  soit  une  différentielle  exacte , nous  , 
lui  supposerons  pour'intégrale 

Adx'  -f-  BAxAy  -f-  Dd/5  -(-  EA'y  = Cdx’ ....  (2)  , 

Q , R.  ...Z , Y,  A , B.  ,..E  étant  des  fonctions  de  x et  / , 
et  C une  constante.  En  comparant  la  différentielle  de  cette 
intégrale  avec  la  proposée  , on  parvient  à ces  équations 

AA 
dx 

AE 


B- 


= (?•••• (0> 
— ,ç  rv\ 

AA 

1 

— H 

AB 

-1 

dx 

AD 

l_ 

— T. . 

•(4), 

Ay 

dx 

— V". . (5)  , 

= ¥....{  7); 

dD 

Z m • • 

•(6), 

dx 

AE 

Ay 


je  substitue  dans  l’équation  (2)  différentiée  par  rapport  à x , la 


I 
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valeur  de 
d R 


ÙA 


tirée  de  la  première  , puis  dans  le  résultat 

d.nly 

dO  dB  d ‘B  , d\S  d\E  . 

dje  d \y  dx>  r da:»  dx'  da;3  v’ 

dlE  d3F 

et , enfin  pour  ^ — - sa  valeur  ■ tirée  de  (7)  , ce  ijui  donne  la 
condition 

dK 

d1  I X 

dfl 


,=  *2.  + 
d.r  dy  ' 


da:’ 


••(«')  • 


on  trouve  de  même 
d 


7 = 


r,  " l ■ i[v 

-fl 

L di  J , 2 L 

dy  J 

d y 


da: 


■■(*')  * 


Z = 


-K'-£] 


dy 


(O- 


On  pourrait  étendre  cette  analyse  aux  équations  différentielles 
exactes  des  ordres  supérieurs  au  troisième  ; mais  en  nous  bor- 
nant , pour  le  moment,  à ce  qui  précédé  , nous  énoncerons  les 
intégrales  supposées  en  fonctions  des  cocfficiens  des  proposées. 

Revenons  à l’équation  du  second  ordre  : nous  avons  trouvé 


dx 

on  tire  de  la  seconde 
d A 


d A „ d A 

dy 


d B 


da; 


iy 

-(■-TT)* 


— R: 
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à cause  de  B — T:  ajoutant  cette  dernière  équation  avec 

^Ldx=Qd», 

«t  intégrant  cette  somme,  on  obtient 

a=/1&*+(r-* L)*], 

Jl  . 

ü j — J d y est  une  différentielle  exacte,  puis- 
qu’on a , d’après  (£)  , 

dQ  _ dR  à't  m 

d y dx  d*1  ’ 

d’ailleurs  B=:T : donc  l’intégrale  (a)  devient 

/ J*  £(>dx+  (R  — ~ ) dyj  + Tdy  = Càx. 

En  considérant  l’équation  différentielle  du  troisième  ordre  , 1 

nous  avons  trouvé 

*=r,  i>=-Hy--£-  >-*-[>-  -£]> 


ï=s-ii=*-4i= 

dx  dx 

»r  des  équations  (i)  et  (2),  on  tiré 


AA  A ni 

— — dx  = Çdx 


d A , /"_  ^ d'ÎT  \ , 

IF  •r=(B“'C+Tïr)d/; 

et  en  intégrant 


d 1 

<5 

) 

r 1 

1 R 

V dx  > 

11 

L d*  J 

Ainsi  l’intégrale  cherchée  sera 
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<1.1 


— ]<îr]  d**  + (s -- jjj-)  dxdj 


+ 4r(  + Fd,jr  = ClLc’* 

Exemple.  Reconnaître  si  l’équation 

8 jàx'dy  + (4*7  + o.y)  d*d*j  4-  (a  4-4  *)  d ■rdj'1 4-  3 xàyd'y 

4-  *y&y  = 0 * 

admet  une  intégrale,  et  l’assigner.  Les  conditions  sont  satis- 
faites , et  on  trouve  l’intégrale 

3 /’dx’  4-  c 4 *r  + y ) dxdy  4-  xd/‘  4.  xjd’/  = Cd*\ 

Intégration  des  équations  linéaires. 

Intégrer  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

y"  4-  Ay'  4-  By  = o , 

A et  B étant  des  coejficiens  constans.  • 

En  multipliant  par  d y , on  obtient  l’équation  homogène 
y'dy'  4-  Ayày  4-  Byày  = o : 
faisant  y’  =yu  , on  trouve 

d y udtf  «du 

~y  u‘+Au  + B (u — a)  («  — i)  ' 

a et  b désignant  les  racines  de  «’  4"  u 4"  ® = °‘  ^a*s 

du 


a _ _ jr  _ ÉL , 

y>  uy  (u— a)(u— i) 


et 


dy 


— edx  = ■ 


du  dy  , du 

-,  — bdxz=—  ■ » 

u — — b y u •— • o 


'd’où 

ly  — hx 
de  là  on  conclut 
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u — a 


« — 1 = 


m 


et  retranchant  la  seconde  éauation  !■>  •> 

Pour  intégrale  compta,,  , ’ " * P™"“'  • “ <**« 

= — 7ne«  + nesx  ^ 

qu’on  peut  écrire  ainsi  , 

y—Ce°'  + Z)e>*t 
CttD  étant  des  constantes  arbitraires, 
si  le.  racines  . a.  t imaginais , „„  Je  |a  ^ 

on  trouve  alors 

jre=eax(Ce-**1'-*+Defxv'-r^ 

p'mfc[l“,c=Te+TfiV-.,  i=i-C'— !»!/_,’ 

on  obtient  2 a * * 

\ * . . 

^t=e“*(C'cos^*-+-i)'  sin  &x). 

Enfin  si  a = 6t  en  reprenant  le  calcul,  on  a 
dJ  «du 


y 

d’ailleurs 


donne 


(«_  aÿ*  doù 
dx  » ÈL  _ jr  __  d* 

y uy  lu—uf  * 
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“ x+C  ’ 

éliminant  u — a , on  trouve  enfin 

y =2 ce?  ('+«')  (X  +«')• 

Intégrer  l’équation 

y”  + P/  4-  Qy  = o , 

P et  Q étant  des  fonctions  quelconques  de  la  variable  x. 

En  faisant^— , on  a y'=  ue^u^xt  y^—e^11^1  (o'-f-  u’); 
ainsi  on  obtient  la  transformée 

u'  4 ( u1  4 P«  4 Q ) — ° » 

où  ut  — : l’intégration  de  la  proposée  est  donc  réduite  à 

ax 

celle  de  l’équation  du  premier  ordre, 


Pour  rentrer  dans  le  cas  précédent , supposons  les  coefficient 
P et  Q constans  : en  désignant  par  a et  b les  racines  de 
u’  4 Pu  4 Q — o , il  est  évident  que  u = a , u=z  b satisfont 
à la  transformée;  donc  on  a fudx=  ax  + w»  s=  £*4  ny  et 

y — gBx+m Ceax , y — ebx+"  — Debx  , 

la  somme  de  ces  valeurs  satisfait  encore  à la  proposée,  comme 
nous  le  démontrerons  ci-dessous , et  conséquemment  elle  aura 
pour  intégrale  complette 

y = Ce°x  4 De**. 

11  est  possible  de  réduire  la  proposée  à la  forme  z"  -f-  Vt  = o , 

où  z"=  -r — ; a cet  effet  on  posera  y = Me  , et  on  aura 
d*’ 

3,‘,+(1ï7+™)‘'  +(t^+p^+  «*)'=“' 
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Soit  -Jr  PM  = o , d’où  l’on  tire  M =z  e 


-rf1 


àx 


àx  ^ ~ ’ » 

la  précédente  sera  de  U forme  annoncée.  Ainsi  donc. . . ... 


et 


rP 

-I d* 

y = « J a 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  réduite  e"  -f-  Ve  — o. 

Exemple.  Pour  offrir  un  exemple  d’intégration  d’une  équa- 
tion différentielle  de  la  forme 


noas  supposerons 


y"  4-  Py'  + Qy  — o , 


y 3=  sin  X. . . .(i) 


X étant  une  fonction  quelconque  de  * : on  a par  la  différen- 
tiation , 

(2). ..  .y  = X1  cos  X,  yU a=  XucosX — X ?•  sinX. . ..(3)  , 

si  des  équations  (1)  et  (a) , on  tire  sin  X et  cos  X pour  en 
porter  les  valeurs  dans  (3)  , on  formera  l’équation  du  second 
ordre  , 

y"-~y'  + ^y=o (4). 

qu’il  s’agit  donc  d’intégrer.  A cet  effet , on  supposera 

y — ev, 

V étant  une  fonction  indéterminée  de  * , et  e désignant  tou- 
jours la  base  des  logarithmes  népériens  : on  aura  donc y'=:V'e,'r 
y"  = ( F'1 -J-  VU  ) ey  ; ces  valeurs  substituées  dans  (4)  , la 
transforment  dans  celle-ci  : 

(P’  + ya  ) 0r  * y>er+  X'V*'  =.  o ; 
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et , après  la  division  par  er, 

X" 

V'+y*  — —.  V'+  A'*n:o....(5)  : 

or  il  est  facile  d’appercevoir  que  cette  dernière  équation  sera 
satisfaite  par 

V = X!  V-i, 

d’où  on  déduit  en  intégrant 


V=  X y'—  * -f.  A ; 

1 , l 

en  sorte  que 

y=er  = eX^— I+  A , 

satisfait  a l’equation  (4)  , forant  il  est  d’aillenrs  aisé  de  s’eu 
assurer.  L’équation  (5)  aurait  encore  lieu  sous  l’hypothèse 

V’  = -X'j-1, 

d’où  l’on  conclurait 


y = e',=ît“2'\/“1+5, 


A et  B étant  deux  constantes  : nous  remarquerons  qu’en  faisant 
dans  (5) 

V = mX' , 

ou  aurait  en 

i -(-  m’  = o , d’où  m = y1 — i , 


et  conséquemment  F' = dz  X' \/ — t , d’où  on  aurait  conclu 
les  deux  valeurs  de  jr  trouvées  ci-dessus , et  qui  reviennent  à 
celle-ci , 


a = Ce*y'- S ^ = Cle-x^-\ 


en  faisant  « Y=C,  e5  = C,.  Ces  valeurs  de_y  satisfaisant  chacune 
en  particulier  à l’équation  (5)  , il  en  sera  de  même  de  leur 
somme  , et  comme  d’ailleurs  cette  somme  renferme  deux  cons- 
tantes indépendantes  C et  Cx , elle  sera  l’intégrale  complette 


1 bv  1 
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de  la  proposée  ( Cale . dijf. , chap.  Vlll  ).  Pour  donner  de  cette 
proposition  une  démonstration  qui  puisse  te  généraliser  facile- 
ment , nous  supposerons  qu’on  ait  trouvé  d’une  manière  quel- 
conque deux  fonctions  en  x , savoir  : 

y=p-> 

qui  satisfassent  à l’équation  différentielle  du  second  ordre 
y + iy  + Qr  = o....{M), 
on  aura  donc  par  la  première  substitution 

+ Qp=o, 

et  conséquemment  aussi , 

Cp"  + CPp'  -f  CQp  î=  o. . . .(IV)  ; 

et  par  la  seconde 

V"  + *V  + Ç?  = «* 

et  aussi 

Ctq"  +CtQg  = o. . . . (P)  : 

donc , par  l’addition  des  équations  (IV)  et  (P)  , on  a celle-ci 
Cp«+  Ctq''+P  ( Cp'+C.q')  + Q{Cp  -f  C,q ) =o  . 
qui  n’est  que  la  proposée  (Itf),  dans  laquelle  on  aurait  fait 
y = Cp  + C,  q. 

Ainsi  l’intégrale  complette  de  la  proposée  , sera 

y = CeJC'/-i  +c,e-Xy'-*....( 6)  : 

or,  on  sait  par  la  nature  de  la  question  qu’à  X=  o , corres- 
pond y=o;  donc  l’intégrale  (6)  donne 

o = C + C,  ; 

d’ailleurs  on  déduit  de  (6)  par  la  différentiation 
y'  ou  X'cos  X=X'  V—  i {C«X . . .(7)  : 
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donc,  à cause  de  cos  X~  i pour  X=o,  on  * 

1 = V-I  (C-C,), 

ainsi 


d'où 


eXv'-i__e-Xy/-i 
V~  s.nX= — — ; » 


et  d’après  (7) , 


cosX  = 


2 y—  1 


/ 


formules  connues. 

Nous  observerons,  en  général , que  P et  Q étant  variables, 
l’intégration  de  la  proposée  ne  peut  s’effectuer  que  dans  un 
petit  nombre  de  cas. 

Intégrât  T équation  linéaire  du  second  ordre 

y"  + Py'  + Qy  = R....(0  * 

dans  laquelle  P,  Q,  R sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
seule  variable  %.  . / . 


On  doit  se  proposer  de  ramener , s’il  est  possible , la  pro- 
posée à celle-ci , 


y + py  + Q= o. 


qu’on  sait  intégrer  , ce  qui  exige  qu’on  fasse  disparaître  la 
fonction  R.  A cet  effet , supposons 


y'  5=  te'  -f-  zt‘ , yH  = tz"- f-  2 z't'  -{-  zt<!  ; 
la  substitution  donne 

t iV  + Q*  ) + 3 t'z'  -j-  Pzt'  -J-  2 tf/  = R , 
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or  l’indétermination  de  z permet  de  supposer 
Z^  ■■}"  Pz'  *4“  “ o • • • • (2)  f 

en  sorte  que  la  précédente  fournit  cette  seconde  équation 

a t'z'  + Pzt'  -f-  zt"  = R î „ . ; 

c’est-à-dire  , 

/ 2 z'  \ Il 

"+"(p  + — ) = -' 

OU 

(21'  \ , Bd* 

P -l J t'àx  =• — - — ....  (3). 

Supposons  qu’on  ait  intégré  (2)  par  la  méthode  exposée  plus 
haut,  et  qu’on  en  ait  tiré  la  valéur  de  s en  * : l’équation  (3) 
sera  linéaire  du  premier  ordre , et  facile  à intégrer  d’après  ce 
qu’on  a vu  (Cofc.  difj.  , pag.  168,  1G9).  Cette  intégrale  est 

mais  e ” z — er  1 = ; donc  en  posant.... 

tfPàx  __  ,p  ^ on  aura 

i'  ; X fy  zRdx , d’où  t — f <p  zRdx  , 


et 


y~ts  = z J^fRçzAx. 


Il  importe  de  remarquer  que  la  double  intégration  introduit 
deux  constantes  arbitraires. 

Exemple  I*r.  Soit  l’équation 


r"+ 


— 1 
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on  a , d’après  (2), 

*"+  — = o , 

et  d’apres  le  problème  précédent,  on  tire  de  celle-ci  la  trans- 
formée 

du  4-  ( u’-f- — — - ) dx=  o . 

\ x x'  J 

l 

équation  qu’on  rend  homogène,  en  posant  u = et  qu’on 

sépare  ensuite  par  l’hypothèse  jc=  vs  : on  trouve  ainsi, 

d*> 
y 


— j»,  ,=-!-i/c^±4-') 

s (s*  — 1)  s v v,  s— i J 


en  n’ajoutant  pas  de  constante  : restituant  pour  v et  s leur* 


valeurs et  ux  , on  obtient 

ëry^=‘(~)> 


u 

x’  + i 

u = 

X (x' 

or  ç = x et  R 


x1-— 1 


donnent 


t'  =r  ■ 


d’où  on  tire  / , et  ensuite  tz  ; c’est-à-dire , 
ax-f-J  x1  — 1 


2 x 4* 

Exemple  II.  Soit  l’équation 
„ o»  — 1 

y' — rrr-  y ~ ■ 


+-  -£pi-  «/(* 

4x  \ X+  l / 


m 


4x* 


on  en  tire 


jiigiii-’fô  irpfcraogle 

- * <1  ~~  il  i<M>rtia~r'''~âïP~ 
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équation  à laquelle  on  satisfait , en  prenant  z s=  \/xa  + ' ; 
d’ailleurs  <p  = t ; donc 


mx-f-i 

*=-prr»  *= 

Intégrer  l’équation 


VI 


îc«._ 

t a a — i ) 


yC“)  -f  AyC—O  -+-  + . . . . Gy  = o . ... . (i)  , 

linéaire  en  y , et  dans  laquelle  les  coejjxeiens  A , B. . . .G  sont 
constans. 

On  a vu  (pag.  244)  que  l’équation  linéaire  du  second  ordre  à 
coefliciens  variables,  était  satisfaite  par  y =e^“ir,  et  qu’en  pas- 
sant aux  coefliciens  constans , u devenait  constant  ( pag.  2 42 
et  243)  : il  est  donc  naturel  d’essayer  ici  la  solution  y—emx , 
«étant toujours  la  base  des  logarithmes  népériens;  par  cette  subs- 
titution , et  après  la  divion  par  emx , on  est  conduit  à l’équation 

m"  + Am"-'  -f.  Bmn-'  -f ....+  G =0 (Itf ) : 

ainsi  désignât  par  m„  m,,  m3,  etc.  les  racines  de  cette  dernière 
équation  , les  solutions  de  la  proposée  seront 

y = em,*,  y = em*z,  y = ‘msx  , etc. , 

et  il  est  facile  de  prouver,  comme  onia  fait  (pag.  247  et 248), 
qu’elle  sera  encore  satisfaite  par 

• . ? 
y=:C,em,x  -j-  Ctem>*  + C3ems*  -f  etc. . . .(2)  , 

qui  sera  son  intégrale  complette , puisqu'elle  renferme  d’ail- 
leurs n constantes  arbitraires  : en  effet,  en  représentant  emi* , 
em**,  en3x,  etc.,  par  p,  q,  r,  etc.,  on  a pour  résultats  des 
substitutions  de  p,  y,  r,  etc. , dans  (t) 


v 
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p'n)  4 jtp'.n~')  4 4"  Gp  = o ,• 

ÿC")  4-  Aq('-')  + 4 Gq  = o, 

ri")  4 Arin~‘)  4 4 Gr  = o , 

etc. 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  C, , la  seconde 
par  Ca , la  troisième  par  Ci , etc. , et  qu’on  ajoute  les  pro- 
duits , on  trouvera 

C,p  C»)  4C,9C")  4Cjr(")  4 etc. 
4^{C,p(— )4Ca?  '4  etc.  } 

4 C ( 4 4 C3r  4 etc.)  = o , 

équation  qui  résulterait  évidemment  de  la  substitution  (a)  , 
dans  (i). 
t Les  valeurs 

y^=  j-=  y — CitTs* , etc. , 

sont  d’ailleurs  les  intégrales  complettes  d’autant  d’équations 
linéaires  du  premier  ordre , telles  que 

/4^=o.  W 

y’  4 A2y  = o , 

f + = 0 » 

etc. , 

pour  lesquelles,  on  aurait 

m,  = — Ait  ^ — “ Ai , etc. 

Dans  le  cas  ou  plusieurs  des  racines  m, , m, , m3 , etc.  devien- 
nent égales , l’intégrale  paraît  perdre  de  sa  généralité  : car  en 
supposant , par  exemple  mx  — m2 , on  aurait 

y=  C,  em‘x  4 C,e,n **  4 C3e*V  4 etc-  * 

= ( C,  4 C„  ) em‘*  4 C3e'n3*  4 etc-  » 
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où  la  somme  C,  4-  C 2 équivaut  à une  seule  constante  : mais 
alors  on  supposera 

m,  = m,  -f  i , 

k devant  être  zéro  dans  le  résultat  du  calcul  : donc  en  ne  con- 
sidérant que  les  deux  termes  qui  se  réduisent  à un  seul , on 
aura,  par  le  développement  de  x e*x, 

C,em,x  + Cae'"»r=  «™*x  (C,  4-  C,ekx  ) 

z=emi*^Ct-lrC>  4- 4- ^-4-  etc,j~J. 

En  posant 

C,  =c,— - — , d’ou  Cl-\-Ci~cx  y 

substituant , réduisant  et  faisant  k = o , on  trouve 
y = em'x  {c,  4-  CiX+  etc.)  4-  etc.  , - 

où  c,  et  ct  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires , en  sorte 
que  l’intégrale  a repris  toute  sa  généralité.  / 

Dans  l’hypothèse  de  m,  s=  ma  = mj , qui  donnerait 

y = em‘x  (C,  4-  Ci  4-  C3  ) 4-  etc. , 
où  trois  constantes  se  réduisent  à une  seule  , on  poserait 

»i3  = m,  4-  k ; 

d’où 

. y = em>x  ( c , 4-  f.x  + C%elx  ) 4-  eu. , 

en  employant  la  transformation  déjà  trouvée  pour  m,  = mx  ; 
développant  ehx  , il  vient 

y = em  y 1 j(c,  4-  +(c»4~  Qk ) X 4-  C3  — fi  C3  4"  etc 

A l’imitation  de  ce  qu’on  a fait  dans  le  cas  précédent , on 
posera 
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d’où 


c,  4*  = (c, 

c,  + C}  =s  (c,)  ; 


si  l’on  fait  h ss  o , et s fcj)  dans  le  résultat  des  subs— 

2 

titutions,  on  trouvera 

y = *m'1  { (c.)  + (c,)  * + (c})  x*{  + etc.  * 
intégrale  complette. 

Passons  au  cas  des  racines  imaginaires  , et  supposons  qu’on 
ait , par  exemple  , 

W,  =r=<*  4-/8  {/ — i,  m,=z  a — /3  V — X, 

les  deux  termes  em‘x , e"’»x  deviendront  respectivement 
eaz+exs/—i__e*x  x,e,xy'~l=zem*{cos.fix-\-sTa.fix.^ — i Jt 

et  conséquemment 

C1e'nix4-C>em»x=e»rJ(C,4-C,)  cos  (S*  4- (C, — C,)sin,3*vé — 1} 
=e**  (c,  cos  /Sa:  4"c»  s‘°  J®*  — 1 ) » 


en  remplaçant  Ct  4-  par  c, , et  C,  — C,  par  cv  La  même 
transformation  aura  lieu  pour  tous  les  couples  de  racines  ima- 
ginaires, et  on  voit  que  le  nombre  des  constantes  n’est  pas 
diminué. 

Nous  démontrerons  autrement  qu’il  y a autant  de  constantes 
qui  deviennent  infinies  qu’on  suppose  de  racines  m,,  m,,  etc. 
égales.  En  effet,  les  n conditions  d’après  lesquelles  on  détermine 
les  n constantes  arbitraires  C, , C,  , C3 , etc.  consisteront,  par 
exemple  , en  ce  qu’aux  n valeurs  m" . . . .de  je,  repon- 


r 
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dront  les  valeurs  p , 0' , p" . . . .de  y , hypothèses  qui  reportées 
dans  (2)  , donneront 

P = C,em‘*  -f  + C,emr  -f  etc. , 

P'—  C*mS  -f-  4-  Cje"3“'  + etc. , 

fi«=  C,em.“''+  C,em.“"  + C}em3a"  + çtc.  : 

• 

or  si  l’on  fait  emi*=a,  e'n»‘*=4,  em3*=  c. . . .eOT**’ 

= 4'. . • emi*  = a*'. . . .,  ces  équations  deviendront 
j8  = C,a  -f-  C,4  4-  C3C  4-  etc.  , 

/B'  = C,a’  4-  C,4'  4-  C3c'  + etc. , 

J8*a=  C,a«4-  Ç,**+  C3»*+  etc.  , 
etc.  ; 

que  l’on  désigne  par  y,  y'  la  somme  des  deux  premiers  termes  de 
0 et  0f  , on  aura 

C,o  + C>b  = yi  C,a>  4-  C,y  = y' , 
d’où  l’on  tire 

l r _ vb'~bY'  „ _ ay'—ya'  . 

ai'  — 4a'  * * ai'  — 4a'  ’ 

et  pour  mt  = m1,  auquel  cas  a = 4,  a' = 4',  les  valeurs  de 
Ct  et  C,  deviennent  infinies.  Pareillement  si  y , y',  yn  repré- 
sentent les  sommes  des  trois  premiers  termes  des  valeurs  de 
0 , p\  0H , on  trouvera  pour  mI=ttii  = m3,  trois  constantes 
infinies , et  ainsi  de  suite. 

On  peut  éviter  par  l’analyse  suivante  l’obscurité  qui  résulte 
de  l’égalité  des  racines  de  l’équation  (JJ/)  ( pag.  25 1 ).  On 
supposera  dans  la  proposée  (r)  , (pag.  250» 
y = Xenx , 

m étant  une  constante , et  X une  fonction  indéterminée  de  x ; 
cette  substitution  donne  après  la  division  par  c’nx , la  transformée 


\ 
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X ( m"  + Amn-'  4-  Bmn~ » -f 

ùX 

+ XT  (nm"-1  + (»—*)  Am"-- 1 + 4-^)1 


dr 

i i'Xa 


=o..(3). 


+ — d?  (n(-n~ 1)m"~'+(.n—' 0C« — 34-....,)J 
4*  etc> 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  de  a:  et  de  m qui  satisfont 

ôX 

à cette  équation , j’observe  que  le  coefficient  de  — — n’est 
autre  chose  que  celui  de  la  différentielle  par  rapport  à m du 


coefficient  de  X ; qu’il  en  est  de  même  de  celui  de 

dX 


dX 


d^P3r 

rapport  au  coefficient  de  — j — , et  ainsi  de  suite  : conséquem- 
ment dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  l’équation 
mn  4-  Amn~ ' 4*. . . .-f-  G s=  o. . . . {M )’ , 

seront  inégales,  il  faudra  faire  X—C  dans  (3),'  afin  que 

dX  d’X  . . . ...... 

— — , -j— - , etc.  soient  nuis,  puisque  les  denvées  de  (M)  ne 

le  sont  pas.  Mais  s’il  y a p valeurs  de  m égales  entre  elles  , 
p étant  < n , les  p — i premières  dérivées  de  (M)  étant  satis- 
faites (Cale.  diJJ chap.  VI)  par  ces  racines,  il  suffira  que  le 
coefficient  de  la  première  des  dérivées  qui  restent,  soit  nul  ; 
c’est-à-dire , qu’on  ait 


dX 

djtP 


= o,  d’où  X = C+C'x 4-.... -f-  CCp—  )x{r-*)=t 


les  constantes  étant  en  nombre  p ; la  partie  correspondante  de 
la  valeur  de  y sera  donc 

y=  ( C -f-  C'x  -{-•  • • emi*  , 

m,  étant  la  racine  qui  se  repète. 
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ïntigrer  T équation  linéaire  d'un  ordre  quelconque 

A y -|-  By'  -j-  Dyff  -{■••••+  Kyl")  = X , 

dans  laquelle  A,  B,  D....K  sont  des  coefficiens  constans  , et 
X une  Jonction  de  la  seule  variable  x. 

Nous  -exposerons  la  méthode  sur  une  équation  linéaire  du 
second  ordre , 

* -Ay  + %'  + Vy"  = X , 

soit  e~mxdx  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  : comme  Xe~~mTdx 
est  la  différentielle  d’une  fonction  de  x , telle  cjGe  P,  le  premier 
membre  e~mxdx  (Ay-\-By'  -\~Dytt  ) est  aussi  celle  d’uuc  dérivée 
inférieure,  telle  que  e~mx  (nyjby'),  a et  b étant  deux  coefficiens 
à déterminer  : à cet  effet,  différer.lions  e~mx(ay-\-by>') , et  com- 
parons le  résultat  terme  à terme  avec  è~mxdx  (Ay-^-By1  -^-Dy11'), 
nous  aurons 

— ma  — A , — mb  -(-  a = B , b = D , 

d’où 

» q 

A -f-  Bm  -f-  Dm*  = o , a = — — , b — D : 

ni 

ainsi  la  constante  m est  l’une  des  racines  de  la  première  équa- 
tion , et  les  constantes  a et  b sont  données  par  les  deux  autres 
équations:  en  sorte  que  l’intégrale  du  premier  ordre,  sera 
e~  mx  ( ay  -f-  bjf&)  = P -j-  C , 

C désignant  la  constante  : ainsi 

°y  + ty  = emx  ( p + c )•  • • r CO* 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  m par  ses  deux  racines 
rn,  , m2 , et  qu’on  élimine  y'  entre  les  deux  résultats  , on  aura 
l’intégrale  complette. 

Pour  l’équation  générale  de  l’ordre  n , la  constante  m sera  •* 
racine  de  l’équation 

A -}-  Bm  -f-  Dm’  -f-. . . . Kmn  = o , 
c*  qui  donnera  n intégrales  de  l’ordre  n — r , de  la  forme 

/ 17 
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emx  + -f-  cyH  , 

entre  lesquelles  on  éliminera  les  coefïicicns  différentiels  y(n~'  ), 
. . . y’.  On  trouvera  dans  ce  cas  général, 

A , a— B b—D 

a — — , b s= . c = t etc. 

m rn  m 

Exemple.  Intégrer  l’équation 

d'y  Aydx1  = Xdj:* , 

qui  est  celle  d#  problème  des  trois  corps , l’un  des  plus  im-f 
portans  de  la  Physique  céleste.  On  a Dxx. i,  B—o,  , 

d’où  m,  r=  V — A , m,  = — — yf , > 

P=f  Xe~m‘xd x—fXe-xSA.s/-,  jX| 

P =zfXe~m*xdx  = / Xex  v'A.'Z-i  dXf 

a \S — yf  , a = — = — — yf  , 

mt  m 2 

5 = i : par  ces  substitutions  dans  (i)  , orif  trouve 


yf4-y  = «I‘/^:v'-I(/’Xe-;rv/^V-,da;+C^ 

a». , .-y  l/=7/+ jr'  ‘(/A#.  * v/^V-  * dx  + C)j 

en  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première  pour  élimi- 
ner  y,  on  a .%j> 


a y \/ZTÂ  — v'A  . »/- 1 ( f x^xyA.y'-i  Ax  + C)t, 

(fXe+x*'j4  '/-1  dx  + C); 

et,  à cause  de  =cos.ary/yf.±\/ — t .-sin.Æy^ yf, 

on  obtient,  après  les  réductions,  l’intégrale  de  la  proposée 
sous  forme  réelle. 

Intégrer  l’équation  linéaire  d’un  ordre  quelconque 


y(“)  -(-  Py(“-‘)  -f  Qy(“-»)  -f- -f-  Uy  = X. ..  .(t)  , 

dans  laquelle  les  coefficiens  P , O. . . .U  et  X sont  des  Jonctions 
données  de  la  seule  variable  x. 
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Nous  démontrerons  que  l’intégration  de  la  proposée  dépend, 
de  celle  de  la  suivante 

jr(")  + Pÿ*n-">  + Qy<n~'ï  + + Uy  — o (2)  ; 

Pour  établir  cette  proposition , nous  considérerons  l’équation 

y"1  4-  Py"  +Qy'  + (4)  = 

or  p , q , r étant  trois  valeurs  de  y qui  satisfont  à la  dérivée 

; y'"4  Py"  + Qÿ  ■+•  Ry  = o (5)  > 

d’où  il  résulte  (pag.  247 , 248  et  2Üi)  que 

y=  C,p  4-  C,q  4 C3r. . . . (6)  , 
jouit  de  la  même  propriété,  C, , C 2 et  C3  étant  des  constantes  , 
il  s’agit  de  faire  voir  que  la  somme  des  mêmes  fonctions  /?,  q,  t 
multipliées  (chacune  non  plus  par  une  constante  , mais  par  une 
fonction  convenable  dcx,  rendrait  la  proposée  identique,  et  ce 
sont  ces  fonctions  qu’il  s’agit  de  déterminer.  A cet  effet,  regar- 
dons dans  (6)  , C, , C,  et  Cj  comme  des  fonctions  de  x , et 
nous  en  déduirons 

y'  = C,p'  C,q'  4-  Ci^+pC,'  4-  qCj 4.  rCi' . . . .(7)  ; 
en  posant  * 

pC/  4 qCj  4 rC3'  = o. . . . (8)  , 
on  aura  \ • > 

y'  s=  C,p'  4-  C,q'  4-  C3r\**.( 9)  ; 
différentiant  (9)  , il  viendra 

y"  = C,pH  4-  a?"  + G>"  4 p'Ct'  4 q’ C%‘  4 4 C/  ; 
posant  encore 

p'C,'  + q'C/-hr'Cîl  = o....(io),, 

il  restera 

y"  — Ctp"  4 C%qH  4 C3r". . ..(11), 
dont  la  différentiation  donne 

y<»  = C,  p'”  4 C,  q 4 C3  r"'  4 p«  C{  4 q"  C,'  44'éV... . » . (12). 
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l*ar  la  substitution  des  valeurs  de  y , y y U,  y"1  données  par 
les  équations  (6)  , (y)  , (11)  et  (12)  ; l’équation  (4)  devient 

C,  { p’"  + PP»  + QP'  + Rp  } 

4-My"'4-JV  + Qq'  + Rq] 

4-  Ci  } r"'+  Pr" + Q P + lir  j 
4-  C,'p»  +CSq»  4-  Ci'r» 

or  les  facteurs  de  C, , C * et  C3  sont  nuis  , puisque  le*  fonctions 
p,  q,  r satisfont  à l’équation 

? 4-  Py"  + Qr'  4-  Ry  = o ; 

donc  l’équation  (i 3)  se  réduit  à 

C/pu  4-  CJqU  4-  Ci  r*  = o. . . .(i4)  : 

en  sorte  qu’au  moyen  des  équations  (8)  , (10}  et  (t4)»  ou  pourra 
déterminer  C,',  C%\  Ci  , les  fonctions  p,  q,r  étant  connues 
ainsi  que  la  fonction  X : on  aura  donc  des  résultats  de  la  forme 

d C,  = iSda: , dC,  = Ttla: , dC3  = L”dx , 

S,  T , L’étant  des  fonctions  de  x : on  en  déduit  par  l’intégration 

C,  — f'Siix  4“  » C,—  J Tdx  4-  r» , Ci  ~ f'VAx  4-  c\ , 

et  conséquemment 

y=C,p  + C,q  4 -C3r  — p\  fSàx  4-  c,  } 4-  q { fTdx  4-  c2  £ 

4-r  {frâx  + a }, 

intégrale  complette  de  la  proposée , puisqu’elle  renferme  trois 
constantes- c,  , c, , c3  : cette  valeur  de  y se  compose  de  deux 
parties  ; savoir  , 1".  c,p  4-  c^q  4-  c3r  qui  est  l’intégrale  de 

' f"  + Py"+Qy + Ry=o, 

et  2°.  de  p f Sdx  4-  qf  Tdx  4-  rf  Vàx  qui  est  la  partie  addi- 
tive  à cette  intégrale  pour  qu’elle  devienne  celle  de  la  proposée. 
11  est  facile  d’étendre  ce  que  nous  venons  de  dire  à une  dérivée 
linéaire  de  l’ordre  n. 
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Euler  à pleinement  résolu  le  cas  où  les  cocfïiciens  P,Q,R....U 
A ' B C 

a bx  ’ (a- f-  bxÿ* ’ ( a-f-bx )3  ’ ’ 1 


sont  de  la  forme 


B , C,  etc.  étant  des  constantes. 

Nous  reviendrons  par  une  autre. méthode  sur  l’intégration  des 
équations  linéaires  , sur  laquelle  on  peut  consulter  le  Calcul 
intégral  de  il/.  Dubaurguet , qui  a traité  cette  matière  d’une 
manière  neuve  et  élégante. 


Du  Jacteur  propre  à rendre  intégrable  une  équation  dijjérentielle 
d'un  ordre  supérieur  au  premier. 

1 

Nous  généraliserons  ce  qui  a été  dit  ( Cale,  intég. , pag.  18a 
et  suiv. ) 

La  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  l’intégrale  d’une 
dérivée  d’un  ordre  quelconque  , est  de  la  préparer  de  manière 
que  son  premier  membre  devienne  une  dérivée  exacte  (Cale, 
intég.  , pag.  182),  car  alors  il  n’y  a qu’à  prendre  sa  primitive, 
c’est-à-dire  intégrer,  et  ajouter  une  constante  , ce  qui  donne  la 
primitive  de  l’ordre  immédiatement  inférieur  : et  en  opérant 
ainsi  successivement , on  pourra  parvenir  à l’équation  primitive 
entre  les  deux  variables , et  autant  de  constantes  arbitraires 
qu’en  comporte  l’ordre  de  la  proposée. 

Or  cette  préparation  est  toujours  possible  , par  le  moyen 
d’un  multiplicateur , lorsque  l’équation  dérivée  de  l’ordre  n , 
est  réduite  à la  forme 

yM  •4-/0c».r  y(n~,'>  = 0, 

t 

yin)  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  y.  D’un  côté  , 
il  est  clair  que  cette  réduction  est  toujours  possible  , ou  censée 
possible  , quelle  que  soit  la  forme  de  la  proposée , car  il  n’y 
a qu’à  en  tirer  la  valeur  da  y(")  par  les  règles  connues.  D’un 
autré  côté , on  sait  que , quelle  que  puisse  être  l’équation 
primitive  de  l’orde  immédiatement  inférieur,  si  on  dégage  la 


« 


/ 
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constante  arbitraire,  et  qu'on  prenne  ensuite  les  fonctions  dé- 
rivées de  part  et  d’autre  , on  a une  équation  dérivée  dans 
laquelle  la  plus  haute  des  foifttions  dérivées  de  y , ne  .sera 
qu’à  la  première  dimension,  et  qui  devra,  par  conséquent  être 
identique  avec  la  proposée  (Cale.  difj. , chap.  YH1).  Ainsi  ayant 
réduit  l’équation  primitive  à la  forme 

F(x,y,y'....y<.—  '))  = a, 
où  a est  la  constante  arbitraire  , on  aura 

F'(.xty,y,.^..y(n-')')  = »; 
laquelle  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à la  différen- 
tiation par  rapport  hy{"~‘) , ou  à la  dérivée  de  y(n~ *),  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

F'  { x,y,y y(*—)  ) -f  yWF'y"-'  = o , 

A.F(x  V *(»—«)  X 

où  yin)  F'y\n~')  est '-p- J d’où  l’on  lire 

rW+  W*,y,y(,.:.y<'’->)')  = 

J b'y(n~l) 

comme  la  constante  a a disparu  , cette  équation  devra  être 

identique  avec  la  proposée , puisque  la  valeur  de  yW  doit 

être  la  même  dans  les  deux  équations  : donc  la  fonction 

J ( x » y i j'  • • • y^"~ 1 5 ) est  identique  avec.  ............ . 

F'(x,  y. . ..  y(*“ ’>)  . , „ , 

j ajoutant  de  part  et  d autre  la  quantité 

<yin),  la  fonction^  ^+nx,y....y  (»—«))  deviendra  iden- 
F'  (x,  y . . . .y{  "“**))  -|- jy(n)  F' y ( 

F'ÿ(n-1)  " ’ 


tique  avec  la  fonction 


F'  (x,y,y'....y(n~' ,) 
F'yi"  “ 1 ) 


e’est-à-dire  , avec  la  fonction 
l’équation 

+/(.x  ,y....yf-m-'))  =o  , 
étant  multipliée  par  F'j<n~')  deviendra 


. Donc 


V 


* 
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I 


F'  (*  » yi  f-  ) = O ; 

en  sorte  que  son  premier  membre  sera  une  fonction  dérivée 
exacte.  Ainsi  il  existe  toujours  une  fonction  d’un  ordre  infé- 
rieur à celui  de  l’équation  proposée  , par  laquelle  cette  équa- 
tion étant  multipliée , son  premier  membre  devient  une  dérivée 
exacte. 

Comme  cette  proposition  est  fondamentale  , et  donne  lieu 
à des  conséquences  importantes  qui  nous  serviront  par  la  suite  , 
nous  allons  la  considérer  sous  un  point  d»  vue  plus  étendu. 
Soit  toujours 

la  primitive  de.  l’équation  dérivée 

y{")  +/(*,  y,  y'....  yi*-'  ))  = o..,.(2)  , 
a étant  la  constante  arbitraire  : par  1«  théorie’  générale  , on 
aura  l’équation  dérivée  de  la  primitive  supposée , en  élimi- 
nant a au  moyen  «le  l’équation  (i)  , et  de  sa  dérivée  immé- 
diate, 

F'(x,  y,  y • • • —F'(x,  y. . . .y"-’)  +y'-")F'y(',-'\ 

a étant  regardée  comme  constante.  D’où  il  est  facile  de  con- 
clure , comme  ci-dessus  , que  la  fonction 

yW  +f(x,y....y(n~')), 
deviendra  identique  avec 

^ Py("-‘)  * ’ 

• • « • 1 T 

en  substituant  ici  pour  a sa  valeur  en*,/.,.  .y(“~  O , tire'e 
de  l’équation  primitive.  Considérant  donc  a comme  une  pa- 
reille fonction  déterminée  par  l’équation  primitive  (i)  , on 
aura  pour  la  détermination  de  a' , l’équation  dérivée  , laquelle 
en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à a' , donne 

F'  ••  ..yC’1-»))  + a'F'a  = o , 

) 

, t 
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d’où  l’on  tire 


~ F'a 

= [>w 


_py(»-»J 


F'yC»-') 

Ri  donc  on  multiplie  l’équation  (a)  par  — ^7 , ton  pre- 

mier membre  deviendra  une  fonction  dérivée  exacte,  dont  la 
fonction  primitive  sera  — a , en  supposant  a déterminée  par 
l’cquation  (1).  On  est  donc  ainsi  assuré  de  l’existence  d’un  mul- 
tiplicateur propre  à rendre  le  premier  membre  de  l’équation 
proposée  une  dérivée  exacte.  Il  est  encore  aisé  de  conclure  de 
ce  qui  précède  que  la  formule  générale  des  multiplicateurs  , 

<p  axFy(n-‘)  ... 

sera  ~ , puisque  — a'<j>  a est  ou  peut  etre  regardée 

comme  une  dérivée  exacte  de  <p a.  On  peut  consulter  sur  ce  sujet, 
la  Leçon  treizième  du  Calcul  des  fonctions , par  M.  Lagrange. 

Proposons-nous  d’intégrer  par  le  moyen  du  multiplicateur, 
l’équation  la  plus  générale  du  second  ordre 

Pd’*  -f-  Qd*’  -j-  /Idx  d y Sdy'  -j-  Td'y  = o. . . . (1)  , 

laquelle  divisée  par  P devient 

d’*  -f-  Qjdx’  -f-  R,dx  d \y  -f-  ^djy1  -f-  T, d’j"  = o. . . . (2)  : 

cette  équation  multipliée  par  le  factemt  M devient  une  diffé- 
rentielle exacte  , dont  nous  désignerons  l’intégrale  incomplelte 
par  Adx  Bdy  = o , et  l’intégrale  complette  par......... 

Adx  -(-  Bdy  Cdx  , C étant  la  constante.  Prenant  la  diffé- 
rentielle de  Adx  -}-  Bdy , et  ta  comparant  avec  l’équation 

M ( d’*  -f-  Ç.dae’  + fl.dx  dy  5,dj»  + T, d’y  ) = o . . . . (3)  , 
on  trouve  A = M,  B — MTIt  ce  qui  donne 
Md*  -j-  Mîjdy  = 0 , 
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pour  l’intégrale  incomplette.  Faisant  la  différentielle  de  cette 
intégrale , et  comparant  avec  (3)  , on  obtient  ces  conditions 


AM 

dï~MQ"  d ly 
la  première  donne 


m 


dx 

t,am  , mat. 


da- 


da: — MQ,dx , 


«t  la  troisième  1-  , 

Ay  dy 


— MS, , d’où 
AT, 


6M  . 


T, 


donc  apres  avoir  fait 
AT, 
dx 


= T , 


1_  rpn 


on  aura 
AM 


Ax 


, AM  . 
Ax  -f  -= — Ay 


M 


d’où  l’on  tire 


M=e 


et 


• • • • (*)  i 

i»  = nieflQ‘ix+ 


dx 

AM 


s.- - T"  (\?*x + (r-rr) 

m C ' 1 ' 


Ay  ~ T, 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation  qu’on  n’a  pas  em- 
ployée , il  en  résulte  celle-ci , 

£ — T"  + T,T'+  T‘.Ql—T,Rtx=o....(l}t 


Digitized  by  Google 


a6<î 


Leçons 


qui  sera  identique  toutes  les  fois  que  la  proposée  pourra  de- 
venir exacte  par  le  moyen  du  multiplicateur,  et  qui  sera  la 
seule  condition  qui  doit  avoir  dieu  pour  que  la  proposée  puisse 
devenir  exacte  par  ce  facteur. 

Exemple  Ier.  Soit  l’équation 

, a + 3 x'y  . . 2*’  , 

d’x  dxàf  -J — dj*  + ar’d’j  = o J 


après  avoir  substitué  dans  (/) 

„ „ a + 3 x'y 

Ç,  = o,  R, — - 


•5.  = -^, 
y 


r,  = *3. 


cette  condition  devient 

-îi  + 3** — =0. 

y y 

On  peut  donc  pieodre  A/=  e'lT  =.  y'  , et  l’intégrale 
Màx  + jT/T.dy  = Côx  , 

devient 

y’ dx  + y'x*dy  = Cdx. 

Exemple  II.  Soit 

d1* — d xày  + yà'y  = o » . 

y 

on  a 

Çi  = o » R<  ^ = o , T,  —y j 

la  condition  ( l ) devient 

i 

— i -h  y — = o , 

y 

et  la  formule  (A)  donne 

fày_ 

Mz=e'  y = e-irsr— . 

y 

Considérons  actuellement  les  équations  différentielles  tou- 
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jours  du  second  ordre  , et  de  la  forme 
d p -f-  Pàx  e=  © , 

' d'y 


367 


où  d p : 


dx 


> et  P une  fonction  de  x et  y et  p : soit  ft  une 


O 


fonction  telle  qu’on  ait 

x f tdp  + ftPdx  = du  ; 

rt  \ 

« = C sera  une  des  deux  intégrales  premières  complettes  de  la 
proposée,  et  tout  facteur  compris  dans  ne  pourra  con- 
duire qu’à  cette  intégrale  première.  Soit  p urt  autre  facteur 
propre  à rendre  intégrable  la  même  équation  du  second  ordre, 
et  qui  ne  soit  pas  compris  dans  la  formule  pifs;  en  faisant 

p dp  -f-  p Pdx  — d/ , 

t—C'  sera  l’autre  intégrale  première , et  tout  facteur  com- 
pris dans  la  formule  p ft  ne  pourra  donner  que  cette  intégrale 
première.  Mais  4*  étant  une  fonction  quelconque  de  Jduyut 

f dt.Jt , il  est  clair  que  Çft  yu  -f-  p ( dp  -f-  -Pdx  ) 

est  aussi  une  différentielle  exacte  , puisqu’elle  est  égale  à 

<p  ».  .du  -]~  '-^-ft.dt  , q>  et  J étant  des  signes  de  fonctions. 

;!  ; . . ■ > 

Donc  ft  q>  u p — p ft  est  la  formule  générale  des  fac- 

teurs. 


Exemple.  Soit  l’équation  du  second  ordre 

10, 


d,  + £ii; 

X 


pour  laquelle  on  a P = — , ft  — x , et  uxxpx.  Ainsi  l’une 

* X 

des  intégrales  premières  complettes  , c’est-à-dirç,  u — C,  sera 
px  = C.  . . i(l). 

Or  de  » — px , on  déduit  - 
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JL+  fë*L  = is} 

U ' J U% 

d’où  l’on  tire  z=.lx — , c’est-à-dire  , 

J K*  « 

/S-^  + Æ-Y^ta-JL, 

J p'x  \ r ' X J px 

comme  le  facteur  = p n’est  pas  compris  dans  la  formufc 
(cyu  = x ypx  , on  peut  prendre 

Ix  — = , * 

px 

pour  l’autre  intégrale  première  complette  de  la  proposée.  En 
sorte  qu’on  obtiendra  l’intégrale  finie  complette  en  éliminant 
p entre  les  intégrales  (i)  et  (2). 

De  la  même  équation  u — px  , on  tire  encore 

ày  , et  y — ulx — fdu.lx  ; 

d’où  l’on  conclut 

fxlx  (d p -f-  = px  Ix  — y , 

et  ce  nouveau  facteur  xlx  qui  n'est  compris  ni  dans  xçx 

ni  dans  — — ( Ix  — ) > l’est  dans  la  formule  générate 

p'x  \ px  J 

, y d%J- 

•ù  uxzpx,  et  tz=Ix — : car  en  faisant  1} < ut  , en 

px 

d^  di}/  1 

sorte  que  y u =z  1 , ft  = 1 , on  a ~ t=  tp  — “ » ct  la 
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formule  précédente  devient 

xlx — — [-  — xlx. 

P P 

Nous  nous  bornerons  à ce  seul  exemple. 

Nous  allons  reprendre  l’intégration  des  équations  linéaires 
par  un  facteur. 

Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  , supposons 
l’équation  , 

et  soit  r le  facteur  qui  la  rend  intégrable , r étant  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  x et  de  constantes  ; on  aura 

Pr  dy  -{—  Q rydx  = Xrd*  : 

comme  le  premier  membre  est  une  différentielle  exacte , son 
intégrale  ne  peut  différer  de  P<ry  que  d’une  fonction  de  x , 
et  de  constantes  que  nous  désignerons  par  S.  Donc 

Prdy  -{-  Q<rydx=  d (Prj  + 5)  =xPrdy  -j-  yd . Pr  -|-  dS , 

d’où  l’on  tire 


d S 


= (Qr-~)ydx-, 


expression  qui  serait  absurde  , si  l’on  n’avait  pas  ‘ 

d .Pr 


(« 


et  conséquemment 


d .Pr  „ , d.P<T  Qdx 

- ür=°’  ~yr~~ 


H 

P~* 


qui  a pour  intégrale 


/.  Pr  = , d’où  Pr  = J' 


{Ma 


* ; 
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d’ailleurs  de  US  = o , on  conclut  5=  const.  Donc  la  proposéè 


/■Qix 

= c+p±J—, 


a pour  intégrale  Prjr  -f-  C = f X«-dx,  c’est-à-dire  , 

/Qdx  _ _ /’Qd* 

~~F~  __ 

J " 

d’où 

résultat  obtenu  ( pag.  1(39  ). 

Considérons  , en  second  lieu  , l’équation  linéaire  du  second 
■ordre 

traitée  ( pag.  248  et  249  ) : en  la  multipliant  par  >dx , r étant 
toujours  une  fonction  de  x , on  trouve 

Pr  + Qrdy  - j-  Rrjrdx  = Xrdx....(a)  > . . 
dx 

dont  le  premier  membre  est,  par  hypothèse  , une  différentielle 

(3  y • 

exacte  : il  aura  donc  pour  intégrale  Ptr  -j— , plus  une  fonc- 
tion de  y , x et  de  constantes  , que  nous  désignerons  encore 
par  S ; et  par  conséquent  1 . 

Pr^T  + Q'fy  + Rrjr  dx  =s  d (pr  -jj  + 6') 

=p4?+^d'+d‘s--*(3)i; 

\ ’ 

d’où  l’on  tire 

dS  = (^Qr  — - ^ > 


*• 

I 


et  en  intégrant 

s=(Q. 


dx 

d.Fir 

dx 


■)y+  T..' J®; 
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T ne  devant  renfermer  que  la  seule  variable  x et  des  conî-^ 
tantes.  En  différentiant , il  vient'  

d.Po-  \ , / d<Ç)ir  à''. Pr 


d5  = (Ç' 5-^)d/  + (- 


dx  J ~J  ' \ dx  dx 

en  comparant  les  deux  valeurs  de  d5 , on  trouve 

A.Qt  . d -.Pt 


^ jràx+AT  : 


AT 


= (Rr— 


+ 


-)jrda 


dx  dx’ 

cr  T ne  devant  renfermer  que  x , on  doit  avoir 

Rr. 


d.Qr  d’.Pir 
- + 


dx  T'  dx—- 
d’où  l’on  tire  d2’=o  et  7==constantei  J1  suffira  donc  de  tronyer 
une  valeur  de  t-  qui  satisfasse  à l’équation  (5),  laquelle  ne  pourra 
être  qu’une  fonction  de  x,  parce  que  l’équation  (2)  devenant 
d’après  (3)  j après  avoir  remplacé  S par  sa  valeur  (4)  , 

d Ipf  = Xrda:’  . 

on  aura  celle-ci , * ' 


Pr~è+ (?r~“£r)*- =^ÀVdT +c‘--‘  çè)  ^ 

qu’on  sait  intégrer,  puisqu’elle  est  linéaire.  Si  au  lieu  d’une 
valeur  de  r,  on  en  trouvait  d ux , on  obten  ir;  it , en  lei  subs—  <’ 
tituant  dans  (6),' les  deux  intégrales1  premières  de  la  proposée, 

dr  ....  1 ’ - ;X 

et  par  l’élimination  de  — — , on  repasserait  à l’intégrale  complette 

. *.  f . . “*  , 

Nommons  ■J'dx  le  facteur  propre  a rendre  intégrable  l’équa- 
tion (5)  qui  revient  à 

\ dx  ' dx*  / dx  J ox  dx’ 

nous  trouverons , en  opérant  comme  nous  venons  de  le  faire 
sur  la  proposée  , où  il  faudra  supposer  X~o,  cette  intégrale 
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immédiatement  inférieure  , 


le' facteur  4*  étant  donné  par  l’équation 
„ dd-  _ d’il- 

Ç P =0 C8)  ) 


dx 


qui  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  aurait 
fait  X=o  : d’où  il  suit,  comme  on  le  sait  déjà  (Co/e.  int. , 
pag.  258 , 25q  ) , qu’on  aura  l’intégrale  finie  coinplette  de  la 
proposée , si  l’on  sait  obtenir  celle  de  la  même  équation  dans  le 
cas  de  X=  o. 

On  démontrerait  d’une  manière  absolument  analogue  , que 
l’intégration  de  l’équation  linéaire  du  troisième  ordre  , 

+ + 


dx3 

dépend  de  celle  de 

piï. 

d*3 


+ ç•ë•  + /î^■  + •s-r=0, 


proposition  qui  s’étendrait  à l’équation  linéaire  de  l’ordre  ». 

On  peut  encore  voir  sur  l’intégration  des  équations  linéaires , 
la  méthode  indiquée  par  Dalembert , dans  son  excellent  traité 
de  la  Cause  des  vents  , et  sur  la  matière  de  ce  chapitre  • un 
Mémoire  sur  l'intégration  , par  M.  Franchini , de  l'Institut  de 
Rome  , etc. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  importante  qui  n’a  pas 
échappé  à M.  Dubourguet , qui  la  présentée  avec  beaucoup  de 
développemens  dans  son  Calcul  intégral. 

Nous  avons  démontré  ( Cale.  dijf.  , chap.  VIII),  qu’une 
équation  différentielle  de  l’ordre  n , comporte  toujours  n inté-, 
grales  de  l’ordre  immédiatement  inférieur  ; nous  ajouterons  ici 
que  le  nombre  de  ces  intégrales  toutes  différentes,  peut  excéder»  ; 
c’est  ce  que  nous  allons  montrer  par  un  exemple. 
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Soit  l’équation  . >- 

( 1 — x ")  dy  — 3 dydx  — o (1)  : 

on  en  déduit  ces  intégrales  successives 

( 1 — x ) dy  — 2 dydx  -f-  2 Cdx'  = o.  . . (2)  , 

dy  -r-  xdy  — ydx  -(-  2 Cxdx  -f-  C'dx  — o.  . . (3) , 

J — xy  -f  Cx‘ - fr  C’x  ~ f C"  = o.  . . (4). 

Prenant  dans  chacune  des  équations  (3)  et  (4)  la  valeur  de  C , 

et  les  substituant  dans  (2) , on  obtient  ces  deux  équations  du 
second  ordre  , 

x ( 1 — x)  dy  — (x  + 1 ) dydx  -f  (y  — C'  ) dx’  = o...(5)  , 
x’  ( t — x)  dy  — ax’dydx  — 2ydx’  2 xyàx' 

— 2 C'xdx1  — 2 C^dx’  ==  o...(6)  ; 

éliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  la  constante. arbi- 
traire C' , il  vient  celle-ci  , 

**  (x  — O dy  -f-  a xdydx  — 2 (y  -f  C"  ) dx’  = o....(y)  : 
or  les  trois  équations  différentielles  (2) , (5)  , (7)  dont  chacune 
ne  renferme  qu’une  seule  constante,  étant  différentiées,  repro- 
duisent la  proposée  qui  admet  donc  ces  trois  intégrales  premières. 
Maintenant  sous  l’hypothèse 

dy  = «dx’ , d’où  d’y  = drdx’ , 
la  proposée  devient 

(* — x)  d «■ — 3 «dx  o , d’où  — 

« i — x 

qui  a potir  intégrale 

« (1  — x)st=  C'",  ou  ( 1 — x )’  dy  — C’dx3....  (8)  ; 
on  trouve  encore  cette  intégrale  différente  des  quatre  précédentes, 
( 1 — x )’  d’y  — dydx  -f  xdydx  — ydx’  -f-  C-’dx’  = 0 ...(t)). 
Si  entre  les  trois  équations  (2),  (8)  et  (9)  on  élimine  d'y, 
on  aura  deux  équations  du  premier  ordre  , et  par  l’élimination 
de  dy , on  obtient  l’équation  finie. 

18* 


3 dx 
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CHAPITRE  XL 

Ve  T intégration  par  approximation  des  équations 
différentielles. 

Lonsyu’UNF.  équation  différentielle  du  premier  ordre,  n’est 
intégrable  exactement  par  aucun  des  procédés  exposés  (chap  IX), 
on  a recpurs  soit  aux  constructions  géométriques , soit  aux 
séries  qui  doivent  être  convergentes  pour  que  la  question  soit 
résolue. 

i".  Des  constructions  géométriques. 

Il  est  toujours  possible  de  construire  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  , telle  que 

ri8*'9-  J (*»  y > J')  = o- 

Supposons  que  la  constante  due  à l'intégration,  soit  déterminée 
par  la  condition  qu"a  x = a corresponde  y *=zb  J on  aura 
par  ces  coordonnées  un  point  de  la  courbe  cherchée  , et  erç 
résolvant  la* proposée  par  rapporta^',  on  connaîtra  l’incli- 
naison de  la  tangente  à la  courbe,  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  a et  b ; soient  donc  AP  = a , PM  = b ; le  point  M sera 
sur  la  courbe  , et  la  droite  MM'  menée  sous  un  angle  avec 
l’axe  AX,  ayant  pour  tangente  la  valeur  de  y',  représentera 
la  directiou  de  l’élément  de  courbe  au  point  M.  Si  l’on  prend 
un  point  M'  assez  voisin  de  il/,  pour  qu’on  puisse  sans  erreur 
notable  , regarder  ('élément  de  droite  MM'  comme  l’élément  de 
Ja  courbe,  AP'z=a'  ei  P'M'=b'  seront  deux  nouvelles  cooi-. 
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données  qu’on  reportera  pour  x et  y dans  la  proposée  , et 
bn  en  tirera  une  autre  valeur  de  y'  qui  fixera  la  position  de 
la  tangente  en  M’ . En  continuant  de  cette  manière,  la  courbe 
Hgoureuse  sera  remplacée  par  le  polygone  MM'M" ....  lequel 
différera  d’autant  moins  de  cette  courbe  que  les  intervalles  PP, 
PP",  etc.  seront  plus  petits.  On  voit  par  là  que  comme  le 
point  M est  pris  arbitrairement , l’éqüation  différentielle  eu 
premier  ordre  représente  une  infinité  de  courbes  : c’est  une 
conclusion  à laquelle  nous  étions  déjà  parvenus  ( Cale.  (lift. , 
chap.  VIII,  pag.  io4)  , en  regardant  l’équàtion  différentielle 
comme  le  résultat  de  l’élimination  d’une  constante  entre  la 
primitive  et  la  dérivée  immédiate  ; d’où  il  suit  que  la  dérivée  du 
premier  ordre  a une  signification  plus  étendue  que  la  primitive. 

Autrement , on  pourra  tirer  de  l’équation 

= °> 

et  de  sa  dérivée,  les  valeurs  de  y'  et  y"  en  fonction  de  x et^r 
et  les  substituer  dans  l’expression  du  rayon  de  courbure  : en 
sorte  que  pour  x — a et  y="6,  on  connaîtra  le  rayon  du 
cercle  osculatcur  en  M : ayant  donc  tracé,  comme  ci-dessus  , 
la  tangente  MM' , on  lui  mènera  en  M la  perpendiculaire  MH , 
égale  au  rayon  de  courbure  , et  de  R , comme  centre  , avec 
ce  rayon  , on  décrira  un  arc  de  cercle  MM'.  On  regardera  le 
point  M'  comme  étant  sur  la  courbe  ; et  comme  ses  coor-* 
données  a'  et  b ' seront  connues  , on  aura  le  rayon  de  cour- 
bure en  M'  : en  sorte  qu’on  pourra  décrire  l’arc  du  cercle 
osculateur  en  M',  et  ainsi  de  suite.  Par  cette  nouvelle  cons- 
truction , la  courbe  rigouréuse  sera  remplacée  par  celle  formée 
des  petits  arcs  de  cercles  osculateurs  , et  cette  courbe  sera  une 
limite  plus  approchée  que  celle  qui  résulte  des  intersections 
‘successives  des  tangentes. 
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2*.  Intégration  par  les  séries. 

Exemple.  Soit  l’équation  différentielle 
d y ~f~  yix  — mxnàx  : 

dy 

en  en  déduira  ~4~  — y'  et  les  coefficiens  différentiels  succes- 
dx 

sifs  pour  les  substituer  dans  la  série  de  Taylor , 

qui  deviendra 

i* 

/■(*+i)  =/ir  + ( ma"— jf)/  + (mnxn  — — — 

! *3 

-f  |mn(n — — mnx"-' +mxn—y$  — -f-ctc.; 

supposons  que  , pour  x = , Jx  ou  y prenne  une  valeur  b : 

on  aura 

y>  — ma"  — b,  y11  s=  mna"~' — ma"^-  b , 
y"'  — mn  (n  — 1 ) aB-a — mna"~'  -}~  ma" — b...  .etc. , 
et  conséquemment 

i* 

f (a-\-ï)—b-\-(man  — b')i-\-{mnan~'  — man^-b')  — — f-etc., 

en  changeant  i en  x— — o,  on  obtiendra  1 intégrale  en  sérié, 

„ (x — a y 

‘fx—b+(4man—b)(x—o)  + (mnan-,—ma''+b) — - 

(x— ûV 

+ { mn (n  — i)an-,~-mnan—  + ma"— b) } — — - h etc* 

Nous  allons  rechercher  la  même  intégrale  par  un  autre 
procédé  ; en  supposant  toujours  que  pour  xx=a  , on  ait  y —b  > 
si  l’on  pose 

*!=fl  + <)  y = 6 + u x 
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il  faudra  que  pour  t = 0 , on  ait  u = o : la  proposée  devient 
alors 

du-j-(4-f-H)d/  = m(fl-{-f  )"dr , 

•t  on  supposera 

« = Ata  + Bf  + 1 + Ct‘  + * + etc. , 


k,  A,  B , C , etc.  étant  dos  indéterminées  que  nous  allons 
évaluer  : a cet  effet , on  obtiendra  par  la  différentiation  une 
valeur  de  du  dont  la  substitution  dans  la  proposée  donnera, 
après  la  division  par  d t , 

«At*- 1 + («  + 1 ) Bt «4.  ( « + 2 ) Ct * 1 -f-  etc. 

+ 4 + At*+  Bta  + l+e  te. 

n rtfn-i') 

— ma,"  ■— an~'  t — m.  — - — etc. 

x 1.2 

— etc. 


L’hypothèse  « = 1 sous  laquelle  tous  les  termes  placés  verti- 
calement, deviennent  semblables,  donne  pour  les  coefficient , 
les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus. 

Lorsque  l’intégrale  ne  doit  pas  procéder  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x , on  la  supposera  généralement  de 
cette  forme 

y = Ax * + Bx 4 -f-  Cxy  etc. 


Pour  déterminer,  les  exposans  a,  £ , y,  etc.,  ainsi  que  les 
coefficiens  A , Æ,  C,  etc.,  on  déduira  de  l’hypothèse  les, 
coefficiens  y1 , y jy"', . . ct  011  les  substituera  dans  la  pro— 
posée  que  nous  supposons  toujours  du  premier  ordre  , et  qui 
devra  devenir  identique  : ordonnant  suivant#,  et  comparant, 
on  aura  des  équations  pour  la  détermination  des  exposans  et 
des  coefficiens. 

t , 

Exemple.  L’équation  dérivée 

( * + »» 
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donne 

( i -f-  A^x‘l~  1 -f-  Bpx^~  1 -j-  etc.)(/ijc*  -f-  .Cx^-J-etc.)  = i, 
et  après  les  opérations 

A^x*—1- f-  ABa-X***-'  + ACux'+T-1 
— 1 -{-  ABpx***  — ' B'/ix'2*  — 1 

+ Ax“-  -f  ACyx'*'—' 

' -j-  Bx ^ 

donc 

2.  a — 1=0,  « -f- Æ — i = a,  «4-y  — l = 0 , etc.  , 

d’où 

i 3 

« = , P — I , y = • — y etc. , 

U 3 

valeurs  sous  lesquelles  les  termes  qui  composent  les  colonnes 
verticales,  deviennent  semblables:  il  faut  donc  qu’on  ait 

A'  a = i , AB  ( * fi  A — o , etc  , 

d’où  , 

2 j 

A =1^2,  B = -3  C — — — V -3  elC*  3 

O lu 

« » 

et  conséquemment 

1 2 î I A 

y=zx*  ^ 2 — as  » -j — * “ y' a — etc.  ; 

Intégrale  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  : pour  lut 
donneit  plus  de  généralité  , on  fera  connue  ci-dessus  , 
x — a -+-  t , yz=  b + u-, 
fn  sorte  que  la  transformée  de  la  dérivée , sera 
(i-f-u')(i+u)=r, 

et  on  supposera 

U = .fe«  -f  -f-  Ct?  4-  etc.  ; 
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puis  dans  l’intégrale 

a ==  t » y'a *»  + -j£-  <*  V'2  + ele- 

on  remplacera  i par  x — a et  u par  y — b.  Ainsi  à x = a , 
correspondra  y z=  b. 

On  peut  aussi  approcher  de  l’intégrale  à l’aide  des  fractions 
continues  ; mais  l’abondance  des  matières  que  nous  avons  à 
traiter  et  les  bornes  de  cet  ouvrage  , ne  nous  permettent  pas 
d’entrer  dans  ces  détails. 

Pour  les  ordres  supérieurs. 

Les  procédés  que  nous  venons  d’exposer  sont  encore  appli-* 
cables  aux  équations  dérivées  des  ordres  supérieurs,  auxquelles 
nous  allons  les  étendre  «n  commençant  par  les  constructions 
géométriques. 

i°.  Des  constructions  géométriques. 

L’équation  différentielle  proposée  étant  du  second  ordre  et 
représentée  par 

F( y")  — °* 

après  avoir  choisi  un  point  arbitraire  M pour  un  des  points  dë 
la  courbe  , il  faut  encore  prendre  une  droite  quelconque  MM'  Fig- 
pour  tangente  en  M ; cette  double  condition  emporte  deux 
constantes.  Ainsi  connaissant  x — AP=a,  y—PM=b, 
y'  = MTX  = m , on  tirera  de  l’équation  de  la  courbe  la  va- 
leur de  yü  ; et  conséquemment  on  connaîtra  la  longueur  du 
rayon  de  courbure  en  x , y , y'  ; comme  il  doit  être  perpen- 
diculaire à la  tangente  en  M , on  aura  son  centre  : on  pourra 
donc  décrire  le  très-petit  arc  de  cercle  MM'.  Le  point  M' 
de  cet  arc  étant  supposé  sur  la  courbe,  on  prendra ,.j 
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x ~ AP PP'  2=  a a, , a,  étant  une  quantité  très-petite, 
puis  pour  y et  y l’ordonnée  PHP,  et  la  tangente  en  M'  dans  le 
cercle  :.®n  aura  ainsi  une  seconde  valeur  de  y",  et  conséquem- 
ment le  rayon  et  le  centre  il’un  second  cercle  oscillateur,  et  ainsi 
de  suite.  De  cette  manière  , on  aura  une  courbe  formée  d’une 
suite  d arcs  , dont  la  courbe  intégrale  sera  la  limite. 

On  peut  encore  employer  les  paraboles  osculatrîces , comme 
nous  allons  le  montrer.  Ayant  pris  arbitrairement  un  premier 
point  dont  l’abscisse  soit  a et  l’ordonnée  soit  6,  on  formera 
J’équation 

y — b = A (x  — a)  B (x  — a )’ , 

qui  appartient  à une  parabole  passant  par  ce  point  : en  la  dif- 
férentiant  deux  fois  de  suite  , on  en  tire 


mais  le  coefficient  A est  une  constante  qn’on  prend  aussi  à 
volonté,  et  alors  le  coefficient  iï  se  déduit  de  la  proposée  , après  y 
, dv 

avoir  remplacé  je , y,  y’—  - ‘ par  a , b et  A : on  pourra  donc 

construire  la  première  parabole  osculatrice  en  M : on  calcule 
la  valeur  de  l'ordonnée  PHP  de  cette  parabole,  et  celle  de 
dy 

pour  un  point  HP  très-voisin  de'  M ; puis  mettant  ces  va- 
leurs dans  l’équation  différentielle  , on  en  déduit  une  nouvelle 
d*'V 

valeur  de  que  nous  représenterons  par  2 B,.  On  a donc, 

" en  posant  AP  2=  at , PHP  — b, , -y—  — .4, , celte  équation 

J — b,  = A,(x  — a,  ) -f-  B,  ( x — a,  )’ , 
de  la  parabole  osculatrice  M ’ , et  ainsi-  de  suite. 


\ 
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2®.  Intégration  par  les  séries. 

Le  procédé  le  plus  général  consiste  à prendre  encore  pour  y 
«ne  série , dont  les  exposans  et  les  coefficiens  sont  indéter- 
minés. 

Exemple  Ier.  Soit  l’équation  du  second  ordre 
i\'y  -{-  ax"y dx*  = o : 

11  s’agit  de  trouver  y en  x par  une  série.  Supposons  la  série 
ascendante  , cl  soit 

y — xk  (A  + -}-Jüx3'"+c-{-  Ext*n+*  -+■  etc.)  ; 

on  en  déduit 

. t ’ I J . • . 

— - = A (A  — l)yfÆ>'“a(A-l-«-f-2)  + -f  Ctc.’ 

ax"Y  — aAx  * "l'  n -(-  ctc. 

Ainsi  par  la  substitution  dans  la  proposée,  celle-ci  donne 
A (a — 1 )A  = o , (ji-j-  n -|-  2)(a  n -(-  1)  B + aA  — o , etc.j 
la  première  équation  ne  doit  pas  servir  à déterminer  A qui 
est  une  constante  arbitraire  dont  les  autres  coefficiens  sont  des 
fonctions  : elle  donne,  h — o,  a = j ; considérons  d’abord  A=o  , 
on  aura  ces  valeurs  des  coefficiens  B , C , U,  etc. , 

aA  Cz= 

C”-f  0(”+2)  ’ i.2(/j-|-i)  C2"  +3)0*  + 2)1’ 

T.  a' A 

Tj  ■ ■ . . _ , Ct-C» 

1.2.3  (n-j- 1)  (xsi  + 8)  (n  + 2)’  ’ f 

ce  qui  donne  une  première  intégrale  inromplettc  , puisqu’elle 
ne  renferme  qu’une  constante.  Considérons  ensuite  a = i , 
et  désignons  par  A',  B',  6',  etc.  , les  valeurs  correspondantes  , 
des  coeffteiens  A,  B , C , etc.,  dont  le  premier  resté  toujours 

/ 
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jji  C~ — - 

(n 4-3) («-+-:•)  ’ i .a(n4-3)(2/j4-5)(n-f  2)1* 

i)'z= 

j.a.3(«-f-3)(2«4-5)(3/i-f-7)  (/j-t*2)' 

ce  qui  donne  une  seconde  intégrale  incomplettc  , laquelle 
ajoutée  à la  première  donne  pour  intégrale  complelte  , 

( M)....y  = A + Bxn+*  4-  Cx,n+f>  4-  Dx3n+6  4-  etc., 
4-  A'x-j~  B'x',+3  -f-C'x,',+i4-/),ar!'"+:4-  etc. , 


où  A et  A’  sont  les  deux  constantes  arbitraires  , et  B , B'  , 
C , C1  , etc.  rn  sont  des  fonctions. 

La  série  a:  est  convergente  , lorsque  l’exposant  n -f-  2 est  un 
* nombre  entier  positif,  et  que  x est  une  très-petite  quantité. 

On  ne  pourrait  supposer 


y = Axk  4-  Bx*-"-2  + Cxy-n-$  4-  etc., 

d’y  , t 

parce  qu’après  en  avoir  tiré  et  substitué  cette  valeur,  et 


celle  de  y dans  la  proposée  , le  résultat  u’olfrirait  pas  de  termes 
semblables,  sans  détermination  de  n. 

St  l’on  avait  n = — 2 , les  coeflîciens  JS  , C , D , etc.  , 
B’ y C',  l)\  etc.  seraient  infinis;  mais  alors  on  supposerait 


yz=:*xk  , d’où  dy=«A;r*  — 1 dx,  d’y=ct*(A — i)xk~ adx’, 
et  par  la  substitution  dans  la  proposée  , on  trouve 
A ( A — 1 ) 4-  a = o, 

équation  qui  donne  deux  valeurs  de  a que  nous  désignerons 
par  a et  A'  ; en  sorte  qu’on  aura  deux  intégrales  incomplettes 
dont  la  somme 

yz=*xK  4-  lixk  y 
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sera  l’intégrale  complette  de  la  proposée,  a.  et  /3  étant  les  deux 
constantes  arbitraires.  Ces  racines  a,  a'  peuvent  être  réelles 
inégales  , réelles  et  égales  ou  imaginaires. 

Exemple  II.  Intégrer  par  les  séries  l’équation 
x'  (a  + bxn)  d'y  -f-  x (e  -f-  kxn)  d*dj^  -}-  (f-\-  gxn~) ydx'zz:  o , 
on  posera 

y=AxK  +£a:,‘  + "+  Cx'  + ‘in  + Dxk  + Zn  + ttc., 

tirant  de  là  les  valeurs  de  y,  d y et  d'y  pour  les  substituer  dans 
la  proposée  , on  trouvera 

o _ £a  (A  — ! ) Ad  — f-  A Ac  -f-  X^  ^ A 77)  ( A-f-  tï— i)  fîs 

+ a (a  — i)  Ab  -f-  (a  + n)  Bc  + \Ak  -f-  B J -{-Ag~\  + " 

+ [(a+2  7i)(a+2u  — i)Ca-l-(A-{-n)(A  + n — i)  Bb 
+ c A + 2 71)  Cc+(*  + n)Bk+Cf  + Bg~]x*  + *n  + etc.  , 

équation  dont  il  faut  égaler  chaque  terme  à zéro , ce  qui  donnera 
d’abord 

a ( A ■ i ) A ci  —J—  a Ac  q*  A y xx  o | 

où  A est  une  constante  arbitraire  ; la  quantité  A sera  donc 
donnée  par  une  équation  du  second  degré  , et  aura  les 
deux  râleurs  A et  a'  auxquelles  correspondront  les  cocfliciens 
A,  B , C. . . .,  A',  B' , C' . . . . , dont  les  premiers  zi  et  A’ 
seront  arbitraires , et  les  autres  en  seront  des  fonctions  : la 
somme  des  deux  valeurs  correspondantes  de^,  formera  donc 
l’intégrale  complette  de  la  proposée. 

On  pourrait  supposer 

y = Axh  -f-  Bxh~n-\-Cx*~*n  + D*’1” etc., 

et  en  procédant  comme  on  vient  de  le  voir , on  trouve  pour  la 
détermination  de  a , l’équation  du  second  degré  , 

a(a  — t)  S -f- aâ  + #=  o ; 
de  sorte  que  a comporte  encore  deux  valeurs; 
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Exemple  I1L  Soit  l'équation 

d’r 

qui  est  comprise  dans  celle-ci , ^ — - + Vz  = o , sur  laquelle 
nous  avons  promis  de  revenir  ( pag.  a4-S).  En  faisant 

z = AxK  + C*»+a'‘  + D*a+5'*+  rtc**«'(0  ï 

on  aura  une  transformée  qu’on  ne  pourra  ordonner  que  de  la 
manière  suivante  , 

a(a— i)//ar*  — 3 + (a+f«)  (a+^  — i)BxK^r<l-% 

W-(A-f3rf(A+3#-t)Da:*  + 3'i-a  -{-(A+a^CA-l-a^-OCa:^^-’ 

— /3  Gr s-t-7 fi+  m — a — • /3 Bx’'m*~'u  + m a 

es  o.  +elc- 

t 

Comme  le  terme  A (a  — i ) zfr*  — a est  seul  de  son  espèce, 
il  faudra  égaler  son  coefficient  à zéro  ; en  sorte  qu’on  peut 
donner  à A l’une  ou  l’autre  de  ces  valeurs  A = o , A = 1 ; de 
plus,  il  faudra  prendre  = m : en  nommant  A' , B',  etc. , les 
coefficiens  qui  répondent  à A = o,  Au , Bn , etc.  , ceux  qui 
répondent  à a = i ; an  a pour  déterminer  ces  coefficiens  , 

m(m-i)n,zzzfiA>,  zm{p.m-i)C'=fiB' , Sm(3m-i)D'=:fiC\  etc. 

(m-f  i)  mB"=fiA",  xmC11  = fiB1' , 

(3 m -{-  i ) imD11—  fi  CH,  etc.  : 

ainsi  les  coefficiens  A',  A H restent  indéterminés,  c'est-à-dire, 
qu’ils  représentent  les  deux  constantes  arbitraires  : on  a donc 
l’intégrale 
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/sA'x"'  , ' f A’. v,m 


aSï 


4-  Anx-{ 


m(m  — i)  2.m%(rn  — — 1) 

ÇAUx r'"+I  fi'A"x,m  + ' 


77î(m4-i)  i)  (awj-J-i) 

fiiA'xVn 

***  2.3to3(t7i — i)(im — t)(3/n — i)  "^"etc' 

fi'  A'ix3""*-' 

' i ’ t- ârrmrr” rT77T"rr_i  . ~ r i ■ “ -i—e*'c‘ 


2 . 3 m 3 (m  -f-  0 (2  m + 1 ) C 3 m -j- 1 ) 

cette  formule  est  en  de'faut  pour  m = o ; mab  alors  la  proposée 
qui  devient 


A‘z 


fi* 


dx'  x*  ’ 


est  satisfaite  par  z = xK , a étant  donné  par  l’équation  d« 
second  degré  A ( A—  I ) = fi  de  laquelle  on  tire 


>=4-±j/«+4-s 

en  sorte  qu’on  trouve  pour  l’intégrale  complettc 

z =i(^Cx^ 4 4.  C'x~^/fi+  4 ^ \/~x.  • 

Si  fi  4~  est  une  quantité  négative  = — a1  ; à cause 

* — o-V—i—  -+.  y/  — j siu,*/a;  (*),  on  a pour  inté- 

grale complette  , 


de 


• — Çc  cos.  |/  fi  -f~  Ix  4*  C'  sin . £H-  -£~  ■ 


(*)  On  a £c±  - ✓—  * = -f  « V—  i ^ “ 1 ,fo;  <1*°« 

«■  i * »<— 1 s=«i4  1 * «a  faiiant  s Ix  = ». 


Digitized  by  Google 


Lfçoîis 


Si  £ = o , alors  a : 

4 


-,  et  on  trouvé 


s = V * , 

ce  qui  n’est  qu’une  valeur  particulière  de  s : mais  en  supposant 

A = — 1-  <f,  et  alors  S'  doit  être  zéro  dans  le  résultat  dit 

2 

calcul , on  a 

z = Cx*'*’1  +C'i>-f, 
s=  Cx  » x+  * -f-  C' x * x ~~  f 1 
or  , d’après  la  note  précédente  , 

x4  — e x = i -| 1 - [-etc.  y 


: e = r — 


S~lx 


a 

S"(Jx)' 


• etc. 


donc 


r=**{(C+C')  + (C-C')  ^/x-|-etc.  f y 


c c 

posant  C = c -j — , C — c — ; on  aura  C -J-  C'=  a ty 

2 C 

C — C’  = , et  conséquemment 

r=(îC-)-2C, /*)  \J  x = { C - f-  C'/a; } x , 

intégrale  complette  de  la  proposée. 

En  désignant  par  i un  nombre  entier  positif,  on  remarque 
que  la  formule  (2)  est  encore  en  défaut  pour  im  — 1=0,  ét 
pour  im  -j-  1 = o : et  comme  , dans  chacun  de  ces  cas,  il  arrive 
que  des  coefficiens  deviennent  infinis  , on  doit  conclure  de  cé 
qui  précède  , que  l’intégrale  doit  renfermer  des  logarithmes^ 
Soit,  par  exemple , m s=  1 , en  sorte  qu’on  ait  à intégrer 
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d ’r 


£z 


dx’  x 

la  formule  (2)  donnera  l’une  des  deux  valeurs  de  r,  savoir  : 
z,  z=AHx  -f-  B"  a cm  + * -J -{-  etc. , 

où  B",  C ",  etc.  sont  données  en  ‘AU  et  en  nombres , et  on 
supposera 

z = zjx  -f-  A'x  »'  + B'x  * + f -f  C'x x + 2 ra  -f  etc.  , 

= Z,/x  -f-  y , 

cette  substitution  faite  dans  la  proposée  , donnera 


d’z, 


2 dz, 


d’y 


d^  lx+  — TTT  - -5T  + 7Ü*  = fi*-1  + fi 


dx 


dx’ 


■ (3)  1 


équation  qui  se  réduit  à 

d’y  3 dz,  z, 

35+ V3T~ 7?  = **  *• 

d’z, 

en  observant  que  -r — =/Sx“'z,  : ainsi  il  faudra  remplacer 
1 dx’ 

dans  (3)  y et  z,  par  les  développemens  correspondons  , et  en 
opérant  comme  ci-dessus,  on  obtiendra  l’intégrale  complette,- 
en  observant  que  A"  est  l’une  des  deux  constantes  arbitraires. 
Exemple  IV.  Reprenons  l’équation 


•C-'O 


2 h cos’  t 

considérée  (pag.  ajg),  et  dans  laquelle  A devient—^—  : on 

K 

s 

fcf T 

a trouvé  — — ; pour  l’intégrale  du  second  membre  : 

2 A cos’  ) r 6 

pour  intégrer  le  premier  qui  est  d y1  V 1 -\~y' ‘ » en  posant 
p = y'y  on  observera  que 
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, d y'  2 + 3 y ' ’ 

* + /’—— ■— 

3 Vi  +y 

4/  i 


»^rF+-£==  + -=!=} 

2 l Vl-t-j"  ï/l+y'3» 


or 


v{v/T+7;+p£=}=j;y 

*?- — = d./{  r'4-  /r+ÿ‘}  ♦ , 

v'  * +y 

d’où  il  suit  qu’on  a 

/ay  v/TT?T=Jr[y  v/r+F*  + 1 { y+vV+y}]  • 

Ainsi  l’intégrale  première  de  la  proposée  , est 

t 

y,  1/7+F+Z  { f + Vl+f'  } = “ ^ h }■—  + C ’ 

C étant  la  constante  arbitraire  qu’on  déterminera  en  observant 
que , dans  la  question  Je  mécanique  correspondante  , pour 
J = o,  on  doit  avoir  y = tang  0 , et  conséquemment 

tang  6 \/ 1 + tang*  4 -{-  f { tan6  4 -f-  V^1  + tang*  4 } 

— - \-  C, 

h cos%  t 

tirant  de  cette  équation,  la  valeur  de  C * après  avoir  mis 
s,ni_pour  tang  0 \/ i + tang1  a,  et  substituant  dans  l’inlé- 


cos* 


g raie  trouvée  , on  obtient 

sin 

y Vi+j',+l  { /+  V1 


sin  4 


— /{  tang  6+\/i  + tang' 4}  a=— ,:v~7:+ 


h LOS' 0 1 h LOS’ Ù 
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Si  au  moyen  de  l’équation(<Q  oui  revient  à — — : 

dx 


28g 


u.  h cos*  s ’ 


on  élimine  de  cette  dernière  équation  la  quantité  e * , on 
obtiendra  celle-ci  , 

dx  — à y' 

F— y'  V » +r'2  — 1 [f  + V i + y'*}  ^ ’ 

dans  laquelle 

F = + tSt  + M tan8  * + VA  + tanr  *} . 

Quoique  dans  l’équation  (Z?)  , les  variable  soient  séparées , 
néanmoins  on  n’est  pas  encore  parvenu  à en  obtenir  l’intégrale 

exactement , si  ce  n’est  dans  le  cas  particulier  de  — — = o.  En 

k 

effet,  si  l’on  multiplie  les  deux  membre  de  (Zi)  par  le  déno- 
minateur , ce  qui  donne 


j F //»+/■+?[/+!/■+/■}) 

2 \ k k ) 1 

et  qu’on  introduise  dans  ce  résultat  l’hypothèse  précédente , 


-dy  = 


dx  f 


2 h cos*  t 

«quation  dont  l’intégrale  se  présente  d’elle-même. 

Il  faut  donc,  en  général,  se  borner  à chercher  des  intégrales 
approchées  des  équations  (JS)  ou  ( C ). 

Si  l’on  représente  par  une  seule  lettre  P la  partie  du  déno- 
minateur de  (B),  qui  n’est,  pas  affectée  de  la  quantité  k , ce 
qui  donne 

dx  dy' 

2k  1 


f 

- 


h cos*  t 


+ P 


>9 


Digitlzed  by  Google 


2f)o  Leçons 

et  qu’on  développe  le  second  membre  en  une  suite  infinie  9 
on  aura  » 

da* 


a— 


( lie  os' 6 

A*cos<  e 

\ 

k* 

suite  convergente  , lorsque  —j—  sera  une  fraction  très-petite  ; 

ef^alors  si  on  remet  pour  P sa  valeur,  il  ne  s’agira  plus  que 
d’intégrer  chacun  des  termes  en  particulier,  ce  qui  sera  tou- 
jours possible.  C’est  ainsi  qu’on  pourra  vérifier  les  intégrales 
données  pag.  S du  Mémoire  de  M.  Legendre , ayant  pour 
titre  : Dissertation  sur  ta  question  Je  balistique  proposée  par 
P Académie  de  Berlin  , en  1 78a. 

On  peut  employer  l’équation  (C)  , -et  supposer  y'  égal  à 
une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  variable  x , e t 
dont  le  premier  ternie  soit  tang  û , puisque  pour  x=  o,  y'  doit  • 
se  changer  en  tang  (.  Ainsi 

y'  = tang  f -}-  Ax  -}-  Bx ’ Cx 1 -(-  etc (/If)  , 

A , B , C , etc.  étant  des  coefficiens  indéterminés  et  indépen- 
dans  de  x : on  déduit  de  là 

d y'  = ( A -f-  o.  Bx  -f-  3 Cx*  -f-  etc.  ) dx. 

Il  reste,  donc  à transformer  , d’après  l’hypothèse  (M)  , les  ex- 
pressions y l/ î-f-j''1,  ^ { 3',Jr  V qui  entrent  dans 

(C).  ( Voyez  sur  tous  ces  détails  de  calcul,  le  tableau  ci-joint.) 

l)ans  le  premier  volume  de  la  nouvelle  édition  de  la  Média- 
nique  analytique , seconde  partie , sect.  5 , M.  Lagrange  s’ex- 
prime ainsi  : « Toute  approximation  suppose  la  solution  exacte 
« d’un  cas  de  la  question  proposée  , dans  lequel  on  a négligé 
« des  élémens  ou  des  quantités  qu’on  regarde  comme  très— 

« petites.  Cette  solution  forme  le  premier  degré  d’approxima— 

« tion,  et  on  la  corrige  ensuite  en  tenant  compte  successivement 
« des  quantités  négligées.  « 
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T 


(£)••*• — ad \y  — h 

y!  _ j4*  elC* 


=lw.  {y  + ]/i  +yy  }] 


.(0 


hypothèse 
d’où 

On  trouvera,  au  ïnoyfen  d 

tan»1  t 1 i*  , 

y Vi+yy  = tang«  V/-(1"  ^g-^1 [}i.a  + elc--W 

<f  * 

l {y  y y/v  + y/}=  + elc C3) 

Faisant  les  substituüons  1 *'  Par  la  “rie  «luc  cette  lettre 
représente,  on  aura 

(O) -lA-iBx  — ({-<» +«*•  + «'■>  — ««•] 

] 


Égalant  les  coeflîciens  des 


’:os^ 


donc 


y' 


y — etc. 


multipliant  de  part  et  d’autn 
x1  i 


y — x tang  * — —•/,  cos:  fk'h  cos5 1 AkP 
Si  le  mobile  se  meut  dans"’111 


etc. 


ttK 
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CHAPITRE  XII. 

Des  valeurs  ou  solutions  singulières  qui  satisfont  au.t 
équations  dérivées , et  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans  les  équations  primitives  ou  intégrales . 


La  théorie  des  équations  dérivées  , exposées  ( Cale.  diff.  , 
chap.  VII),  porte  naturellement  à conclure  que  toute  valeur 
qui  peut  satisfaire  à une  équation  dérivée  donnée , doit  éire 
renfermée  dans  son  intégrale  , pourvu  que  celle-ci  ait  toute  la 
généralité  dont  elle  est  susceptible  par  la  constante  qui  doit  y 
entrer.  Il  y a néanmoins  des  équations  dérivées  auxquelles  satis- 
font des  valeurs  que  M.  Lagrange  appelle  solutions  singulières , 
et  que  M.  Laplace  nomme  solutions  particulières  , parce  qu’elles 
ne  sont  pas  comprises  dans  l’intégrale  complette.  Ces  sortes  de 
valeurs  se  sont  présentées  aux  géomètres  dès  la  naissance  du 
Calcul  différentiel , et  nous  en  avons  rencontré  une  {Cale.  int. , 
pag.  210);  mais  comme  la  théorie  des  constantes  arbitraires 
n’était  gtières  connue  alors,  on  n’a  pas  d’abord  regardé  ces  valeurs 
comme  formant  une  exception  aux  règles  générales  du  Calcul 
différentiel.  Euler  est  le  premier  qui  les  ait  envisagées  sous  ce 
point  do  vue,  et  qui  ait  donné  des  règles  pour  les  distinguer  des 
intégrales  ordinaires.  Depuis,  on  a reconnq  qu’elles  dépendent 
de  la  théorie  générale  des  équations  dérivées , et  qu’elles  ser- 
vent à la  complelter.  C’est  ce  que  nous  allons  développer , 
d’après  M.  Lagrange  ( Leçon  i4“'r.  du  Calcul  des  fonctions  ) , 
mais  en  ne  considérant  d’abord  que  les  équations  dérivées  du 
premier  ordre. 
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Pour  les  dérivées  du  premier  ordre. 


Soit  donc  l’équation  dérivée  du  premier  ordre 

0» 

qni  résulte  de  l’équation  primitive 

F(x,y,  a)  = <>....(2), 

t • (11*  , 

y désignant  -j — , et  a étant  la  constante  arbitraire.  Suivant 
la  théorie  générale , la  primitive  donnera  la  dérivée  immédiate 
d (Far) 


dx 


.v'liFXl- 

**  àjr 


•(3) 


et  il  faudra  éliminer  a entre  les  équations  (a)  et  (3)  pour  ob- 
tenir la  dérivée  (i).  Maintenant  il  est  clair  que  le  résultat  de 
l’élimination  de  a sera  le  même,  quelle  que  soit  la  quantité  a 
constante  ou  variable  , pourvu  que  les  deux  équations  (2)  et  (3) 
soient  les  mêmes.  Ainsi  l’équation  (1)  pourra  résulter  de  (2)  , 
en  supposant  a variable  et  fonction  de  x , pourvu  que  la  dé- 
rivée (3)  reste  la  même.  Mais  en  regardant  a comme  une  fopc- 
tion  de  r,  on  a pour  dérivée  de  (2)  , 


d(Fx)  , , d (Fy  ) , , d (Fa) 

'"d*  h —77- 


da 


o , 


da 


feù  a' x=  - : — : ainsi  la  condition  dont  il  s’agit  aura  lieu  , si  le 
dx 

d (Fa)  . , . . . . 

terme  a'  — - — — disparaît  ; d ou  il  suit  que  la  valeur  de  yy 

tirée  de  l’équation  primitive  (2)  , satisfera  également  à l’équa- 
tion (1)  en  prenant  pour  a une  fonction  de  x , déterminée  par 
l’équation 
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_0 

* T-°» 


cette  équation  donne 


a'  — o , 


d (F a") 

ou  t = 0; 

*»  da 


l’équation  a'  ==  o donne  a égal  k une  constante  quelconque  : 
c’est  le  cas  de  l’équation  primitive  ordinaire  dans  laquelle  a 
est  la  constante  arbitraire.  Mais  l’autre  équation 

d (Fa) 


d a 


:o....(4)  , 


dans  laquelle  le  premier  membre  est  une  fonction  de  x , y et  a , 
donnera  par  la  résolution  la  valeur  de  a en  x et  y,  et  cette 
valeur  étant  substituée  dans  (2)  , on  aura  une  nouvelle  équation 
en  x et  y , sans  constante  arbitraire,  laquelle  sera  nécessaire- 
ment différente  de  l’équation  primitive,  puisque  dans  celle  ci 
la  quantité  a est  une  constante  arbitraire  , et  que  dans  l’autre 
elle  devient  une  fonction  de  x et  y. 

Donc  , en  général , si  on  élimine  a entre  les  deux  équations 

d (Fa) 


F(x ,y,  °)  =0. 


da 


oh  aura  l’équation  qui  renferme  les  valeurs  singulières  de  y , 
qui  peuvent  satisfaire  à l'équation  dérivé* 


dont 


f(.x,y,y')  = o , 


■FO»  yi  a)  = °, 


est  l’intégrale  complette.  On  appelle  cette  équation  , équation 
primitive  singulière  , pour  la  distinguer  da  l’équation  primitive 
ordinaire  , qu’on  appelle  équation  primitive  complette  ou  inté- 
grale générait. 


V 
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Il  faut  seulement  remarquer  que  comme  l’eSscnce  de  cette 
équation  consiste  en  ce  que  la  valeur  de  a est  une  fonction 
variable  , si  l’équation  (4)  donnait  pour  a une  quantité  cons- 
tante , ou  bien  une  fonction  (le  x et  y qui  devînt  égale  à une 
constante  , en  vertu  de  l’équation 

F(x,y,  <0  = 0, 

dans  laquelle  on  doit  substituer  estte  valeur,  ou  qui,  dans 
cette  substitution  , donnât  le  même  résultat  qu’on  aurait  par 
une  valeur  constante  et  particulière  de  a , alors  cette  équation 
cesserait  d’être  une  équation  primitive  singulière , et  ne  serait 
plus  qu’un  cas  particulier  de  l’équation  primitive  ordinaire  , 
ou  de  l’intégrale  complettc  ; c’est-à-dire  , une  intégrale  parti- 
culière. 


Exemple  I,r.  L’équation  différentielle  du  premier  ordre 


d \y  \/ — b — y&y  — ad.r  = o , 
a pour  intégrale  complelle  ( Cale.  dijf.  , pag.  g5  et  96  ) 
x1  — 2 ay  — u’  — b = o , 
où  a est  la  constante  arbitraire.  Faisant  donc 

\ 

F (*,?,  a)  = x'  — zay  — a'  — b , 
et  différentiaut  relativement  à a , on  aura 
d (Fa) 


t\a 


: — 2 J'  — 2 < 


donc  à cause  de 


d (Fa  ) 

• d a 


o , on  aura 


a = — y > 

valeur  qui  substitue'e  dans  l’intégrale,  donne  la  primitive  sin- 
gulière 

•r1  y'  — b — o ; 

équation  qui  satisfait  egalement  à l’équation  du  premier  ordre  : 


1 
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en  effet , elle  donne 

y'  — b — xx  , yy'  — — x ; 

ces  valeurs  substituées  dans  la  proposée,  la  rendent  iden- 
tique. 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

( **  + y'  — h ) C.r’  — *ar)  + ( — b ) a'  = o , 

a étant  la  constante  arbitraire  , l’équation  dérivée  relative  à a , 
sera 

— y ( ■*’  + J’  — b)  + (x1  — fi)  a = o; 
d’où  l’on  tire 

_ J — b) 

valeur  qui  substituée  dans  la  proposée  , donne 
. y’^x'+y'—b) 

- = O, 

X*  — fi 

et  par  conséquent 

x'  -{-y*  — b ■=.  o , 

pour  l’équation  primitive  singulière.  Mais  de  ce  que  celte 
équation  rend  nulle  la  valeur  de  a dans  la  proposée  , il  suit 
que 

**  + y'  — b = o , 

n’est  qu’un  cas  particulier  de  l’équation  primitive  ; et,  en  effet, 
la  proposée  résulte  de  celle-ci  , sous  l’hypothèse  a s=  o. 

Exemple  III.  L’élimination  de  a entre  l’équation 

y*  — 2 ay  -J-  x'  = a1 , 

et  sa  dérivée  immédiate  , donne  j 

( *’  — ) ( 4^  — 4 — — x’= o ; 


\ d*  / 


dx* 


Digitized  by  Google 


I 


a;jG  Leçons 

mais  si  l’on  regarde  a comme  _scule  variable  dans  la  proposée  , 
on  aura  a = — y,  ce  qui  la  changera  dans  celle-ci, 

x‘  + zjr*  = o , 

qui  satisfait  à la  dérivée  sans  être  comprise  dans  sa  primitive, 
et  qui  est  conséquemment  une  solution  , ou  une  primitive 
singulière. 

L’équation  — - = o exprime  la  condition  sous  laquelle 

l'équation 

F(x,y,  a)  = o , 

prend  deux  racines  égales  relatives  à a {Cale.  di/J.,  pag.  74»  7$); 
si  donc  à l’aide  de  la  primitive  singulière,  on  élimine  a:  ou  y 
de  la  proposée  , l’équation  résultante  aura  des  facteurs  égauje: 
c’est  ainsi  que  , dans  le  troisième  exemple  , la  substitution  de 
— s.y ’ pour  .r’  dans  la  proposée  , la  change  dans  celle-ci , 
y'  + 2 ay  -f  a1  = ( y -f  a )»  = o. 

Puisque  la  constante  a est  arbitraire  , ou  peut  considérer  la 
primitive  rnmplette  comme  représentant  une  infinité  de  coufbcs 
qui  différent  l’une  de  l’autre  par  le  paramètre  a qui  prend 
. des  valeurs  successives  et  très-rapproebées  : ces  courbes  con- 
sécutives dont  chacune  est  le  lieu  d’une  intégrale  particulière , 
se  coupent  deux  à deux,  et  la  série  de  ces  points  d’intersection 
* forme  une  courhe  tangente  à celles  là  : mais , le  paramètre  a est 
constant  dans  toute  l’étendue  de  chacune  des  premières  courbes, 
tandis  que  , pour  la  courbe  de  contact,  à est  fonction  des 
coordonnées  des  points  de  contact.  La  tangente  y'  en  f ts  points 
a donc  même  valeur  pour  les  courbes  touchées  et  la  courbe 
de  contact  ; d’où  il  suit  que  y1  doit  rester  le  même  pour  a 
constant  et  a variable;  et  qu’ainsi  le  résultat  de  l’élimination 
de  a entre 

& (xiJi  a)  = 0 1 


d (Fa) 
cJa 
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qui  est  la  solution  singulière , est  rn  même  teins  l’équaiion 
de  la  courbe  qui  touche  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans 
l’intégrale  coroplelte. 

Supposons  l’équation 

F (*, y,  a)  = o, 

résolue  par  rapport  à la  constante  a , en  sorte  qu’on  ait 
a = <p  (x,y); 


cette  valeur  de  a reportée  dans  la  proposée  , la  rend  identi- 
quement nulle  , ainsi  que  toutes  les  dérivées  relatives  soit 
à x,  soit  » y : on  a donc  en  la  différentiant  par  rapport  i x, 
puis  par  rapport  à y , ces  deux  équations  dérivées 

F'x  -f-  F' a x <p'.r  = o , 
fy  P a X <p'y—  o , 

dans  lesquelles  on  a conservé  sous  le  signe  F',  la  lettre  a à 
la  place  de  sa  valeur  q>(x,y~)  ; d’où  on  déduit 


ç'x  = 


Px 

~FZ’ 


<p'y  = — 


F'y  . 

Pa  ' 


donc  puisque  F' a devient  nul  dans  le  cas  de  la  primitive 
singulière  , il  s’ensuit  que,  dans  ce  même  cas  , on  a p'x  =ao , 
tp'y  = ao . Ce  caractère  fournit  un  moyen  général  de  trouver 
la  primitive  singulière,  lequel  est  sur-tout  utile  , lorsque  l’équa- 
tion primitive  est  sons  la  forme 

<p  0*.r)  = «; 

car  on  aurait  alors 

, ,,  , d(jF«V 

( x,y) — a — o , d ou  r'a-=s — 3 = — 1, 

do 

et  l’on  île  pourrait  rien  conclure  relativement  à la  solution 
singulière.  Il  faut  néanmoins  observer  que  toute  équation  qui 
rend  infinies  ces  fonctions  x , Q'y , n’est  pas  nécessairement, 
une  primitive  singulière  ; il  faut  de  plus  que  cette  équation 
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ne  rende  pas  ç(x,y)  égales  une  constante,  parce  qu’on 
n’aurait  alors  qu’un  cas  particulier  de  la  primitive  complette. 
Exemple  I*r.  Soit 

<K*»  j)  = (.y— *)". 

on  en  déduit 


ç'x=  — m (r — , <P  'y  = — m (y  — x)n—  , 

et  tf'x  = qo  , <p 'y  — oo  pour  y — x,  pourvu  qu’on  ait  m entre 
o et  i ; mais  alors  y — x =o  rend  <P  ( x,  y ) = o ; donc  on 
n’a  pas  de  primitive  singulière. 

Exemple  II.  L’équation 


donne 


x‘  — zay  + a’  — b o , 


a = — y + V/*1  + y'—  b = <p  ( , y)  ; 


et  de  là 


ç'x  = 


V/  x J -f- y ’ — b 


<f'y  = — i + 


\/x‘  -j-y* — b 


et  ces  fonctions  deviennent  infinies  par  x*  y'  — b , qu’on 
sait  être  une  solution  singulière  (pag.  aq4)- 

On  a vu  (Cal.  inté.,  pag.  184)  que  les  multiplicateurs  propres 
à rendre  intégrable  la  dérivée  du  premier  ordre 


y'  +JX*,y)=o, 


sont  renfermés  dans  la  formule 


<P  a-F'y 
F' a 


y 


donc  puisque  l’é- 


quation singulière  rend  la  fonction  F' a infinie  , les  multipli- 
cateurs deviendront  aussi  infinis.  Mais  on  ne  peut  pas  dire  que 
tonte  équation  qui  rendra  un  multiplicateur  infini , sera  une 
primitive  singulière,  ce  qui  est  évident.  M.  Laplacc  a démontré 
cette  proposition  comme  il  suit  : soit  l’équation 


y’  -f/(*>.r)  = o....(0> 
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et  soit  M son  multiplicateur  : on  aura 

m { y +/o , y ) } = ?'(•*>>•)> 

<p'  (x,_y)  représentant  une  dérivée  exacte  qui  a pour  primitive 
<p('X,y')—o.  Maintenant  la  primitive  singulière  doit  satis- 
faire à l’équation  (i)  , et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  la 
primitive  complelte  <p  (x,_y  ) = a : donc  la  valeur  dey,  tirée 
de  la  primitive  singulière,  étant  substituée  dans  ^x,^)  ne 
doit  pas  la  rendre  égale  à une  constante  ; par  conséquent  elle 
ne  doit  pas  rendre  nulle  sa  dérivée  <p'(x,y)  ; donc  cette 
yalciir  doit  rendre  nulle  la  quantité  y~\~ /(  x,y~)  saps  rendre 
nul  le  produit  M { j'-f-  J\  x , y ) ^ , ce  qui  ne  peut  arriver 
qu’aulant  que  le  facteur  il/  deviendra  infini  par  cette  valeur. 

Exemple.  L’équation  différentielle 


x+y 


dy 


= 4r  Vx'+y'  — b, 


dx  dx 

devient  intégrable  étant  multipliée  parole  facteur 

M — — 1 

V/x>+j*— J 

or  on  a trouvé  pour  solution  singulière  de  la  proposée  , 
x’  + y*  — b qui  donne  M = oc  . La  différentielle  exacte,  ou 
le  produit  de  la  proposée  par  le  facteur,  est 

*r 


d.x 


dy 


l/x'-f-j*—  b 


f—=o» 

(J.r 


dont  le  premier  membre  ne  s’évanouit  plus  par  la  solution 
singulière. 

Nous  rapporterons  encore  la  solution  de  M.  Lagrange , con- 
signée dans  les  Mémoires  de  Berlin  de  1774. 

Soit  V — o l’a  dérivée  du  premier  ordre , ayant  pour  in- 
tégrale complette  , l’équation  U — o entre  x , y et  a:  on  sait 
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que  V = o résulte  de  l’élimination  de  a entre  1/ = o et  d)7=o 
qui  revient  à dy  = pàx  : lors  même,  que  a ne  serait  pas  cons- 
tant, U = o satisferait  à V z=z  o,  pourvu  que  par  la  diffé- 
rentiation de  U=  o , on  eût  toujours  dy  = ^dx.  Or  en  faisant 
varier  x , y et  a dans  U — o , on  a 


qu’on  réduit  à 


ày=pàx  + qàa  , 


djr  = pdx , 


en  faisant  9=0:  si  cette  équation  donne  une  ou  plusienrs 
valeurs  de  a en  y et  x , ces  valeurs  étant  substituées  successi- 
vement dans  U — o , on  aura  différentes  équation  entre  x ely 
qui  satisferont  i f=o,  sans  être  comprises  dans  l’intégrale 
complelte  V = o , et  qui  seront  autant  de  solutions  singu- 
lières de  V = o.  On  aurait  pu  donner  à la  différentielle  de 
U = o , prise  en  faisant  varier  y , x et  a , cette  autre  forme 

dx  = Pdy  -j-  rda  ; 

alors  si  de  l’hypothèse  rxz  o,  on  peut  tirer  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  a en  y et  x , ces  valeurs  étant  substituées  dans  U~o, 
donneront  encore  autant  de  solutions  singulières  de  l’équation 
différentielle  V =z  o. 


Exemple  Ier.  Soit-  la  différentielle 

xdx  -f-  ydy 


d y — 


V x*  -f- y* — m% 

qui  a pour  intégrale 

x*  — 2 ay  — a’  — m1  = o : 

les  hypothèses 

dy  dx 

tr=9  = 0’  •d7  = r==0’ 

s’accordent  à donner  a = — y , dont  la  substitution  dans  k 
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proposée  , la  change  dans 

**  + J’  — m1  = o , 

seule  solution  singulière  de  l’équation  différentielle  proposée. 
Exemple  II.  Soit  l’équation  différentielle 
dx  dy 

VT  ~ vÿ  9 

dans  laquelle  X “ A -J-  Ex  -4-  Cx ’ -j-  Dx3  -f-  Ex* , 

Y = A -f-  By  -f-  Cy 1 -j-  Dy3  -f-  Ey'> , et  qui  a pour  intégrale 
{Cale.  inté. , pag.  1 7?>  ) 

[/X+[/T=(x-y)\/(a+  V), 

où  U=D  (x  -\-y)  + E(x+yy.  En  faisant,  pour  simplifier, 


dX 


X>, 


d¥ 


dx  dy 

l’intégrale  complette 

fy 


Y'  , VL-  — TL  — U1 , on  déduit  de 
dx  dy 


(x—y)  \/Y 


da  F y'a+U—  lU’(x—  y)  — a(fl+t/)J  VY 
dx  (*  — 


<\a 


X’Va  + U—  L V\x—y)  +2(a+f/)j  \/X 


Les  hypothèses  T-  = o , = o , donnent  les  équations 

x—y— o,  F=  o,  Xz=o, 
qu’il  faut  successivement  examiner.  On  tire  de  1 intégrale 

(\/X  +VT)r  rr. 

a—. — U , 

et  comme  x — y = o rend  la  constante,  a infinie,  on  doit 
rejetter  cette  hypothèse  qui  conduit  à un  cas  particulier  de 
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l'inti’gralc  complette.  Les  équations  X = o et  K=  o ne  ren- 
dant pas  a — oc , peuvent  être  des  solutions  singulières.  Or  en 

faisant  K=o,  le  dénominateur  de  — - devient  Y' 

do  1 

qui  sera  nul  pour  Y'  =;  o ; de  même  la  supposition  X=o 
réduit  le  dénominateur  de  -j— , à X'  qui  sera  nul  pour 

X'  = o.  Donc  les  équations 


l'=  o,  X=o, 

i • 

ne  seront  des  solutions  singulières  qu’autant  qu’on  n’aura  pas 
en  même  teins  Y'  — o , X'  = o ;■  conséquemment  les  solu- 
tions singulières  de  la  proposée  seront  toutes  comprises  sous 
cette  forme 

x — « , ou  ^ , 

en  prenant  pour  u l’une  quelconque  des  racines  de  l’équation 

A -f-  Bu  -j-  Cu'  -}-  Du3  -+-  Eu * = o. 

Par  les  principes  qu’on  vient  d’établir  , on  peut  trouver 
l’équation  primitive  singulière  de  toute  équation  dérivée  du 
premier  ordre,  dont  on  connaît  déjà  l’équation  primitive,  ou 
dont  on  peut  trouver  cette  équation  à l’aide  d’un  multipli- 
cateur ( chap.  IX  ). 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut  déduire 
la  solution  singulière  de  la  dérivée  seule.  A cet  effet  , nous 
examinerons  ce  que  devient  l’équation  dérivée  dans  le  cas  de 
la  solution  singulière.  Si 

F 1 y i «)  =o — (■)» 

est  l’équation  primitive  d’une  dérivée  du  premier  ordre  , celle-ci 
sera  le  résultat  de  l’élimination  de  a au  moyen  de  la  dérivée 
immédiate  que  nous  désignerons  par 


P(x,  y,  fl)  = 0....(2)f 
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prise  par  rapport  à x et  y , et  la  primitive  singulière  sera  le 
résultat  de  l’élimination  de  la  même  quantité  a , au  moyen  de 
la  dérivée 

F' a = o , 

relative  à a.  Supposons  que  l’on  tire  de  l’équation 
F'  (*>  J»  «)  = o, 

la  valeur  de  a en  fonction  de  x,  y,  y',  que  je  représenterai 
par  9 ( x,  y,  y’  ) , et  qu’on  substitue  cette  fonction  pour  a 
dans  (i)  ; on  aura  une  équation  en  a; , y , y ' qui  sera  la  dé- 
rivée proposée.  Ainsi  en  désignant  simplement  par  9 la  fonc- 
tion 9 (•* , y , y1  ) , l’équation  (i)  deviendra 

F{x,yt  ç)  = o....(3)  : 

telle  sera  la  dérivée.  Prenons  maintenant  la  dérivée  de  celle-ci, 
et  comme  <p  est  une  fonction  des  trois  variables  x ,y,jJ7 
on  aura  cette  équation 

F'  (x,  y)  + <P'F'<P  = o (4)  : 

où  F'(x,y ) repète  (2),  parce  que  dans  F'(x,y ),  on  a 
traité  a ou  9 comme  une  constante  ; mais  comme  d’ailleurs 
cette  constante  a est  remplacée  par  sa  valeur  <p , tirée  de  la 
meme  équation  (2),  nécessairement  la  fonction  I,'(^x,y')  est 
identiquement  nulle  : ainsi  la  dérivée  (4)  se  réduira  simple- 
ment à 

ç'F'<p=  o, 

laquelle  se  décompose  en  9'  = o , F'<p  — o ; la  première  de 

ces  deux  équations  , savoir  9'  = o , c’est-à-dire  , 

* 

est  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  yt  en  x , y et  y : » 
celte  équation  a pour  primitive  9 = a qui  est  une  constante 
arbitraire  : ainsi  en  éliminant  y entre  ces  deux  équations 

(5). ...91=0,  F{x,y,  <p)  = o (6), 
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on  aura  l’équation  primitive  complette  de  l’équation  (3)  , dan* 
laquelle  a sera  la  constante  arbitraire  ; mais  comme  y n’est 
contenue  que  dans  la  fonction  <p  , le  résultat  de  l’élimination 
de  y'  entre  (5)  et  (G)  , sera  le  même  que  celui  de  entre  les 
mêmes  équations  : ce  résultat  sera  donc 

F(i,;,s)  = o, 

ce  qui  redonne  l’équation  primitive  d’où  on  était  parti.  Con- 
sidérons maintenant  l’autre  équation 

F'ip  — o (7): 

et  éliminons  y1  au  moyen  de  (7)  et  de  (3)  , nous  aurons  une 
nouvelle  équation  primitive  de  cette  équation  (3)  , laquelle  sera 
nécessairement  différente  de  (1)  : or  comme  la  quantité  y' 
n’est  contenue  que  dans  la  fonction  <f  , le  résultat  de  l’élimi- 
nation de  y entre  ees  deux  équations 

f'V  ~ o et  F(x,y  , <p  ) — o , 

sera  le  même  que  celui  de  l’élimination  de  <p  , comme  nous 
l’avons  observé  plus  haut  ; et  ce  résultat  sera  évidemment  le 
même  que  celui  de  a entre  les  Jeux  équations 

‘if 

F'a  — o et  .F(x,jy,a)s=:o: 

donc  par  ce  qui  a été  démontré  plus  haut , ce  résultat  sera 
l’équation  primitive  singulière  de  la  dérivée  (3)  dont  (1)  est 
l’équation  primitive  ordinaire. 

On  voit  par  là  qu’il  est  toujours  possible  de  mettre  l’équa- 
tion dérivée  sous  une  forme  telle  que  sa  dérivée  donne  elle- 
même  l’équation  primitive  singulière , s’il  y en  a une  , et  c’est, 
dit  M.  Lagrange  , une  observation  qui  n’avait  pas  encore  été 
faite  , observation  qui  appartient  à cet  illustre  géomètre. 

Exemple.  Reprenons  l’équation 

x'  — a ay  — a’  — l>  ~ o , 
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dans  laquelle  a est  la  constante  arbitraire  : pour  avoir  la  dé- 

X 

rivée  (3)  , il  faudra  remplacer  m par  sa  valeur  — — , tirée  de 

la  dérivée  immédiate 

, x — ay'  — o : 

ainsi  l’équation  dérivée  sera 

zxy  x * z_ 
x ■ — — b xx  o y 

y'  f ' * 

an  prenant  la  dérivée  de  celle-ci , on  trouve 


X-.—  -X 


xyyn 


x x’y" 

f‘  yri 


= o, 


équation  qui  se  réduit  à 
En  la  mettant  sous  la  forme 

('+#■)-.  ' ■ 
on  voit  quelle  revient  à if'F'y  = o ( pag.  -3o3),  en  représentant 
la  proposée  par  F (x,y  y a")  z=  o,  et  prenant  pour  p la  valeur 
de  a » tirée  de  la  dérivée  immédiate 

x — cty'xzo,  d’où 

le  facteur  du  premier  ordre  F'tf  = o , est 

f+y- °»  dou  r =—y> 

valeur  qui  substituée  dans  l’équation  du  premier  ordre 

ixy  *' 


la  réduit  à 


y yx 


b — o, 


30 
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x%  + y'  — b = 0 * 

✓ 

équation  primitive  singulière  déjà  trouvée  ( pag.  294  ) : car  la 
dérivée  que  nous  considérons  ici  est  la  inèuae  que  celle-ci  t 


ou 


y'  \/  X'  +y'  — b —yy'  — * — o , 
dy  \/x2  -\-y‘ — b — yùy  — *d*  = o ; 


mais , sous  cette  forme  , elle  n’aurait  pas  sa  dérivée  décom- 
posable  en  deux  facteurs.  On  observera  encore  que  F' <p  = o , 
c’est-à-dire  , F' a = o , tirée  de  la  primitive  , est 

. x 

— îv  — 2 a = o = y -f*  o=y-\ — * 

y 

• X 

en  remplaçant  a par  sa  valeur  — . 

I jyff  1 

Le  facteur  du  second  ordre  — 77- égalé  à zéro, 

j y 

donne 


*y" 


y 


o : 


or  le  premier  membre  étant  la  dérivée  exacte  de  — - , oi» 
aura 

x ,,  % , x 

y = a’  dou  f=-r> 

cette  valeur  de  y'  portée  dans  la  dérivée  du  premier  ordre , la 
change  dans  celle-ci , 

sa/  — a1  — £ = o , 

0 y 

qui  est  la  primitive  complette. 

Nous  allons  assigner  un  caractère  fort  simple  pour  recon- 
naître si  une  valeur  qui  satisfait  sans  constante  arbitraire  à une 
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équation  dérivée  du  premier  ordre  , est  une  valeur  singulière  , 
ou  simplement  un  cas  particulier  de  l'intégrale  complctie. 

Supposons , ce  qui  est  toujours  possible  , que  l'équation 
dérivée  du  premier  ordre  soit  réduite  à la  forme 


y'  -f-/(*».r)  = °: 

si  dans  l'équation 

F (*,y,  <?)  — o , 


on  substitue  pour  y'  dans  <p  sa  valeur  — j (x,  y)  , elle  de- 
viendra nécessairement  identique  : par  conséquent  ses  demi 
dérivées  refatives  , l’une  à x , l’autre  à seront  séparément 
nulles.  Or,  puisque  la  quantité  y'  n'est  contenue  que  dans  la 
fonction  <p  , on  aura  {Cale.  diff.  , clinp.  V ) pour  dérivée  pre- 
mière par  rapport  à x , 

, , » 

F'x — Ftp  x p'y'  x J’x  = o , 

F’x  dénotant  la  fonction  dérivée  de  F {x,  y")  prise  relative- 
ment à x,  et  F'tp  x p'y'  x J'x  indiquant  la  dérivée  de  Fp  par 
rapport  à x contenue  dans  y'  qui  est  daus  p.  Pareillement 
la  dérivée  première  par  rapport  à y , sera 

P y _ Püf  x ç'yl  x jy  = 0 . 

d’où  l’on  tire 

F'x  F'y 

f X—  /'-y - 

’ F p x p'y'  JJ  F'pxpy 


or  la  primitive  singulière  rend  F'p  — o ; donc  elle  rendra  infinies 
les  fonctions  J'x  et  f'y.  Cette  propriété  peut  donc  servir  à 
trouver  les  valeurs  singulières  dont  une  dérivée  du  premier  ordre 
est  susceptible  : car  si  l’équation  qui  rend  infinies  les  fonction* 
f'y , fx,  satisfait  en  même  tems  à la  proposée 

y'  +/(  *)/)  = <>, 

elle  en  sera  la  primitive  singulière. 
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Exemple.  Soit  l’cquation  déjà  considérée  ( pag.  234  et  3o6  ) 


—J+  V x*  +y'  — b 

on  en  tire 


J (*,/)  = ' 


— .r+  y/x'+y'—b 


J'X= 


+ 


JS’  • 


— y -h  ^ x'-hy‘ — b ' \/x‘-\-y*— i[— y + ÿx'+y—l 6 J1* 

X 

f'y= ■ ; — > 

V* '+y*—bx  L~^+  Vx‘+y*—  b\ 
ces  deux  quantité  deviennent  infinies  par  (es  suppositions 


\/x‘  +y'—b  — o ; -y-\~  V +j‘ — b=o-, 

la  seconde  donne  x 3 — b = o , valeur  qui  ne.  peut  satisfaire 
à la  proposée  qu’en  faisant  b—o:  la  première  donne 

x'+y'—b  — o, 

équation  qui  satisfait  à la  proposée,  et  qui  conséquemment  en 
«st  la  primitive  singulière , comme  on  l’a  vu  plus  haut. 

Autrement , supposons  que  y = X satisfasse  à l’équation 
y +J(x,y)....(i)i 
c’est-à-dire,  qu’on  ait 

X’  +/(*»  X)  r=o....(a), 

et  cherchons  à reconnaître  si  X est  une  solution  singulière , 
ou  un  cas  particulier  de  l’intégrale  complette.  Pour  que  la 
fonction  X ne  soit  pas  comprise  parmi  les  valeurs  de  y , 
données  par  la  primitive  complette,  il  faut  qu’en  supposant , en 
général  , 

y — x + x , 

s étant  une  nouvelle  variable,  la  valeur  de  z tirée  de  l’équation 
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primitive,  ne  puisse  jamais  être  nulle,  car  autrement  y=zX 
satisferait  à la  primitive  /omplette,  et  X serait,  contre  l’hy- 
pothèse , un  cas  particulier  de  l’intégrale  complette.  Substituant 
donc  X -f-  z pour  y dans  (i)  , on  aura 

' X'  + z'  +f\x  ,X+  z)=z  o. ...(3). 

Le  développement  de  la  fonction  f (a;,  .X-f-  r)  suivant  les  puis- 
sances de  z , sera 

J C*  , x + z ) =J  (*»  x)  + jP-s  + Qz*  ■+■  etc.  ; 

donc  (t)  deviendra  , en  tenant  compte  de  (3) , 
z'-f-  Pz  -f-  Qz’  -f-  etc.  = o , 

équation  qui  servirait  déterminer  z en  x.  Or  si  la  quantité  s 
pouvait  devenir  nulle , elle  pourrait  aussi  devenir  très-petite  ; 
supposons-la  telle,  et  eherehons-en  la  valeur  par  approximation  : 
à cet  effet , on  s’en  tiendra  au  terme  de  première  puissance 
de  z , et  on  aura 

z'*-f-  Pz  = o , d’où Pdx  = o , 

et  en  intégrant 

lz-*rf P(Lc=iC=/z+n,  d’où  e — e(^~~n—eCxe~xlz=ae~n, 

n étant  fPàx  , et  a — ec.  Ayant  ainsi  une  première  valeur 
approchée  de  z,  on  la  substituera  dans  les  termes  négligés,  et 
on  pourra  en  trouver  une  valeur  plus  approchée,  et  ainsi  de  , 
suite  ( Calc.intig . , pag.  290).  De  cette  manière,  la  valeur  de  z 
contiendra  la  constante  arbitraite  a en  facteur  , et  elle  deviendra 
nulle  par  0=0;  par  conséquent  X ne  sera  pas  une  valeur 
singulière,  et  on  n’aurait  qu’un  cas  particulier.de  l’intégrale 
complette.  On  doit  conclure  de  là  que  pour  que  X soit  une 
solution  singulière,  il  faut  que  le  développement  de /(x,  X-| -z) 
contienne  d’autres  puissances  de  z , que  les  puissances  entière* 
et  positives.  Supposons  donc  que  ce  développement  soit , eu 
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général , 


fi 


VI 


m , n , etc.  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont  en  aug- 
mentant, et  F,  Q,  etc.  des  fonctions  de  x : on  aura  l'équa- 
tion eu  z , 

z'  -{-  /V"  + Qz"  + etc.  = o , 


et  la  première  approximation  de  z , sera  donnée  par 

r dz 

z'  -}-  Pz"'  = o , ou  Pdcc  = o'( 

équation  qui  a pour  inle'grale  ^ 

-ri  — m 

+ v=a, 


V étant  f Prix , et  a la  constante  arbitraire.  Or  pour  que  X 
soit  une  valeur  singulière  de  y , il  faut  qu’en  donnant  à a 
une  valeur  quelconque  constante  dans  la  dernière  équation  , 
on  n’ait  jamais  z o,  ou  que  pour  zxz  o,  la  valeur  de  a 
cesse  d’être  constante. 

11  faut  donc  que  i — m exposant  de  z,  soit  positif;  car  si 
1 — m était  un  nombre  négatif,  z/-""  deviendrait  infini,  pour 
z — o,  et  répondrait  à la  supposition  a — ce. 

Pour  i — m = o , d’où  rn  — i , on  aurait  tncore  a — cc. 

Enfin  pour  r — m positif,  z— o donnerait  zl~"‘=:o  et  azzzV. 
Doue  pour  que  X puisse  être  une  solution  singulière  , tl  faut 
que  le  développement  de  / (x,  X -f-  z ) contienne  une  puis- 
sance z"‘  dans  laquelle  m soit  <i. 

En  considérant  la  fonction  f ( x , y ) , son  développement  , 
lorsqu’on  remplace  y par  y -f-  z , est , en  général , 


< 
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or,  pour  que  ce  développement  donne,  dans  le  cas  dej-=X, 
une  puissance  de  z moindre  que  la  première  , il  faut  {Cale, 
diff.  , chap.  IX)  que  la  valeur  de  J'y  ou  de  f'X  devienne 
infinie.  Mais  la  proposée 

donne 

y»  =.—f'x—y'f'y  — —J'»  +J'y  xj\x,y), 
on  en  tire 

f'X  ~J'y  xj(x  ,y  ) —y” ; 

par  conséquent,  pour  y — X , on  a 

fy  = x>,  /'x  = ac,  -,  r 

conclusion  à laquelle  nous  avons  été  conduits  par  une  analyse 
différente  ( pag.  .307  ), 

Exemple  1".  Pour  l’équation  dérivée  du  premief  ordre 


-)'-h  V +V’—  b 

considérée  précédemment , on  a 



-y+  V**+y'—t> 

et  nous  avons  trouvé  la  solution  singulière 

» ««  •;  : 

Xz=\/b  — x->-, 

en  substituant  ^ b — x*  -{-  z pour  y , la  fonction  précédente 
devient 

x 

\/[zz  [/b  — x*  — z*  J — l /b  — a:’  — z 

**  , I.  ’l 

laquelle  étant  développée  suivant  les  puissances  de  z , donne 
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* , J zz 

•~7~-  ; —r  H r-  — etc.  , 

Vb—x'  (*_x»)î 

où  l’on  voit  que  le  second  terme  du  développement  contient 

la  puissance  J t , dont  l’exposant  — — est  moindre  que  l’unité. 

On  sait  que  les  fonctions  J'x , J'y  deviennent  infinies  pour 
la  solution  singulière , 

—y  + S/x'  + y’  — b — O. 

Exemple  II.  Soit  l’équation  dérivée  du  premier  ordre 
y±=o(y-nyi 
la  condition  f'y  = «e  , donne 

o*  (r  — »)*”' = «* 


ce  qui  exige  que  k soit  <1  et_y=  n;  et  comme  la  proposée 
n’est  satisfaite  par  y=n,  que  pour  k positif,  on  voit  qu’elle 
n’adiuet  de  solution  singulière  que  pour  k entre  o et  1.  L’in- 
tégrale eomplette  est 


(y  — n)'-* 
i — k 


ex  + C- 


11  n’est  pas  nécessaire  de  donner  à la  dérivée  la  forme  ex- 
plicite y'  = J (x , y ) ; car  soit  V z=z  o cette  équation  entre 
x , y et  y'  ; on  peut  considérer  y'  comme  une  fonction  de 
x et  y donnée  par  cette  équation  , et  on  aura  pour  la  diffé- 
rentielle partielle  de  y relative  à y , 


ar  , d r dy 

+ — — O. 


dy  à \y  ày 

„ dy  dv 

Tour  que  — ou  / 'y  soit  munie,  il  faut  que f-  — o , ou  que 

AV 


= «J . Si  la  fonction  V est  rationnelle  et  entière , ce 
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qu’on  peut  toujours  supposer , il  ne  sera  pas  possible  que 


AV 


3i3 

AV 

■ =o: 


soit  infini  : il  faudra  donc  éliminer^  entre  V=o  et  -j- 

AV 

d’ailleurs  on  ne  devra  prendra  que  les  facteurs  de  — — qui  ne 
AV  _ , , . f 

sont  pas  communs  avec  — j — . En  sorte  qu  on  obtiendra  encore 

de  celte  manière  les  solutions  singulières. 

Exemple  Ier.  L’équation 

( *’  — *y'  ) y — t**yÿ  — x'  — 0 ==  Vs 

étant  différemtiée  par  rapport  à y\  donne 

, v dF 

( x*  — zy2  ) y'  — a xy  — o = ; 

éliminant  y'  entre  ces  deux  équations  , on  trouve 
. x’  ( x’  -j-  ay*  ) = o : 

°f  x — o ne  satisfaisant  pas  à la  proposée , la  solution  sin- 
gulière est 

x*  -f-  2 y*  = o. 

, Exemple  II.  L’équation 

xdx  yAy  r=  Ay  [/x’-f-y2 — a’, 

ou 

x2  + xxyf  +ÿ2  (a2  — x2)  = o = V, 

donne 

AV 

xy  +y  ( U* *’)=0  = -r-y  i 

d ou  par  l’élimination  de  y ' , on  obtient  la  solution  singulier# 
x*  -f  j1  = a2. 

Exemple  III.  Soit  l’équation 

_ydx  — xd y ~ a \Zàx2  -f-  ày2t 
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J’  — 3X>7' (x’— û5)  — a’  = o = P, 
on  trouve 

, , s 

*r-y  (*’—«*)  = o = -jp-  ; 

d’où 

*T  =y  (x1—  «’  ) , 

et  en  éliminant  _y',  on  ax'-f-y’^sa1  pour  solution  singulière. 

Puisque  sans  connaître  l’intégrale  complettc  d’une  équation 
dérivée  du  premier  ordre  , on  sait  en  trouver  les  solutions 
singulières  , et  puisque  le  facteur  propre  à rendre  la  proposée 
intégrable,  est  alors  infini , on  peut  souvent,  h l’aide  de  cette 
propriété,  découvrir  le  facteur.  C’est  ce  que  nous  allons  faire 
entendre  par  un  exemple. 

Exemple.  Ayant  trouvé  pour  la  dérivée 

( o’  — x1  ) y'  -\.xy=  a \/y3  -f  x’  — a’ , 
la  solution  singulière 

x3  + j’  — a3  = o ; . 

• et  ayant  observé  que  la  proposée  est  satisfaite  par 
x ’ — a3  — 0 , 
on  lui  supposera  le  facteur 

* = (x*  — a3  )m  (y3  4-  x1  — a3  )"  , 

m et  n étant  des  indéterminés  : après  avoir  multiplié  par  cette 
fonction  , on  posera  la  condition 

dP  _ d Q 

dy  ~ cTr  ’ 

( Cale.  dijf. , chap.  XIII  ) , qui  sera  satisfaite  par  m = — 1 % 
1»  = — : ainsi  le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  % 
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est  ' 

2—  ( x*  — o’)— ‘ (jr*  -f-  x’ — a’  )7ï. 

C’est  Euler  qui  a donné  le  premier  critère  général,  pour 
reconnaître  si  une  valeur  qui  satisfait  à' une  équation  difléren- 
tiel , est  ou  non  une  valeur  singulière  , et  conséquemment  non 
comprise  dans  l’intégrale  : depuis,  cette  matière  a été  traitée 
et  dilucidée  par  MM.  Lagrange , Lapiace , Legendre  et  Poisson: 
ce  dernier  géomètre  a démontré  , i3*.  cahier  du  Journal  de 
l’Ecole,  polytechnique  , pag.  7 i , qu’on  peut  toujours  délivrer 
une  équation  du  première  ordre  de  sa  solution  singulière,  ou 
eu  introduire  une  à volonté.  Voyez  encore  un  Mémoire  de 
il/.  Trembley , imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Turin  , années  1790  et  1791. 

Nous  terminerons  par  quelques  questions  de  géométrie  qui 
conduisent  à des  solutions  singulières. 

Problème  ï*r.  Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  per- 
pendiculaires abaissées  d’un  point  donné  sur  les  tangentes  suc- 
cessives , soient  égales  entre  elles. 

L’équation  de  la  tangente  est  (Cale.  diJJ. , chap.  XV  ) 
d y 

o>  — , • 

y et  x étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence , et  q et  p 
les  coordonnées  générales  de  la  tangente  : or  en  prenant  le 
point  de  départ  des  perpendiculaires  pour  origine  , chacune 
aura  pour  équation 


et  sa  longueur  que  nous  désignerons  par  n , sera 

n = V/V‘+  ?V-.(3)  » 

substituant  dans  (3)  pour  p et  q les  valeurs  données  par  (1) 
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xtlr  —yàr  ' 

” V J*’  + dy*  ’ 

en  sorte  que  l’équation  différentielle  de  la  courbe  , sera 

y-**L="V' +G&)'; 

qui  a pour  solution  singulière  ( pag.  aoy  et  210) 

*'4-r’  = n’, 

équation  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  n , et  dont  le  centre  est 
le  point  donné.  Mais  l’intégrale  complette 

y — ax  — n [/i-j-a* , 

représente  une  droite  dont  la  position  varie  par  la  constante  a , 
et  dont  la  plus  courte  distance  à l’origine  des  coordonnées,  est 
toujours  = n.  Ces  droites  sont  les  lieux  des  intégrales  particu- 
lières , et  le  cercle  qui  représente  la  solution  singulière  , les 
touche  toutes  , puisqu’il  a pour  rayon  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  ces  droites. 

C’est  donc  comme  nous  l’avons  déjà  dit  ( pag.  ag6  ) , une 
propriété  générale  des  équations  primitives  singulières,  d’appar- 
tenir aux  courbes  formées  par  l’intersection  continuelle  de  celles 
représentées  par  l’équation  primitive  complette  , en  faisant 
varier  continuellement  la  constante  arbitraire  , ou  un  para- 
mètre qui  différencie  toutes  ces  courbes  : or  la  courbe  for- 
mée de  ces  intersections  embrasserait  ou  toucherait  toutes  les 
courbes  de  l’équation  primitive,  et  aurait  par  conséquent  dans 
chacun  de  ces  points  une  tangente  commune  avec  une  de  ces 
mêmes  courbes.  Suivant  ces  notions,  la  développée  d’une  courbe, 
est  la  solution  singulière  de  l’équation  différentielle  qui  don- 
nerait les  normales  consécutives  de  la  développante  {Cale,  dijf.y 
chap.  XVI), 
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Problème  II.  Trouver  la  courbe  dont  les  normales  ont  uns 
relation  donnée  avec  les  parties  de  l’axe , interceptées  entre 
T origine  des  abscisses , et  les  intersections  de  la  normale  avec 
l'axe. 

A étant  l’origine  des  coordonnées,  MN  la  normale,  soient 
'AN  — t , MN  = n : on  sait  (Cale.  dijf. , chap.  XV  ) que 

t — x-\-yy ',  nz=yV i+y'*,  FiS-  «I 

t 

y'  étant  -j—  : si  la  relation  donnée  est  exprimée  par 

n%  — apt , 

qui  représente  une  parabole  , on  sera  conduit  à l’équation  dif- 
férentielle 

y (i+yf')=ezp(x+yy'): 

pour  l’intégrer , résolvons-la  par  rapport  à y1 , puis  divisant 
tout  par  le  radical , nous  aurons 

Vpx 

or  le  premier  terme  est  visiblement  la  différentielle  de 

y'px-\-  Oipx — yx\  donc  on  aura  pour  intégrale 

V p*  + zpx  — y1  -f-  x = c , 
carrant  et  remplaçant  c -f-p  par  a , on  aura 
y1  -f-  x1  — zax  -f-  a‘  — 2 pa  — o, 

équation  qui  représente  un  cercle.  Mais  outre  les  cercles  qui 
résolvent  la  question,  on  a encore  pour  solutidn  singulière  une 
parabole  ayant  pour  équation 

y‘  = zpx  -f  p’  , 

parabole  qui  résulte  de  l’intersection  continuelle  de  tous  le# 
cercles  donnés  par  l’intégrale  complelte  : cette  solution  #iu- 


v—yf 


-f  upx — y* 


+ 1 = 0 = 


pâx—yây 
Vf'  +zpx—y'  \ 


+ dx=o  } 
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gulière  rend  infini  le  facteur  par  lequel  la  proposée  devient 
intégrable. 

PROBLÈME  III.  On  demande  une  courbe  telle  que  tirant  de 
deux  points  donnés , des  perpendiculaires  sur  une  quelconque  de 
ses  tangentes , le  produit  de  ces  perpendiculaires  soit  une  quan- 
tité constante. 


Fi,.  ai.  Faisons  passer  l’axe  des  abscisses  par  les  deux  points  donnés  ' 
F'  et  F : soient  rn  et  n les  abscisses  AF,  AF  de  ces  points^ 
AP-=  x,  t la  sops-tangente  RP,  on  aura 

Ail  = RP  — AP  — t — x, 

donc 

RF—AR-\-AF=  t — x -pm,  RF'  = AR  AF'—  t — x-f-  «• 
Les  triangles  semblables  RFL,  RPM  donnent 


FL  = 


RF  x PM  (t  — x 4 - m )y 
RM  ~ 


vr  + ** 

les  triangles  semblables  RF'L',  RPM  donnent 


F'L' 


RF'  x PM ( t — x -f  n ")£ 

ÜÎM  ‘ 


vr  + <* 

Ainsi  l’équation  du  problème  sera 

(t  — x + m)(t  — x + n)y'  _ k 

r‘  -f  t' 


h étant  une  constante  donnée.  Or,  le  rapport  de  l’ordonnée  à 

y ^ y 

la  sous-tangente,  étant  y',  on  a — — y'i  d’où  t — : cette 

* y 

valeur,  substituée  dans  l’équation  précédente,  la  change  en 
celle-ci  : 


(y  —y'x  -f  tnf  ) (y  —y'x  4-  ny'  ) 
i+j'* 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INTÉGRAL.  3,q 

qui  revient  à la  suivante, 

(ydx—xdy 4. mdy)  (jdx— xdy-\- ndjy)  — Ar(<ht*4-<Jy>)  = 0. 

Euler  remarque  qu’il  serait  difficile  d’intégrer  cette  équation 
directement,  mais  qu’on  peut  parvenir  facilement  à l’intégrale 
par  la  différentiation  ; artifice  déjà  employé  ( pag.  208  , 20<j 
et  219)  et  qui  mérite  d’être  remarqué.  On  a ainsi,  en  faisant 
dx  constant , 

(^dx  — xdx  + ndy)  {m  — x)  dy  + (ydx— xdy +mdy)  (n_x)  dy 

— 2.kdydy  = o, 

équation  divisible  par  dy  : après  la  division,  on  obtient 
celle-ci , 

O'dx  — xdy  + ndy)  (m—x)  + {ydx  — xdj-  + mdy  ) (n  — x) 

— 2*dj  = o, 

qui  n’est  que  du  premier  ordre,  comme  la  proposée.  Cette 
dernière  équation  étant  multipliée  par  dy,  et  retranchée  de  la 
première  multipliée  par  2,  donne 

zy’dx'  -f  ydydx  (m-f-n-ax)- 2/fd*’  = o , 

d’où  l’on  tire 

dy  2 (k—y) 

dx  y(m  + n — 2*)  ' 

.mais  la  même  équation  donne 

dy  y (m  4-  n — 2x) 

dx  2 |Ar  — (m — x)  (n — x)  } * 

égalant  ces  valeurs,  et  réduisant  au  même  dénominateur,  on  aura 

J”(»f»-sx)>x4  (k  — r)  { A — (m  — x)  (n  —x)  }, 
laquelle  se  réduit  à 

I ( m — ny  -f  4à}j>  4.  4A:  (rn  — x)(/j — x)=4^*f 
«u,  plus  simplement  encore,  à 


320 


Lf.çoms 


r + 


_ /m  — »y 

*+(— ) 


•quation  à une  ellipse  dont  le  carré  du'  petit  axe  est  k,  et  le 

j i j i . — « V . m — « 

carre  du  grand  axe  est  k -(-  ^ — - J j de  sorte  que  

sera  la  distance  du  centre  au  foyer  ; et  comme  le  centre  de 

771  I fi 

l’ellipse  répond  à l’abscisse  , il  s’en  suit  que  les  deux 

foyers  répondent  aux  abscisses  m et  n , et  qu’ils  sont  par  con- 
séquent les  points  donnés.  En  effet,  on  a vu  ( Giom.  analyt.  ) 
que  le  produit  des  perpendiculaires  menées  de  chacun  des 
foyers  à une  tangente  quelconque  à une  ellipse,  est  constant  et 
égal  au  carré  du  demi-second  axe.  L’équation  ci  - dessus  ne 
renferme  pas  de  constante  arbitraire , puisqu’elle  provient  de 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  par  l’élimi- 

, dj  , 

nation  de  ; mais  on  aura  une  autre  équation  avec  une  cons- 
tante arbitraire,  par  le  moyen  de  l’autre  facteur  dy , lequel 
donne  l’équation  du  second  ordre 

tiy  =r  o , d’où  dy  = adx,  et^  = ax  -j-  5, 

en  observant  qu’on  a pris  dx  constant  : cette  équation  étant 
combinée  avec  l’équation  du  problème  , donnera  celle-ci, 

( y — ax  -f-  am  ) {y  — ax  -(-  an  ) = h ( i -f-  a’), 
d’où  l’on  tire 


y - « +te^=±j/  {(.+«■)»  + 

équation  à deux  lignes  droites.»  11  est  visible  en  effet  que  la 
ligne  droite  satisfait  aussi  au  même  problème,  pourvu  qu’elle 
soit  placée  de  manière  que  le  produit  des  deux  perpendiculair«s 
menées  de  deux  points  donnés,  soit  égal  à k. 
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Si  dans  les  expressions  générales  des  perpendiculaires  qui 
deviennent 


yAx  — xà y -f-  mAy  vdx  — xAy  -f-  này 

7— — : = — y — y 

y da:’  -J-  dy’  \/ dx1  -}-  dj^’ 

, - . < yî\x 

apres  avoir  remplace  t par  — , on  écrit  pour  Ay  sa  valeur  aAx 
tirée  de  l'équation  de  la  ligne  droite 
y — ax  -f  b, 
ces  expressions  deviendront 


b 4-  am  b 4-  an 
- , et  — ■ ■ . 

y i -}-  a*  . Ÿ 1 + <*’ 
et  l’on  aura  l’équation 

( b -(-  am  ) f b + an  ) = k (1  -f-  a1). . . .(1) , 
d’où  l’on  tire 

* = - - ) * 4 . + «■)  *+ , 

valeur  de  J,  qui , substituée  dansj'  = ax  -f-  b,  donne  les  deux 
lignes  droites  trouvées  plus  haut» 

On  voit  que  ce  problème  admet  réellement  deux  solutions 
très-différentes , puisque  l’une  (b)  donne  des  lignes  droites  , 
cl  l’autre  (a)  donne  une  ellipse  : cette  dernière  équation  qui 
est  sans  constante  arbitraire,  n’est  que  la  primitive  singulière 
de  l’équation  du  premier  ordre,  donnée  par  les  conditions  du 
problème 5 pour  l’obtenir,  d’après  la  théorie  exposée  dans  ce 
chapitre , on  reprendra  l’équation 


{y  — ax  -f-  am  ) {y  — ax  -j-  an  ) = ft  (1  -j-  a’) , 

qui  est  la  primitive  complctte,  et  on  en  déduira  F' a = o,  d’où 
l’on  tirera  une  valeur  de  a,  qui,  reportée  dans  l’intégrale, 
donnera  la  primitive  singulière  (o). 

21 
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Ainsi  on  peut  dire  que  l’ellipse  qui  résout  le  problème,  est 
formée  par  l'intersection  continuelle  de  toutes  les  droites  repré- 
sentées par  l’équation 

(y  — ax  am  ) (j  — ax  -j-  an')  = k ( i -f-  a’  ), 
en  supposant  que  la  constante  a varie  de  l’une  à l’autre. 

Pour  les  équations  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 

On  peut  appliquer  aux  équations  dérivées  d’un  ordre  supé- 
rieur au  premier , ce  que  nous  venons  de  dire  de  celles-ci. 
En  effet , si  l’équation 

F (*>  r» y7»  r" — = o, 

est  la  primitive  de  l’ordre  immédiatement  inférieur  de 

= o, 

O étant  la  constante  arbitraire  , celle-ci  doit  résulter  de  l’élimi- 
nation de  a ëntre  la  primitive  et  sa  dérivée  immédiate  , et  il 
est  évident  que  le  résultat  de  cette  élimination  sera  le  même  , 
soit  que  la  quantité  a soit  constante  ou  variable,  pourvu  que 
les  deux  équations  soient  de  la  même  forme  : or,  l’équation 
primitive 

F (*»  y>  «)  = °» 

est  la  même  dans  l’un  et  l’autre  cas  ; si  dans  le  cas  de  a cons- 
tante, son  équation  dérivée  est 

F'  = o....(0, 

F'  ( * , y. . . . .y  C"~  ')  ) dénotant  une  dérivée  à prendre, 
dans  le  cas  où  a serait  une  fonction  quelconque  de  x , cette 
dérivée  sera 

F'  O,  +a'F'a  = o....(a), 

o étant  constante  dans  la  fonction  F'  (# , y, . , ) : donc 
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ies  deux  équations  deviendront  identiques,  si  l’on  déterminé 
‘à  de  manière  qu’on  ait 


a' F' a — o. 

Or,  a'  = o,  donne  a — const. , ce  qui  ramène  à l’intégrale  ; 
mais  F'a  = o donne  a en  x cty^y1,  etc.,  valeur  qui , substi- 
tuée dans  la  proposée 


F «)  = o. 

donnera  une  équation  du  meme  ordre,  qui  satisfera  également 
à 


ÿ,  y = o: 

et  qui  conséquemment  sera  une  primitive  singulière. 
Exemple.  Soit  l’équation  dérivée  du  second  ordre 


*ÿy" 


+ 1=0, 


'elle  a pour  primitive  du  premier  ordre 

x%  — 2 ay'  -f-  a*  — o ; 

!si  l’on  prend  de  celle-ci  la  dérivée  par  rapport  à a,  on  aura 
— y'  -j-  a ~ o,  d’où  a = y1 , 

Valeur  qui,  substituée  dans  la  dérivée  du  premier  ordre; 
donne 

— y'1  = o,  d’où  + =3  -4-  x. 

Celte  valeur  de  y'  satisfait  aussi  à la  proposée  ; mais  elle  est 
une  primitive  singulière,  puisqu’elle  n’est  pas  contenue  dans 
la  primitive  complette 

x ’ — 2 ay'  -f-  a1  - o. 


Si  l’on  cherche  l’équation  primitive  de  cette  dernière  , on 
trouvera 


a ay  -J-  a'x  + • b txz 


o> 

\ 


i 
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où  h est  la  nouvelle  constante.  En  éliminant  a au  moyen  de 
ces  deux  équations  , an  aura 

4*’(y  — xf  y — 4 ( * - • */)  y 4- (*— 

qui  sera  par  conséquent  l’autre  primitive  du  premier  ordre  de  la 
proposée  : sa  dérivée  relativement  à b sera 

— 4 (.y— *r')y'  + — ~r)==0’ 

d’où  l’on  lire 

* = ^ + a(r—*r')j/j 

substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  primitive  ci-dessus,  le 
résultat  sera 

4 C y — xfY  (*’— y*)*=o, 

d’où  l’on  tire 

y — aj'  — o , x1  —y'1  = o. 

La  première  ne  satisfait  pas  à la  proposée,  comme  il  est  facile 
de  s’en  assurer , et  la  seconde  donne 

■ y — ±x, 

qui  est  la  primitive  singulière  trouvée  plus  haut.  Ainsi  , les 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre  donnent  la  même 
équation  singulière.  Cette  proposition  a été  généralement  démon- 
trée par  M.  Lagrange , dans  l’ouvrage  cité  plus  haut. 

Si  de  la  primitive 

F (*,  a)  — o 

on  tire  a en  fonction  de  x,  y,  y’. . . •y("~ ')  , et  qu’on  la 
désigne  par  y'. . . .y  C " — 1 > ) , par  la  substitution  de 

celte  valeur  (le  a,  la  primitive  deviendra  identique  , et  ses 
dérivées  relativement  î®,  y,/..../!"”1)  seront  nulles.  On 
aura  donc 
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F'x  -|-  F' a x <t>'x  = a , 

F' y 4-  F' a x ®'y  = o , 

Fy+  F' a X <5>'y'z=  o , 
etc. , 

en  conservant  sous  le  signe  F'  la  lettre  a à la  place  de  sa  valeur 
® (x> F > y • • • *) ) î on  en  déduira 

F'x 


<l>'x  = 
4>'jr  = . 

*y= 


F' a 
F' y 


Fa 

F' y’ 


etc. 

Donc,  puisque  /''a  devient  nulje  dans  le  cas  de  la  primitive 
singulière,  il  s en  suit  que  , dans  ce  cas  , les  fonctions  dérivées 
partielles  4>'x  , <t>'y , 4>y  vetc.  deviendront  infinies.  Ce  moyen 
d obtenir  la  primitive  singulière  est  sur-tout  utile,  lorsque  la 
primitive  est. sous  la  forme 

*(  *)  = a, 

auquel  cas  elle  paraît  échapper  à la  règle  générale , puisqu’on 
aurait  ici 


, y,  y ...  .y(n—')')  = & (x,  y. . . .jC"-'))  — a , 
et  de  là  F'a  = —i  ( pag.  2y7). 

11  faut  néanmoins  observer  que  quoiqu’il  soit  vrai  que.  la  pri- 
mitive singulière  rend  infinies  les  fonctions  4>'x , <b'y , <t>y , etc., 
on  ne  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  rendfa  ces 
quantités  infinies,  sera  une  primitive  singulière  : il  faudra  de 
plus  que  cette  équation  ne  rende  pas  <t>  (x , y,  y . . . ,y("  — ■)  ) 
égale  à une  constante  , car  alors  on  n’aurait  qu’un  cas  parti- 
culier de  la  primitive  générale. 

Nous  observerons  que  la  primitive  singulière  doit  rendre  infini 
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tout  multiplicateur  d’une  équation  d’un  ordre  quelconque  n ^ 
de  la  forme 

y'n)  +/‘(ar,y,_y'....j(»->;)  = 0; 

puisque  (Co/c.  inté.,  pag.  2G4)  ce  multiplicateur  est  com- 

<t>ax  F'y 1 O . 

— : : mais  il  est 


pris  dans  celte  formule  générale 


fa 


évident  que  la  réciproque  n’a  pas  lieu.  On  pourrait  encore 
démontrer  cette  proposition  comme  on  la  fait  (Co/c.  inté., 
pag.  198  et  199). 

Il  nous  reste  à montrer  comment  on  peut  déduire  la  primi- 
tive singulière  de  la  dérivée  elle-inémc  , ainsi  que  nous  l’avons 
fait  plus  haut  à l’egard  de  la  dérivée  du  premier  ordre. 

Soit  toujours 

F {x,y,  <0=o, 

l’éqnation  primitive  du  premier  ordre  d’nne  équation  dérivée 
du  second  ; en  éliminant  a au  moyen  de  la  dérivée  immé- 
diate 

F'  y->ÿ,  <0  = o , 

on  aura  l’équation  du  second  ordre. 

Soit  <p  (x,  y,  y' , y"  ),  ou  simplement  ? la  valeur  de  a , 
tirée  de 

F'  (*  , y , y1,  a)  = o , 

en  la  substituant  dans  l’équation  primitive  , on  aura 
F{x,y,y  ,( p)  = °; 

et  si  l’on  prend  la  dérivée  de  celle-ci , il  est  visible  que  la 
partie*  de  F'  ( x , y , y'  ) relative  à l’hypothèse  de  a ou  <p  cons- 
tante , sera  identiquement  nulle  ; il  restera  donc 
<p'.  jPi p — o, 

v . 

qui  se  décompose  en 

tp'  = o , F't p = o. 
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L’éqnation  <p'=o  sera  du  troisième  ordre, "et  donnera  la 
valeur  de  y"  : son  équation  primitive  sera  évidemment 

<p  = a, 

en  prenant  a poupine  constante  quelconque,  et  on  sera  ramené 
à la  primitive 

L’autre  équation 

F'ç  = o . 

qui  contient  y " , donnera  par  l’élimination  de  y au  moyen 
de 


le  même  résultat  que  par  l’élimination  de  ç , et  par  conséquent 
le  même  résultat  que  par  l’élimination  de  a au  moyen  de 

F'a  = o,  F (x  , y ,y',  a)  = o : 
ce  résultat  privé  de  la  constante  a sera  l’équation  primitive 
singulière  de  l’équation  du  second  ordre  , dont 

a)  — °> 

est  l’équation  primitive  du  premier  ordre. 

Extmple.  L’équation  du  second  ordre 


y"- 


lytyll 


-f-  1 = o 


traitée  plus  haut  ( pag.  3a3  ) , a pour  dérivée 
qu’on  peut  mettre  sous  cette  forme 

4)  (>  4)=o* 

Y 

le  facteur  yn  — — — n’étant  que  de  l’ordre  de  la  proposée  , est 

X 
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F'<f,  et  il  donnera  par  l’élimination  de  y" , la  primitive  singu- 
lière ; car  en  faisant 

yf  y' 

y“ — = O , °n  a y"  — — — , 

. # 

valeur  qui  étant  substituée  dans  la  proposée  , donne 
— ■ — f-i=o,  d’où  x * — y’1  = o , 


comme  plus  haut.  L’autre  facteur 


y’"  — 


y" 


.0  , 


est  q'  : si  on  le  divise  par  x , on  trouvera  pour  primitive  du 
second  ordre 


d’ôù  y"  = 


x 

a 


x a 

a étant  une  constante  arbitraire  : substituant  cette  valeur  dans 
la  proposée  , on  retombe  sur  la  primitive  du  premier  ordre 
x1  — 2 ny1  a’  = o. 

Le  même  procédé  s’applique  aux  équations  dérivées  d’un 
ordre  quelconque , et  l’on  peut  en  conclure , en  général , que 
toute  équation  dérivée  est  susceptible  d’une  forme  telle  que 
sa  dérivée  ait  deux  facteurs  dont  l’un  répond  à l’équatitfh 
primitive  ordinaire  , et  dont  l’autre  donne  immédiatement 
l’équation  primitive  singulière  , s’il  y eu  a une  , ce  dernier  fac- 
teur étant  de  même  ordre  que  la  proposée. 

M.  Lagrange  a fait  voir  daus  l’ouvrage  cité  , que  pour 
trouver  la  primitive  singulière  d’une  équation  de  l’ordre  n , il 

faut  tirer  de  sa  dérivée  la  valeur  de  ■v("+0  , et  la  faire  = — — , 

O 

en  égalant  séparément  le  numérateur,  et  le  dénominateur  à 
zéro  , et  éliminer  ensuite  de  ces  deux  équations  la  valeur  dcj'i'1) 
au  moyen  de  la  proposée  ; si  les  deux  résultats  sont  les  mêmes, 
l’un  deux  sera  l’équation  cherchée. 
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Exemple  Ier.  L’équation  du  second  ordre 

o v*  Y M 
Il  T ~ ' >' 


02CJ 


J 


4~  i = o , ou  sçytt*  — 2 y'jr#  4*  x — o : 


donne  pour  dérivée 


2 ( xjil  — y'  ) yn  _ y« » 4-1=0; 


d’où  l’on  tire 


/"  = • 


J"’—  i 


(xy’i—y1}  •’ 


et  d’après  la  règle  , on  posera 


vlli  . 


t==o,  xy"  — y ~ ' 


la  première  de  ces  équations  donne  y"  z=±.  i , et  cPtte  sub- 
slitution  faite  dans  la  proposée , la  change  dans  celle-ci  , 


la  deuxième  donne 


■ x'  — o ; 


y/  = X-, 


dont  la  substitution  dans  la  proposée  conduit  encore  à 
y’*  — x’'  = o : 

ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  laf  proposée , 
comme  nous  le  savons. 

Exemple  II.  L’équation  différentielle 


xdx  -f-ydy  = dy  \/  x‘  -j-y  ’ — b , 

V 

déjà  traitée  ( pag.  294  et  3o6  ) , donne 

x 


jjr_ 

dx 


d'y_ 


—j+  V x'+y*—b 

r- b - g— -0  ^ +-y‘  ~b 

[ ÿi*'  +y'—b')  — .y]*  + ÿl  — b 


\ 


by  Google 


33o 


Leçons 


or  à cause  de 


d’r 


dx*  o 

Ay  . z'-  Ay 


, on  a les  deux  équations 


y—b  — xy^-  + (x  — y^  Vx'  + y2  — é = o... (a) 

[ V(*,+Jr*““4)  —y][/x2  +s'—  b— 

dont  la  seconde  se  partage  dans  celles-ci , 


— r+  Vx'+y'  — b=  o....(c) , 

V ’**  +jr’ — *=  o.... (O  ; 

si  de  (c)  ou  tire  la  valeur  de  y pour  la  reporter  dans  (o) , on 
trouve  pour  résultat  b = o , ce  qui  n’apprend  rien  , quant  à la 
solution  singulière  : mais  d’après  l’équation  (<i)  , l’équation  Ça) 
devient 

Sy 

y'-b-xy  -^  = °, 

' U V 

et  comme;  dans  la  même  supposition,  -p-=  — , on  a pour 

solution  singulière  déjà  connue 

y'  - f-  x2  — b — o. 

_ . . d’x  o .... 

On  pourrait  aussi  poser  ^ = > et  on  serait  conduit  a 

la  même  solution.  à 
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CHAPITRE  XIII. 

Intégration  des  équations  différentielles  simultanées. 


On  est  quelquefois  conduit  par  des  questions  de  mécanique 
à des  systèmes  d’équations  différentielles  que  nous  allons  en- 
seigner à intégrer.  La  méthode  à cet  effet  est  due  à Dalembert , 
qui  l’a  consignée  dans  les  Mémoires  dt  Berlin , année  1 748. 

Intégrer  le  système  des  deux  équations  \ 

( ax  -J-  by)  dt  + <fx  = o. . . .(1) , 

(a'x  4-  b'y)  dt  -|~  dy  = o. . . .(2)  : 
dans  lesquelles  x , y et  t sont  des  variables , a , b , a' , b'  des 
coefficiens  constans. 

On  multipliera  l’une  des  deux  équations  , la  seconde  par 
exemple,  par  une  indéterminée  k , puis  on  ajoutera  le  produit  | 
à la  première  , ce  qui  donnera 

{ ( a -f-  ka'  ) x -f-  ( b 4-  kb'  ) y j dt  da:  -J-  kAy  = o . . . . (3)  ; 

or  cette  équation  sera  intégrable  si  Ax-\~kAy  est , à un  facteur 
constant  près,  la  différai tielle  de  ce  qui  multiplie  At , c’est-à- 
dire  , si  l’on  a 

A (*  + = («  + ) *+  (J+  » 
h étant  une  seconde  indéterminée  : cette  équation  donne  en 
égalant  les  coefficiens  de  x et  y , 

h — a ka'  , hk  = b -f-  kb' , 

Æ’où  l’on  déduit  k et  A en  a , b , a'  et  b'.  Comme  on  est  con- 
duit pour  A et  A à des  équations  du  second  degré  , nous 
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\ 

désignerons  les  deux  valeurs  de  k par  k et  à',  celles  de  h par 
h et  h'.  Soient  maintenant 

(!>)..  ..x  -f  hjr  = u, 
et  conséquemment 

(7) . . . . dx  -(-  kày  — du  , dx  -f-  k1  Ay  — du' ....  (R)  : 
si  on  fait  dans  (3)  les  substitutions  (4)  , (5)  et  (7)  ; (4)  , (6) 
et  (8)  , on  aura  les  équations 

(9) . . . .huât  -}-  du  = o , h’ u1  lit  -|-  du'  — o. . . . (10)  , 
qui  ont  pour  intégrales 

u = Ce u'  = C,e~ 

e étant  la  base  népérienne.  Substituant  ces  valeurs  de  u et  u' 
dans  (5)  et  (ü)  , on  aura 

oc  ky  — Ce~~hi , x -f-  k'y  = Clc~h'1  ; 
d'où  on  déduit 

kC,e~h‘‘  — k'Ce~ht 


k — k' 


y — 


C>e-k,t 


k — k' 


....(11)  , 
....0=0, 


les  variables  x et  y sout  donc  exprimées  an  moyen  de  la  même 
variable  t , et  les  constantes  C et  C,  se  détermineront  d’après 
les  valeurs  de  x et  y correspondantes  à .une  même  valeur 
de  t.  # 

Lorsque  k — k',  et  alors  h = h’,  les  valeurs  de  x et  y de-^ 
viennent  infinies  ; mais  , dans  ce  cas,  les  équations  (5)  et  (6) 
se  réduisent  à une  seule  qui  est 

x -f-  ky  = u : 

les  équations  (9)  et  (10)  deviennent  ainsi 

huât  -f-  du  = o , * 

laquelle  a pour  intégrale 


Digitized  by  Google 


dr  Calcul  intégral. 


333 


u = Ce~h‘  = x ky  ; 

d’où’  l’on  dédait 

x — Ce~hc  — ky. . . .(i3)  : 

substituant  cette  valeur  de  or  dans  l’équation  (2) , et  posant 
b'  — a'k  — 1 , on  aura  # 

d y -f-  lyàt  + a'  Ce~ht  d*  = o , 
qui  a pour  intégrale 

a'Ce(l~hV 


ye“  + 


l — h 


= C ( i4). 


Les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent  séparément  x et  y en  t. 

Le  cas  des  racines  k\  k' , et  conséquemment  des  racines  h,  h' 
imaginaires,  ne  présente  pas  de  difficultés. 

Intégrer  le  système  et  équation 

( az  -f-  by  ) dx  -(-  cdz  edy  = Xrfx) 

(hz  -(-  iy  ) du  -f-  kz?z'  -f-  Uy  = X'd’xJ  " ’ ’ " ’ 

a,b,c,e,h,i,k,l  étant  des  coejjicicns  constans , cfX  et  X' 
des  Jonctions  de  x. 

Ces  équations  sont  celles  de  deux  surfaces  courbes , et  on 
propose  d’en  déduire  les  équations  finies  des  projections  de 
l’intersection  de  ces  surfaces  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz. 

Eliminant  successivement  dy  et  d z entre  les  deux  équations  , 
on  a les  deux  suivantes  , 

[(a/  — eh)  z-\-  ( bl — *i)y~\  dx -f- {cl — ek)iz—  {IX  — eX')  d.r 
[(c/i  — ak)  z ( ci  — bk)y~\  dx  -f-  (cl — ek)dyz=(cX' — kX)<lx, 

si  on  les  divise  par  cl  — ek , et  qu’on  fasse  pour  abréger 
, al  — eh  . . bl  — ei 


cl  — ek  ’ 
t/  ch — ak 
cl — ek  7 


b'-. 


i"  = 


ci- 
ci - 


-ek 

■bk 


x*=Lï-e4-, 

cl  — ek 
cX'  — kX 


cl — ek  7 


X"‘ 


cl  — ek 
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«lies  deviendront 

( a'  z -|-  b'y  ) dx  -f-  dz  = X" . dx  y 
{a" z -\-b"y')  djfc  -f-  d \y  = X"'.dx  , 

multipliant  la  première  équation  par  fi  facteur  indéterminé  y 
et  ajoutant  le  produil  à la  seconde  , on  a celle-ci , 

*+  (*'0  + b")  y] dx  +fidz  + dy=  ^fiXlt+X»r)  dxy 
qui  revient  à 

{b'fi+b")  *+*]  dx+0dr-j-d^= (/3X//+y")dx...(a): 

of  £ -4—  qN  i , « j. 

posons ! — -«  = fi  et  nous  aurons  deux  valeurs  de  £ * 

savoir  fi',  fi",  dont  la  substitution  dans  (a)  , donnera  celles-ci, 

(b' fi'  -f.  b")  ( fi' z -f  y)  dx  + fi'dz  + ày  = ( fi' X"  -f-  X'")  dx  y 
(b'fill  + b"')  {fi”z  + y)  dx  + £"dz  -j-  d y—  {fi»X"+  X1")  dxy 

et  en  faisant  encore,  pour  abréger, 

p1  = b' fi'  -j-  b"  , u'  — fi' z -(-  y , X,=*e'X"-+-X'", 
p»=  b' fi"  + b"  y u"  = /3"*+.y,  X,  = b"X"  + X1"  y 
on  trouvera 

p'u'Ax  -f-  du'  = X,dx  , p"u" dx  -J-  d u"z=z  X,dx  y 
équations  qui  ont  pour  intégrales 

u'  z=ze~r,x  (C-\-fX>er'x  dx)  y 
u"  u-  e-r"*(C'+ fX*er''*4x')  ; 

I 

Ihais  des  valeurs  de  u'  et  u " en  x et  y , on  déduit 

(g 'u" — fi"u'  u' — u" 

fi'  — fi"  ’ z—  fi'—fi”>  . 

et  en  substituant  pour  u'  et  u"  leurs  valeurs  , et  énonçant  les 
résultats  au  moyen  des  données , on  résout  la  question  énoncée; 
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Intégrer  le  système  des  deux  équations 

( Mz  -f-  N*  ) dl  + I *dz  -j-  Q./x  = Tdt. . . .(i)  , 

( M'z  -f  N'x)  dt  -f  P'dz+  Q’dx  =Tdi. . . . (2)  , 

dans  lesquelles  M,  N,  P,  Q,  T et  les  mêmes  coejficiens  ac -* 
centués  sont  des  Jonctions  de  t variable  principale. 

Si  l’on  multiplie  la  seconde  par  f fonction  de  t , et  qu’on 
ajoute  le  produit  à la  première  , il  viendra 

{ (M  + M'I)  z+(N+N'e)x}  dt+  (P+  P'j) àz  + (Ç  +Ç'é)  dx 

= (T+Vt)di, 

équation  qu’on  peut  écrire  ainsi  qu’il  suit  : 

<M+M'4+®îS*}d'+(i’+p'') 

= cr+  r'odL...(3), 

équation  qui  serait  du  premier  ordre  entre  deux  variables,  si 
l’on  avait 

parce  qu’en  faisant 

, N+ 

e+  M+M>»X~  » 

l’équation  (3)  deviendrait  après  la  division  par  P-f.  Pi , 

M -f-  M't  T+re  , 

U+  P+P'6  Uit—P+P'idl> 

équation  linéaire  .du  premier  ordre  qui  a pour  intégrale  ( Cale* 
intég.,  pag.  168  et  169  ) 
rM+lsn 
u—.jl 


■Pt 


P + P'f>“‘  (Q  : 

or  pour  que  l’équation  (4)  ait  lieu  , il  faut  qu’on  ait  en  même 
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Q+Q'e  N+N't  , , f iV+A-'«  \ 

P+  L'fi  “ Ü/+  J/'fi  ’ Ct  f il/'o  J — 0 ’ 


éliminant  fi  de  la  seconde  équation  an  moyen  de  la  première  , 
il  restera  une  relation  entre  les  coefficiens  M,  N,P,Q , 
71/',  JS' t 2W,  Ç'.  Mais  lorsque  ces  coclliciens  sont  ronstans, 
ia  seconde  équation  est  satisfaite  en  prenant  fi  constant , et  les 
valeurs  de  fi  sont  données  par  la  première  équation  qui  est  du 
second  degré  en  6.  Si  donc  ou  désigne  par  fi, , f, , ces  valeurs 


, „ . M+M't  „ , 

de  fi , par  m,  , t»„  celles  de  — -- — , par  n,  , n,  celles  de 

i -|-  1 t 


i\  -}-  A'fi  P -f-  T fi 

M+m 5 ct  cnfin  par  T-  ’ cclles  de  p+Wé  > 


et  qu  on 


fasse  ces  substitutions  dans  (5)  et  (6)  , après  avoir  reporté 
dans  la  première  les  deux  valeurs  de  u données  par  la  seconde , 
on  aura  les  deux  intégrales  complettes 


z -f-  n,x  = j Je”"1  T.dfi  -j-  C,  j , 

z 4-  n,x  = e~ j Je”*1  ï’,d t j . 


Intégrer  U système  des  trois  éijuations 


(Mz-)-Nx  + Py  )i/t-f  Qr/z  Rdx  -J-  Sz/y  =T<A (i) , 

( M'z  -j-  3S'x-|-  P'y  ) Jt-j-O'Jz  K'dx  -f*  S'r/y  = T’dl. . . .(s)  , 
( M'z  + N l’x  4-  P"y)  di  4-  Q"</z  4- 1\  »dx  4-  S"dy  =T"Jt (3), 

dans  lesquelles  les  coefjiciens  ont  même  acception  que  ei-dessus. 

On  multipliera  la  seconde  par  f , la  troisième  par  fi',  fi  cl  6' 
étant  des  fonctions  de  t , puis  ajoutant  ces  deux  produits  à la 
première  équation  , on  trouvera 

{ (M+M’(+M»6')z+(J\:+X'(+N'’»')x+(P+r'l+P'>l>')y}  dt 
'+(.Q+Q't+Q"*!)ùs  ^(,R-hli'0+R"l,')<lx+(S-\-S'6+S',i')dy 

r=  (ï+  T‘(  4 -1'*'  ) d/.  ..  .(4)' 
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Nous  poserons , comme  dans  le  cas  précédent , 


f N + N'ê  + -N”t'  P+P|  + P*|'  y 
d\z+  * + Al  + M'é~\-M»ù'y] 


= dr 


^Q  + Q't  + V"»'  + 


S + S"  t' 

Q-t-W  + V'f 


dy....(5), 


équation  qui  exige  qu’on  ait 


iV+  N't  +N»t'  _ R 4-  R'e  4-  JW  . 

M+  M'i  + M'iÿ  * Q + ÿ'l  + Q"*1  ’ 

P+  P’t  + P*»'  S 4-  S'#  4-  W 
M4-'VP«4-M»«'  ~ Q + Q'i  + Q"t'  * 

et  de  plus 

j /N+  N'I  4-N’»p\  / P 4-  P'I  4-  PH*  \ _ 

U V 4-J7"fi;  y - ° ’ d\.W-j-iW'#4-JPW 


si  les  coefïïciens  de  la  proposée  sont  constans , ces  deux  der- 
nières équations  auront  lieu  d’elles-ménies  , en  prenant  6 et  I' 
constans  : ces  facteurs  seront  alors  donnés  par  les  deux  équa- 
tions précédentes  qui  conduiront  à deux  autres  du  troisième 
degré  en  I et  P.  Dans  le  cas  contraire  , il  restera  deux  équa- 
tions de  condition  entre  les  coefiiciens  de  la  proposée.  Main- 
tenant si  l’on1  désigne  par  il , ce  qui  est  sous  le  signe  d , dans 
le  premier  membre  de  l’équation  (5)  , l'équation  (4)  deviendra 
après  la  substitution,  ^ 

( Q 4.  Q'i  4-  Qny  ) du  + ( J»/  4-  M’e  4-  AW  ) udf 

_ — ( y-:+  T'»  + 2W)  de, 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre  qu’on  sait  intégrer  : otl 
aura  donc  trois  valeurs  de  u correspondantes  aux  valeurs  de  ) t 
et  de  t'  auxquelles  répondront  trois  intégrales  de  la  forme 

*4- 


z 4- 


N+N’e  4-#ff«' 
M+Ai'i+Mip 


P 4-  P't  4-  P"f 


a a 
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en  observant  que  les  racines  de  I et  de  (' , sont  liées  entre  elles 
en  sorte  qu'elles  se  correspondent  ; et  de  ces  trois  intégrales  on 
déduira  séparément  x , y et  g en  t. 

Intégrer  le  système  des  équations  du  second  ordre 

d'y  + ( ady  -f-  bdx  ) dl  -f-  ( cy  -f-  gx  ) dt’  = Tdt1 
d'x  -f-  (a'dy  b'dx)  dt  -f-  ( c'y  -f-  g'x  ) dl'  = Sdt*, 

oh  a,  b,  c , g,  a',  b',  c',  g'  sont  conslans,  T et  S des  fonctions 
de  t variable  principale. 

On  fera  dy  — pdt,  dx  = qdt , d’où  résulteront  les  trans- 
formées 

dp  + ( aP  + l"l  + cy  -f  gx  ) dt  — Tdt 
dq  -(-  ( a' p -|-  b'q  -{-  c'y  -J-  g'x  ) dt  = iSdt , 
qu’il  faut  prendre  avec 

d y — pdt  = o , dx  — ■ qdt  = o : 
on  aura  donc  quatre  équations  du  premier  ordre  entre  les  cinq 
variables  p , q , x,  y et  t et  leurs  différentielles  , qu’on  traitera 
par  le  procédé  expliqué  ci-dessus. 

Exemple  l*r.  Soit  le  système  d’équations 

ày  + ( ax  + by  + c ) dt'  =s  o 1 
d’x  -f-  ( a'x  + b'y  -f-  c'  ) dt’  = o J ’*'1 

dans  lesquelles  dt  est  la  variable  principale.  Si  on  multiplie  la 
première  par  ug  facteur  indéterminé  k,  et  qu’on  ajoute  le 
produit  k la  seconde  , on  aura 

[(a'-J-J<a)x  + (i' -$-kb )y-\- (c' -f- Arc)] df,-f-d*x-j-/cd’_y=o...(a)  , 
qu’on  pose  ensuite 

h ( * + fy  ) = ( «'  + éta  ) x -f  ( V + kb  ) y, 

on  en  déduira  par  la  comparaison  des  coefficiens  de  x "et  y, 
deux  valeurs  de  h et  deux  de  k,  qu’on  désignera  par  h et  h', 
k et  k'  y en  sorte  que  faisant 
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puis 


l = c'  -j-  kc , /'  = c'  -f-  A'c, 

l’équation  (2)  deviendra  par  ces  substitutions 
( Au  -J-  / ) d<’  -f-  d’u  = o , 

( A'u  + /'  ) di1  + d’n'  = o ; 

pour  traiter  la  première  , on  multipliera  par  du,  et  intégrant 
ensuite , on  aura 


d’où 


/ hu ’ \ du’ 

( — ■ -f  !u\dt>  + — = Cdt’, 


dt~ 


du 


y/  | 2C  — 2 lu  - — Au1  | ^ 
on  déduira  de  même  de  la  seconde 
. , du' 

y'  j 2 C' — a/'u' — A’u'1  £ * 

équations  du  premier  ordre,  dans  lesquelles  l'es  variables  sont 
séparées,  et  qu’on  peut  intégrer  par  les  méthodes  précédentes. 
Exemple  II.  Soit  le  système  des  trois  équations 


d’x  = — xdt’ 

r 

R , 

d,y  ~ ydi* 


(0 


d’s  = -f-  g z dtx 

r 


qui  représentent  le  mouvement  d’un  pendule  à oscillations 
coniques,  df  étant  la  variable  principale,  Ket  g étant  dés  cons- 
tantes, et  r le  rayon  d’une  surface  sphérique  sur  laquelle  le 
point  matériel  est  assujetti  <1  se  mouvoir,  ensorte  que  l’origine 
des  coordonnées  étant  au  centre  de  la  sphère , on  a 

r = ÿ x*  -J-  y' 
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On  réduira  c es  équations  à une  seule,  en  multipliant  la 
première  par  dx , la  seconde  par  d_y,  et  la  troisième  par  dr, 
puis  ajoutant  les  trois  produits,  ce  qui  donnera 


dx.d'x  -j-  dy.d^jr  -f-  dr.d’r 
d V 


— (xdx+jy'dj-frd.j)  +#Jr  : 


or,  on  a 

d (r’)  — a (xdx  -{-  yày  -|-  «dx)  .=  o ; 
donc  la  précédente  se  réduit  à 

d.rd’.r  -f-  d yà'y  -f-  drd’r 

d/* 

qui  a pour  intégrale 


= ëd*i 

V 


mais  ds  désignant  l’élément  de  la  courbe,  on  sait  ( Cale.  diff.  , 
pag.  338  ) que  dx1  d_y’  + dr’  = ds1  : d’ailleurs  v représen- 
tant la  vitesse  suivant  la  courbe,  et  d t l’élément  du  lents,  on 

démontre,  en  mécanique,  que  = } donc  l’équation  (a) 

devient 

( 

~ „»  — gz  + C. . . . (3). 

a 

Pour  déterminer  la  constante  C,  supposons  que,  pour  une 
certaine  valeur  z — A,  la  vitesse  en  ce  point  de  la  courbe, 
soit  V , on  aura 

V*  as  gh  + C,  d’où  C — -i-  V‘  — gh  y 
et  conséquemment 

i)-+  '—V'» 
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mais  si  l’on  désigne  par  H la  hauteur  due  à la  vitesse  V , on 
sait  aussi  que  F*  = xgH  ; donc 

~ v'  t=  g (z  + H—  h’)=g(z  — k), 

2 

en  posant  k = A — H : donc  enfin  enfin  ^ 
d-r1  -f-  djr  -f-  d z’ 


ïdr 


= g(t—k)  1 


des  deux  premières  équations  (i),  on  déduit 

r 

= — — , d’où  yd'x  — *d y = o , 


et  eu  intégrant 


yix  — xdy 


dr 


= C,  : 


d’ailleurs  on  a trouvé  plus  haut 

jtdje  -}-  ydy  = — zdz  : : 

élevant  au  carré  chaque  membre  de  ces  deux  dernières  équations, 
et  les  ajoutant , on  trouvera 

(*’  -f- J’)  (d*5  -)-  d)1)  = C.'àr  -f-  z'àz'. 

Si  l’on  substitue  pour  x'  y'  *3  valeur  r’  — z%  et  pour 
da:'  -(■  dv1  .1  * d zx  . , 

d*1  ‘ ° d*a  v ' ’ 


aura 


àt  = — 


rdz 


y/(  r*  — Z~  ) ( c -f-  s.gz  ) — c" 

où  c représente  2 C,  et  c1  tient  lieu  de  C,  : on  a donné  ( Cale, 
intèg. , pag.  g5  etsuiv.)  l’intégrale  de  cette  équation,  c’est-à- 
dire,  la  relation  entre  le  tems  t et  la  distance  z du  mobile  att 
plan  des  xy. 
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Exemple  III.  Soit  le  système  des  quatre  équations 
dv  — ( Az  -f-  Br  -f"  C)  dr*  "i 
d\s  = ( A'z -f- if'r -f-  C')  dr* 
a&'q  -f-  ( i P — m ) dr*  = o | 

# ■ ydvv-*d’*  = of*"w’ 

où  A , B , C , B',  6V,  a,  5,  m,  J t t sont  des  eoeffi— 

ciens  constans  et  t la  variable  principale  *■  ces  équations  repré- 
sentent toutes  les  circonstances  du  mouvement  d’un  corps 
flottant  dans  une  position  peu  différente  de  celle  de  l’équilibre, 
en  supposant  que  les  vitesses  initiales  tant  linéaires  qu’angu- 
7 laires,  sont  milles,  et  en  faisant  d’ailleurs  toutes  les  hypothèses 

qui  ont  lieu  dans  les  cas  d’application  les  plus  ordinaires. 

Pour  intégrer  d’abord  le  système  (il,  nous  multiplierons  la 
seconde  équation  par  un  coefficient  indéterminé  h , et  nous 
ajouterons  le  produit  à la  première,  ce  qui  donnera 

à’T+kA'z=z\'B+kB')T  + {A  + kA’)z  + tC  + kC')}At'...{Z'), 

puis  nous  poserons 

— { (B  4-  kB’  ) r + {A  + kA')  z]  = . h (r+fa)....  (4>; 

alors  l’équation  3j  devient 

<W  + ■—  = -A  (r  -f -kz)  + C +kC'. 

Soit  r -f-  kz  — 0,  d’où  dv  + M**  = d’f,  et  l’équation 
précédente  deviendra 

z=  — hê  4-  C+  JcC', 

dr 

équation  facile  à intégrer  en  multipliant  par  dl , ce  qui  la 
transforme  dans  la  suivante 
Jd  fjî  A 

— = — ftèdè  -f  ( C -f  k C1  ) d«, 

dont  l’intégrale  première  est 
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T-dr!)' = — 7-a«*  + (c  + *c')m-‘'-— (5>ï 

mais  l’équation  (4)  donne 

t — ( A + kA'  )==■  hk , — ( B -{-  kB'  ) — A ; 

d’où  l’on  déduit  deux  valeurs  de  k et  deux  de  A , que  nous 
désignerons  parle',  k11,  et  A',  h"  : ainsi  l’intégrale  (5)  deviendra 
en  remplaçant  A et  A par  A'  et  k' , 

v(-£)’=-T*'  ,,+  (C+  *'  e')*  + «'> 

• , . d z 

si  pour  t = o,  on  doit  avoir  z = o,  r = o , — = o , 


dr 


— j—  = 0,  d’où  (=  o,  en  vertu  de  l’hypothèse  r -j-kz=t, 


d t 

\ d 6 1 . , 

et  = o , a cause  de 

d*  ’ 

dâ  dr  , dr 

’cfr  dr  "dT  ’ 

on  conclura  de  (5),  c'=o,  et  cette  équation  résolue  par  rapport 
à dr,  donne 

d» 

V \2.{C+k‘C')t— A'é*^ 

1 dô 

-7Fx^/p(c  + A'C'); 


dr: 


[/ A ' A' 

C+k'C'  * ^/^(C+k'C')c  r j» 


et,  en  intégrant. 


VA' 


* ~ c+kfo  x arc  ( **”  = O.  + 
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. C+k'C'  „ 

pour  le  rayon  — Pour  le  rayon  = 1 , 011  trouve 

y*' =•“(•' 

qui  revient  à celle-ci, 

h't  " C-4-Ii'  O 

c 4-  k’O  —slnversWh'—c,,°ul  =- — — — ( I -cos  t^/h')—c>: 

or,  comme  on  a i = o,  pour  t ss  o,  il  en  résulte  ? 

c11  — t — 1 — o, 

donc 

, C + k’O 

(i  -costy/h'). 

: . . -V  I...  .j  ■ ( - 

ora,L  en  remplaçant  h'  et  k’  par 
h",  kV  ; elle  serait  donc  > ; ,p;  ;•> 

C + k"C'  , 

' h » r.(*  — cos  t ^h"  ). 

Ainsi  des  deux  équations 

r + = #,  r -(-  k"z  = $', 


\ > 

• c 


on  déduira  deux  équations  finies  entre  les  variables  T et  z , et  les 

• autres  quantités  connues. 

La  première  équation  du  groupe  (a)  , savoir  : 
d> 

ÂF  — ~ b '*  + m'  » 

l m 

b’  étant  — -,  et  m'  = , donne  pour  intégrale  (Cale,  inté., 

chap.  X ).’1  j N| 


m' 


1 — cos  t 


t»l  ». 


parce  que  les  constantes  deviennent  nulles.  Enfin  la  quatrième 
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équation 

fà  ’«■ — o, 

donne  pour  première  intégrale 

J à r — gd<p  — ç"'dt , 

en  observant  que  df  est  constant,  ou  que  t est  la  variable  prin- 
cipale ; mais  pour  tz=.  o , les  rapports  — devenant  nuis, 


on  a 


jdr  — g-d?  = o; 

d’où  par  une  seconde  intégration 

Jr  — = o , 

parce  qu’on  a a-rrro,  0j>  = o en  même  tems  que  t-io.  On 
peut  dans  cette  dernière-  intégrale  remplacer  <p  par  sa  valeur 
tropvée  plus  haut. 

II  nous  reste,  pouç  cornpletter  cette  matière,  à considérer  les 
équations  linéaires  simultanées. 

Intégrer  le  système  des  équations  linéaires  du  premier  ordre 

p Tx +p  i +Qz + <iy ==x  » +p'  +Q'z+q'y=x,-t(«)1 

P > P » Q 1 «J  t _X  et'  les  mêmes  coefficiens  accentués  désignant  des 
Jonctions  de  x.  J - 

f • ’l'  . •*  * . r ■ t.  1 e • * 

Après  avoir  multiplié  la  première  équation  par  <r<lx , et  la 
seconde  par  c-'dx,  on  en  fait  |a  somme  , ce  qui  donne 

(Ptr-\-P e')  As -^(pr-^-  p1  <r' ) ày  e'jdx-\-(q<r -\-q' <r')ydx 

— (Xr-J-  X'e-'")  dx.  . . .(2)  : 

r-  fi  - . ' * **  1 ' ’ Ui  x . 1 

en  supposant  que  le  premier  membre  .soit  une  différentielle 
exacte  , et  qu’il  ait  pour  intégrale 

plus  une  fonction  de  x , et  de  constantes  que  nous  désignerons 
par  S , on  pourra  poser 
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àS=  (Çr+ÇV  xdx  , 

+ (*'  + *v  --d(-prdt"r ' )ydx ; 

d’où  l’on  tire,  d’après  la  définition  de  S , les  deux  équations 

d (Pr  + PV) 


Çr+ÇV- 


?.  + 9'e'- 


dx 

d (pr+yV) 
dx 


• = o , 


c’est-à-dire  , 


(ç- 

dp> 

dx 

)h-(V- 

d P y 

dx 

_ dr' 

-P'd7=° 

(V 

dp 

\ __L  ( n* 

dp' 

\r'— ® — 

-P^=o 

V 

dx  , 

r+V 

dx  / 

r p dx 

P dx 

— (3)  , 


qui  serviront  à déterminer  <r  et  «■'  ; mais  de  d5=o,  on  tire 
S = const. , et  on  a pour  intégrale  de  l’équation  (2) 

(Pr+Pr')z  + (pr  + p',')y==C+ftX,  + X'r')  dx...C4), 

C étant  la  constante.  Si  l’on  a pu  découvrir  une  valeur  de 
chacun  des  facteurs  <r  et  0 on  dégagera  de  l’équation  (4)* 
celle  qu’on  voudra  des  deux  variables  y et  - , y par  exemple, 
dy 

et  substituant  pour  y et  leurs  valeurs  dans  l’üne  des  deux 
dx 

proposées , on  aura  une  équation  linéaire  du  premier  ordre 
entre  z et  x qu’on  intégrera  : en  sorte  qu’on  aura  la  valeur 
complette  de  x en  x,  et  on  en  conclura  celle  de  y en  x. 

Nous  traiterons  les  équations  (3)  comme  ncus  venons  d©. 
traiter  les  équations  (1)  : ainsi  en  multipliant  la  seconde  des 
équations  (3)  par  p dx , et  la  première  par  p'dx  , ajoutant  les 
produits,  et  supposant  que  le  premier  membre  de  l’équation 
résultante  soit  une  différentielle  exacte  , on  aura 

( Pf' H- pp).-f-(Pp'+p'p = (5),,  . ; 
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et  pour  la  détermination  de  p et  p ',  les  deux  équations 
r,  dp'  dj 

A,'  ù, 

* dï" +*'âï + GV  + «'»  = ' » J 

connaissant  p et  p‘  , on  aura  » et  r'  : mais  les  équations  (6)  , 
ne  sont  antres  que  les  deux  proposées  dans  lesquelles  on  au- 
rait fait  X—  o , X'rrro  : ainsi  tout  est  réduit  à intégrer,  sous 
ces  hypothèses,  les  deux  équations  données.  Des  équations  (6)  , 
on  tire 


, _ qP—q’P  pP—p'P  dp 

f (fP—Qp  Q’P— Qp  d* 


et  'substituant  pour  p'  et  -4- 
dx 


leurs,  valeurs  dans  celle  qu’on 


voudra  de  ces  deux  équations , on  en  trouve  une  de  cette 
forme 


F*  + G:!à  + Hü=o> 


de  laquelle  il  suffira  de  conclure  une  valeur  de  p : si  on  en 
obtient  deux,  en  les  désignant  par  p,  et  p% , et  les  deux  valeurs 
correspondantes  de  p'  par  p,',  p,',  et  les  substituant  dans  (5), 
on  trouvera 


(Pp/  +p,t)  r+  (P,/  + ?,.)  «r'  = B, 

( Pp«'  + Ph  ) *■  4"  ( P1  h'  ~\~P'b  ) »•'  = P'  : 

de  cés  deux  équations  on  tirera  <r  et  <r',  et  en  faisant  succes- 
sivement'dans  les  valeurs  de  a-  et  r’  l’une  des  deux  constantes 
B et  B'  égale  à zéro  , et  l’autre  égale  à l’unité , on  aura  deux 
valeurs  particulières  de  r ; savoir,  r,  et  <r2 , et  deux  de  *'  que 
nous  désignerons  par  *■/,  : reportant  ces  valeurs  dans  (4)  , 

c’est--à-dire  , <r,  avec  » •/  , et  r,  avec  <r2  , on  obtiendra  deux 
intégrales  qui  donneront  les  valeurs  complettes  de  y et  z en  x. 

I ' 
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Un  traiterait  d’unc  manière  analogue  le  système  des  trois 
équations  linéaires  du  premier  ordre 

p ■È+'’  &+«  è + «‘  + ,'p  + ”',=  X’. 

r'  fx +«'  ■S"+ 

P II  -L. +pH- -f  y * ~ + Q"z + r"j+ s"  u—  X 
dx  dx  ux 

Intégrer  le  système  des  deux  équation  linéaires  du  second 
i- 


ordre 


1,S+'’S+Qï-+^r+Rl  + ^=x 

p'£+'''S+q4+  î4+«'-+''y=x' 

P,  p....X  , P',  p' X'  étant  des  fondions  de  %. 

En 'multipliant  la  première  équation  par  r dx  , la  seconde 
par  <r'dx  , et  ajoutant  ces  produits  , on  trouve 

(P.  + Pe ) ~ + (p-  + p'r> ) + (G-  + «v>  £ 

4-  (y{r4.^'s-/)  + (P1r-}-JR,»-/)  « -f(r<r+rV).r 

= Xr4-XV'....(a). 

Le  premier  membre  étant  supposé  une  différentielle  exacte  , 
nous  représenterons  son  intégrale  par **• 

(P<r  -f  PV)  ^ + 5 » °ù 


6?z 


Jy 


> (i). 


/ „ d ( Pt  + PV  ' ) \ 

s=(ç-+ev — s— £ ) 

d ( + P* t'  ) 

dx 


+ 


( f ' + f 
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T étant  tinc  fonction  de  jc  «t  de  constantes  : on  tire  de  lit 

jt_/.  . _/  , d(?,  + fV)  ^(P'+P'^O  A i 

iT-{r,+  *r Tc + ^ )yàx, 

+ («,+^-lMl  + £S!ï^ayix, 

donc  on  doit  avoir  ce$  deux  conditions 

rr  + S + — =o. 

i>  i t>/  t KQr  f -ÇV)  . d*(Pr  + Pr') 

"r+Jl^ E + d? = 0' 

c’est-à-dire  , 

f d/>  \ dj-  / d»'\d»-'  dV  dV 

“C'—dï)  3ï=°' 


•O) 


âx  J dx 


et  comme  T =z  const. , l’intcgrale  de  l’équation  (2)  , est 

(P,+iV)£+(p,+pv)|L 

a=  C-j-/(X,r-(-  XV)  dx....(4). 

Lorsqu’au  moyen  des  équations  (3)  , on  aura  trouvé  deux 
valeurs  de  r,  et  deux  correspondantes  de  «■',  on  aura  d’après  (4) 
deux  équations  qui  renfermeront  chacune  une  constante  arbi- 

dy  • . 

traire,  et  qui  serviront  a trouver^,  et  consequemment 
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jj1  y 

: substituant  ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  (i)  , on 

aura  une  équation  linéaire  du  second  ordre  entre  x et  r : cette 
équation  étant  intégrée  complcttement , on  aura  la  valeur  de  z 
avec  quatre  constantes  arbitraires,  qu'on  portera  dans  celle 
de  y.  Si  l’on  découvre  quatre  valeurs  de  r , et  conséquemment 
autant  de  valeurs  de  r1,  l’équation  (4)  donnera  quatre  inté- 
grales renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  , et  il  sera 
facile  d’en  déduire  y et  * en  x.  Si  l'on  multiplie  les  équa- 
tions (3)  , l’une  par  p clx  , l’autre  par  p'dx , on  trouvera  par  un 
procédé  analogue  au  précédent,  qu’on  est  conduit  pour  la  déter- 
mination de  p et  f’,  a deux  équations  exactement  de  même 
forme  que  les  proposées  dans  lesquelles  on  aurait  fait  X — o , 
X'  — o.  D’ailleurs  en  supposant , comme  précédemment , que 
la  somme  des  deux  produits  par  f dx  et  p'dx  soit  une  différen- 
tielle exacte  , son  intégrale  sera  de  la  forme 


+ //«•+  It'  i=K  , 


K étant  une  constante,  et  F,  G,  H,  1 des  fonctions  des 
cocfficiens  des  proposées  , des  facteurs  f , f'  et  de  leurs  dérivées 

df  V 

dx  * dx 
à dire  sur  celui-ci. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  solutions  singulières  des 
équations  simultanées  ; mais  l’abondance  des  matières  qui  nous 
restent  à traiter  , nous  force  à passer  à d'autres  théories. 


Il  sera  facile  de  tirer  du  cas  précédent  ce  qui  reste 
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CHAPITRE  XIV. 


Sur  la  manière  de  completter  les  équations 
différentielles  des  ordres  supérieurs  entre  deux 
variables  , à l’effet  d’y  introduire  l’hypothèse 
d’une  fonction  constante } la  plus  juvorable  pour 
V intégration. 

La  supposition  d’uné  certaine  différentielle  constante , facilite 
ordinairement  la  traduction  analytique  des  questions  qui  con- 
duisent à des  équations  différentielles  des  ordres  supérieurs  au 
première  ; mais  elle  ne  conduit  pas  toujours  à l’équation  la 
plus  commode  pour  l’intégration  : il  s’agit  donc  de  completter 
d’abord  ces  sortes  d’équations , c’est-à-dire , de  les  ramener  à 
n’avoir  aucune  différentielle  constante  , pour  être  le  maître  de 
prendre  pour  constante  la  différentielle  qu'on  voudra  , de  sorte 
qu’il  en  résulte  l’équation  la  plus  facile  à intégrer. 

Nous  avons  donné  dans  le  Calcul  différentiel  (chap.VII)  les 
formules  par  lesquelles  on  doit  remplacer  les  coeflicicns  dif- 

férentiels  successifs  , etc.  pour  passer  de  l’hypothcse 

de  y fonction  de  x , à celle  de  y et  x fonctions  d’une  troi- 
sième variable  t , ou  , en  d’autres  termes  , pour  que  dx  et  dy 
Varient  en  même  tems.  En  changeant  dans  ces  formules  x en  y 
et  réciproquement , on  complelte  l’équation  dans  laquelle  on 
aurait  regardé  dy  comme  constant,  et  dx  comme  variable.^ 

Cela  posé  , il  devient  facile  de  transformer  une  équation  dans 
laquelle  on  aurait  supposé  dx  constant,  en  une  autre  pour 
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laquelle  ce  serait,  par  exemple  , Pdx  qui  serait  une  constante, 
P étant  une  fonction  connue  de  x et  y.  Car  d’abord,  on  com- 
pletterait  l’équation  proposée  au  moyen  des  formules  connues  ; 
puis  posant 


d ( Pdx  ) = o = dPdx  -f-  Pà'x  , 

on  en  tirerait  d’x  , puis  d\r , etc. , qu’on  éliminerait  ainsi  de 
la  proposée , en  sorte  quelle  se  trouverait  rapportée  à l’hypo- 
thèse énoncée. 

La  fonction  P peut  représenter  l/ i+y'*i  ou  l’ordonnée  y 
ou  etc.  , et  alors  Pdx  devient  l’élément  de  l’arc , de  l’aire  de 
courbe , etc. 

On  pourra  encore  ramener  une  équation  de  l’hypothèse 
Pdx  constante  à celle  de  /idx  constante  , P et  il  étant  des 
fonctions  de  x et  y.  A cet  effet , on  posera  Pdx  = cLS  qui  est 
constante.  ; d’où 

. dS  , dPdS 

et  d’x= p— , ou  P'd’x  + dPdS  — o , 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  pourra  éliminer,  par  exemple, 
dJx,  et  conséquemment  d’x,  etc.,  si  la  proposée  est  d’un 
ordre  supérieur  au  second  ; mais  supposons-la  du  second  ordre  : 
on  se  rappelle  qu’en  partant  de  y —Jx  , si  dx  et  dy  doivent 
variée  en  même  tems  , on  a 


d’où 


et  £ 


dxd’y  — dyd ; x 
dx’ 


* 
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Soit  Pdx  = <35  = ydx  qui  représente  l’élément  de  l’aire 
d’une  courbe  : on  en  déduira 


dydx  -f-  yd'x  — o , d’où  d’x  = — 


dydx 


par  là  on  éliminera  d'a:  de  la  proposée  ; ensuite  au  d’jy  on 

. . d.Sd’y — drd’5  ydard'y — dy*d* — ydyd'x 

substituera  , „ ■■  ■ — = - - : et 

ou  yax 

alors  on  aura  une  équation  complette.  Cela  fait,  si..» 

jRda:  = d;cJ  "h  d_y’ , on  en  tirera  par  la  différentiation 

dy  d’y 

daid’x  -|-  d lyd'y  = o , d’où  d’a:  = — — — , 


et  en  substituant  cette  valeur  de  d’x , l’équation  du  second 
ordre  sera  rappellée  de  l’hypothèse  de  ydx  constante  , à celle 
de  l’élément  de  courbe  constant. 

Nous  allons  appliquer  ces  principes. 

Exemple  l*r.  Intégrer  l’équation 

Pdy3  = dx,dy  — xdyd'x  -|-  xdxd’y  , 

P étant  une  fonction  quelconque  de  x , et  aucune  différentielle 
n’ayant  été  supposée  constante. 

i*.  Soit  dar  constante,  c’est-à-dire,  d*a:  = o:  la  proposée 
se  réduit  à 

Pdjy3  = dar’d^y  -f-  xdxd*y , 

multipliant  par  le  facteur  ■■  * -- , on  aura 

Pdy  dx’dy  -}-  ardacd’y 
X2  x2dy*  * 

c’est-à-dire  , 


1 


i 


/ 
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<n  r f 

OD4 


do: 


multipliant  de  nouveau  par  le  facteur  — — , on  aura 


dx  , / dx  \ 


'G 


Pdx 


ir-  > 


xdy  \ xdjy  J 
dont  l’intégrale  est 

1 / d*  y 1 ^ s*Pàx 


3.  \ xdy  J 


-rc-f 


3 » 


d’où  l’on  tire 


4r  = 


équation  séparée  et  facile  à intégrer , lorsqu’on  aura  P en  x. 

a*.  Soit  dy  constante  : en  effaçant  le  terme  de  d’y , et 
divisant  tout  par  dy , l’équation  proposée  deviendra 

Pdy*  = dx*  — xd*x  ; 

c’est-à-dire , 

xd’x  — dx’  Pdy' 

" ' * f U U Xi.  . , 

,Æ*  X*  \ X / 

et 

ix  . /dx\  , Pdx 


, / dx  \ Pdy’ 

ou 


qui  a pour  intégrale , d^  étant  constante  , 

d’où  l’on  tire  le  même  résultat  que  ci-dessus. 

3°.  Soit  xd_y  constante  : cette  supposition  donne 
dxdj'  -f-  xd^-  = o , 

et  elle  change  la  proposée  dans  celle-ci , 

Pdy*  = — xd’x  : j. 
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mais  en  posant  xdy  = c , on  a djr*  = — — , et  l’équation  précé- 
dente devient 


Pc*  , , . Pc’dx 

= — aru’x , ou  axa'x  — 


qui  a pour  intégrale 

tbc’  Ce * ^ y~Pdx 

— — — cy  » 

c’est-à-dire  , 

dx  = c]/  C 2 

remettant  pour  c sa  valeur  xdj,  on  aura 

dxxxxdy]/  C-zjJ—, 
même  résultat  que  ci-dessus. 

4».  Soit  la  fonction  — constante  , d’où 

X 


xd'x  — dx*  — o : 


la  proposée  deviendra 

Pdy1  — xdxà^y  : 

je  fais  = c , ce  qui  donne  dx  = ex  , et 

x 1 <j 

Pdy3  = cx’dy,  d’où  — , 

J dj3  x1  ' 


c'd’y 


Pc 


Pâx 


d ys 


x* 


» 


qui  a pour  intégrale 

1 c' C pPàx  c s>Pdx\\ 

a d y*  a.  J x\  * ° dy  v\  J x3 


/ 
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remettant  pour  c sa  valeur $ on  retombe  encore  sur  le  ré- 

sultat obtenu  dans  les  trois  hypothèses  précédentes.^ 

Exemple  II.  Intégrer  l’équation 

xy  ( dxd’j  — dyd*jc  ) =zydydx'  — y’dQdy'  — xàxdy*  , 
ou  aucune  différentielle  n’est  supposée  constante  , Q étant  une 
fonction  de  y.  En  écrivant  la  proposée  comme  il  suit  : 
xydxd'y  + y’dÇdy*  = xydjd'x  + ydyàx*  — xdxdy  ; 
on  observe  que  le  second  membre  divisé  par  y'dy , a pour 
intégrale  : en  prenant  cette  expression  pour  constante  , 

et  la  désignant  par  c , on  a 

-cjd’x  -f  ydx*  — xdxdy  

r 

et  la  proposée  devient 

xydxdy  + y’dQdJy’  = o ; 

d’où  l’on'  déduit 

xdx  dy  d’/ 

de=-— 

dont  l’intégrale  est 

e=i+c=w  + Ci 

d’où  „ 

Qydy  = Xdx  + Cydy  : 

intégrant  de  nouveau , on  aura 

x* 

et 


-,  x*  Cy 1 

fQydy  = — +—  + — » 


* f 2jdj  = + Qy*  + D’- 

Exemple III.  Intégrer  l’équation 

dx’d \y  — dy^  xx  adxd^y  -j-  xdxdy  , 
dans  laquelle  on  a supposé  dx  constante. 
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L’hypothèse  de  dx  constante  n’étant  pas  commode  pour 

l’intégration  , on  commencera  par  completter  l’équation  pro— 

, . „ , , dxd’y  — dyd.*x 

posee.  A cet  effet , on  remplacera  d’y  par t 

ce  qui  la  changera  dans  celle-ci , 


dx’dy  — dy3  — «dxd’y  — «dyd’x  -f-  xdxd’y  — xdyd'x  , 
qui , sous  l’hypothèse  de  dy  constante , d’où  dy  = o , devient 
dx’  -(-  xd’x  = dy’  — ad’x  ; 

c’est-à-dire , 

dx’  -f-  xd’x  = cdy  — «d’x  , 

en  remplaçant  un  facteur  dy  par  c ; et  alors  on  a l’intégrale 
xdx  — cy  — «dx  -f-  Ce , • 
ou 


xdx  =ydy  -p-  Cdy  — adx  , 

en  remettant  dy  pour  c : intégrant  de  nouveau , on  trouve 

t T1  V* 

= — — f-  Cy  — ox  +C'. 

'Exemple  IV.  Intégrer  l’équation 

dsdy1  = «dxd’x  , 

où  l’élément  d*  de  la  courbe  a été  supposé  constant. 

De  ds  = l/ dx’ -j-  dy1  = const. , on  déduit  dxd’x  = — ■ dyd’y  i 
ainsi  la  proposée  devient 

didy  e=  — «d’y  , 

qui  a pour  intégrale 

ydj  = — ady  -f-  Cdj  ou  (C  —y  ) ds  = cdy  ; 
élevant  au  carré  , et  remplaçant  ds’  par  dx’  -f-  dy’ , on  obtient 

L—x 

équation  séparée.  «- 
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Exemple  V.  Intégrer  l'équation 

adsdy  4* ydy’dx  = o , 

ou  l’élément  ds  de  la  courbe  est  encore  supposé  constant. 

De  <J s — dj?1 -{-•  d^S  on  déduit  dx  = y/ ds1  — dy’ , valeur 
qui  change  la  proposée  dans  celle-ci 


adsdy  -h  ydy1  Y ds*  — dy  ’ = o ; 
on  complotera  cette  équation  en  remplaçant  d’y  par. 

— j — — — , ce  qui  la  transformera  dans  celle-ci, 


adsd'y  — udyd’s  -J-  ydyJ  / ds’  — dy’  — o , 
qui , pour  dy  constante  , devient 

— od*s  + ydy  V ^ dsa  — dy * = o. 

Soit  ds  s=  zd \y  , et  par  conséquent  das  = dzdy:  la  précédente 
deviendra 

— adr  4- ydy  y“e'—i  , d’où  ydy  : 
qui  a pour  intégrale 


adz 


y z% — i 


-2—  s=  al  {z-\-  )/ z'—~  i } 4-  alA 


=s  al  [At  A y/ ’s‘ — î J : 

ainsi  y est  donné  au  moyen  de  r,  et  â cause  de  ds  = zdy , 

la  relation  dx  = y' dsJ  — dy’ , donne  dx  = dy  y z‘ — i ; y et  x 
seront  donc  des  fonctions  connues  de  r,  et,  par  l'élimination  de  a, 
on  aura  la  relation  finie  entre  x et  y. 

Exemple  VI.  Intégrer  l’équation 

x’dx  — a’dx  xdy1  -j-  ayd’y  -j-  ydydx 
x*  -f-  a*  ~ ydy  ’ 

où  l’on  a supposé  constant  l’élément  ydx  de  l’aire  de  courbe. 
Nous  commencerons  par  completter  la  proposée  , et , à cet 
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effet,  en  désignant  ydx  par  dr,  on  aura 


Six) 


d'y 


drdy — dyd’r  ydxd'y—ydyd'x — dxdy* 


dr  ydx  . 

si  dans  le  second  membre  , on  remplace  d y par  sa  valeur 

y Q OC  * *■** 

— tirée  de  d’r  = o , on  trouvera  , après  les  réductions, 

dx 

d'y  = d'y.  Il  faut  donc  tirer  d'y  de  la  relation 
dont  la  différentiation  donne 


dx 


djdxd’x — j'dxd’x  -\-y  (d’x)* 


dx’ 


remplaçant  dans  le  second  membre  ày  par  — 


-V» 

yà'x 

dx 


on 


trouve 


d'y. 


2 y ( d’x  )*  — _ydxd3x 
dx1 


en  reportant  cette  valeur  de  dy  dans  la  proposée,  on  obtiendra 
,celte  équation  complette 

x’dx — n’dx  xdy  . X C 2 y (d’x)’  — ydxd*x  ^ 

' x’  -j-  «*  y dy  ( . dx’  ) 

Si  l’on  fait  dx  constante,  d’où  d’x  = o,  d3x=o,  etc.,  l’équation 
deviendra 

( x’  — a'  ) dx  xdy 


c’est-à-dire  , 


x’  -J-  a‘ 
x ' — a ’ 


+ dx  , 


_ dy 


d x = ^-  + if-; 

x ( x1  -|-  a'  ) y ' x 


équation  différentielle  séparée,  dont  on  recherchera  l’intégrale. 

Ces  exemples  sont  plus  que  suflîsans  pour  niellre  le  lecteur 
en  état  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre. 
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expéditif  d’intégrer  suivant  la  méthode  , et  de  reconnaître  en- 
suite par  la  différentiation  si  le  résultat  est  exact. 

Exemple  11.  Intégrer  la  formule  différentielle  homogène  et 
du  degré  — i , 

xyàz  -)-  2 2’dy — 2 xzdy  -^fzâx  — 2 yzdz 
_ . 

en  appliquant  la  méthode , on  est  conduit  à l’intégrale 


xyz-\-2z‘‘y — 2 xyz-\-yzx — 2yz'  2 (xyz  -f- yz'~)  (1 — 1)  ^ 

^(—i  + i)  — .^(l— l) 

mais  comme  le  numérateur  de  l’intégrale  non  réduite , peut 

être  mis  sous  la  forme  a( — xyz — yz' ) (i  — 1)  , il  s’ensuit 

, , , 2(±xyz±yz')  2(dcxz±  z’) 

que  "intégrale  peut  etre  — - — - — - ou  — , 

sauf  à la  vérifier  et  la  rectifier,  ce  qu’on  fera  en  difTérentiant 
et  cpmparant  le  résultat  avec  la  proposée , d’où  on  conclura 

*-~  + C pour  l’intégrale. 

Exemple  111.  Intégrer  la  formule  différentielle  encore  du 
degré  — 1 , 

4 xydx  -f-  x,t]y 
2yx * 

5 x'y 

on  trouve  pour  l’intégrale  ohtenue  suivant  la  méthode,  — i 

. . _ dx  1 d y 

mais  en  mettant  la  proposée  sous  la  forme  2 f- ~ J 

on  voit  qu’elle  est  l.apÿy  -f-  G. 

Passons  aux  expressions  différentielles  hétérogènes,  ou  dont 
les  termes  n’ont  pas  le  même  degré. 

On  observera  d’abord,  i°.  que  la  différentielle  d’un  monome 
entre  un  nombre  quelconque  de  variables  et  d’un  degré  quel- 
conque , est  homogène  ; a°.  qu’elle  renferme  autant  de  termes 


\ 
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qu’il  y a de  variables  ; 3°.  que  chaque  terme  contient  toutes 
les  variables  , ou , au  moins  leurs  différentielles  , si  l’une  ou 
plusieurs  des  variables  ne  sont  facteurs  qu’à  la  première  puis- 
sance. Toutes  ces  conclusions  se  prennent  sur  le  fait,  en  dif- 
férentiant  un  monome  tcj^  que  kxmy"z?. . . . 

Ainsi  pour  intégrer  une  fonction  différentielle  hétérogène 
et  exacte  entre  un  nombre  quelconque  de  variables  , il 
faudra  faire  un  groupe  des  termes  qui  réuniront  les  trois 
conditions  ci- dessus,  et  intégrer  chaque  groupe  en  particulier, 
d’après  la  méthode  qui  convient  aux  fonctions  différentielles 
homogènes.  La  somme  de  toutes  ces  intégrales  sera  évidemment 
l’intégrale  cherchée. 

Exemple.  Intégrer  la  fonction 


xdy  d z\J y . xdz  J y 

~ -}-  zxsdx 5 f-x’d z — • - 


3 h? 


z 2 
dy^jr 


+ 


(l-rvA'  . 


2 Vy  ' e 

le  premier  terme  renfermant  les  trois  variables  x , y , z , et 
étant  du  degré , il  faudra  grouper  avec  lui  deux  termes 


du  degré 


-,  dont  l’un  soit  multiplié  par  dx , et  l’autre 


, * xdz  yj  y dx  y , 

par  d z : ces  termes  sont  ■ ■-  et — — J en  sorte  qu  on 


z * 


a le 


groupe 


rdy 


xdz\/y  dx  y 'y 

a z ÿy  z%  z. 


qui  a pour  intégrale 


* Vr 


. Le  second  terme  étant  du  degré  a, 


et  ne  renfermant  que  les  deux  variables  x et  z , il  est  facile 
de  voir  qu’il  faut  prendre  avec  lui  le  terme  x’dz  : en  sorte 


% 
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qu'on  aura  la  fonction  différentielle 

s.  xzà  r -f-  x’iiz  , 

» 

qui  a pour  intégrale  x*z.  Enfin  les  deux  termes  restans , 
savoir  : 

3 

dry/ y ày  yj z 

~Tj7  wF’ . - 

ayant  les  trois  conditions  requises  , on  en  prendra  l’intégrale 
qui  est  — y/z  yé y.  Ainsi  l’intégrale  de  la  proposée  , sera 
x r 3 

— ■/—  + — Vz  Vj  -+• c- 

Mais  lorsque  la  fonction  proposée  à un  dénominateur  poly- 
nôme , on  ne  peut  former  les  groupes  intégrables  qu’après 
l’emploi  d’un  artifice  que  nous  allons  faire  connaître  sur  un 
exemple. 

Exemple.  Intégrer 

xily  — xAz  -f-  zdac  — ydx 

{x—y  + zY 

posant  x—y-\-z—  t , d’où  y—x  -{-z — t , Ayz=Ax-{-Az — d/  , 
on  a la  transformée 

lAx — xflt 


homogène  et  conséquemment  intégrable. 

Nous  indiquerons  une  autre  méthode  pour  intégrer  les  fonc- 
tions différentielles  exactes  .du  premier  ordre  entre  un  nombre 
quelconque  de  vaiiables,  méthode  dont  nous  allons  exposer  le 
principe  sur  un  exemple.  > 

. . 3 

Soit  la  fonction  y"x  \/y- ^x  : sa  différentielle  par  rap- 
port à x , sera  : • • 
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et  sa  différentielle  par  rapport  à y , sera 

<!>'  V x 


Q&y  = a xydy  + 


3 fa 


ainsi  soit  en  inte'grant  Pdx  par  rapport  à » , soit  en  intégrant 
Qdy  par  rapport  à y,  on  retrouvera  la  fonction. 

Exemple  I".  Intégrer 

fry'dz  aàx  bdy  axàz 
? ' ~z  ~z  z*  * 

après  avoir  groupé  les  termes  entre  les  variables  et  leurs  dif- 
férentielles , ce  qui  donne 


Lbydz  bdy  ~l  f“  ad»  axdz  ~1 

**  J J"*"L  2 Z'  J 


ad» 


axàz  ' 


on  intégrera  le  premier  groupe  p^r  rapport  à y , et  le  second 
par  rapport  à »,  et  la  somme  de  ces  intégrales,  c’est-à-dire, 


» 


sera  l’intégrale  cherchée  qu’on  obtiendrait  encore  en  intégrant 
chaque  groupe  par  rapport  à g.  On  aurait  encore  pu  intégrer , 

, aàx  . . , ax 

par  exemple,  , ce  qui  aurait  donne , et  en  retran- 

chant sa  différentielle  de  la  proposée,  on  aurait  eu  pour  reste 
bydi  bdy  . , . . 

• — - — — : intégrant  le  premier  de  ces  termes  par  rapport 

Z Z 

à z,  ou  le  second  par  rapport  à y,  on  aurait  obtenu  la  même 
intégrale. 

Exemple  II.  Intégrer 


2d y — ^(3x* — a)  dx 
a^(x}. — ax-J-ifr)3 

ici  on  trouve  facilement  l’intégrale  du  premier  terme 
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» ^ ^ ; mais  au  lieu  de  rechercher  celle  du 

3\/(r  — ax  -(-  b y 

second , pour  reconnaître  si  elle  est  la  même  que  l’autre , il  est 
plus  simple  de  différentier  celle  qu’on  vient  d’obtenir,  et  comme 
on  trouverait  cette  différentielle  identique  avec  la  proposée  , 
on  en  conclurait  que  l’intégrale  est  exacte. 

Nous  nous  bornerons  à ce  peu  de  préceptes  et  d’exemples 
bien  suffisans  pour  un  lecteur  intelligent. 

On  sait  diJJ. , chap.  XIII  ) que  l’équation 


* =/(  *)f)i 

dans  laquelle  x et  y sont  deux  variables  indépendantes , a pour 
différentielle 


dz  = Pdx  -f-  Qdy , 

dans  laquelle  Pdx  est  la  différentielle  de  z ou  de  f {x  , y), 
prise  relativement  à la  seule  variable  x , et  Qd \y  celle  de  la 
même  fonction  , prise  relativement  à la  seule  variable  y : on 
a vu  de  plus  (CaZc.  dijf. , pag.  ig3)  que  les  fonctions  de  x 
et  y représentées  par  P et  Q , sont  telles  qu’on  a 


àP  = dQ 

d y dx 


•(»)> 


Lorsqu’une  différentielle  de  la  forme  dz  = Pdx  -j-  Qdy  satis- 
fait à la  condition  (i)  , son  second  membre  est  une  différen- 
tielle exacte  qu’on  sait  intégrer  , d’après  ce  qui  a été  enseigné 
( Cale.  inti. , chap.  IX  ). 

Exemple.  La  différentielle 

dz  — — — h odx  -+-2bydy, 

y i -f-  xx 

qui  satisfait  à la  condition  (i),  a pour  intégrale 

z — IC  |x  -{-  y ï -j-  x’}  + ax  4*  ty'- 
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Considérons,  en  second  lieu  , une  équation  de  la  forme, 

dz  = dx4(x,y,z)-j-dy<>(x,y,x), 

4 et  <p  étant  deux  signes  de  fonction  : si  on  la  compare  avec 

dz 


dx  , , dz 

Tï^  + ip*' 


on  a 


*)  = -jj>  <t>(. xty*z)  = -^r> 


pour  que  ces  deux  équations  s'accordent  , il  faudra  que  la 
dérivée  de  4 (*»  y,  -O  par  rapport  à y,  soit  égale  à la  dérivée 
de  q>  (x,y , z)  par  rapport  à x , ou  qu'on  ait 

».  y,  *1  _ d?  ( x , y , r ) 
dy  dx  ' 

en  observant  que  — = — 7— r — • Or  la  variable  z étant 
dxdy  dydx 

censée  fonction  de  x,y,  (puisque  si  la  proposée  a une  pri- 
mitive , la  valeur  de  z sera  déterminée  par  celte  primitive  en 
fonction  dex,y)  , il  faudra  la  regarder  comme  telle  dans  les 
fonctions  4 et  9 , et  il  est  clair  qu’on  aura 


d4J>,y,  z)  d4y 


dy 

dx 


•!r 

d?  x 


dx 


+ 


d 4 x d z 

dz  X dy 
dz 

X dx' 


d © r 
dz 


en  n’écrivant  sous  les  signes  4 et  <P  que  quantité  qu’on 
regarde  comme  variable  , ainsi  que  nous  l’avons  toujours  fait. 
On  aura  donc  l’équation  de  condition 


d4y  d4  z dz  d<px  d fs  dr 
dy  dz  X dy  dx  dz  X 


dx  ' 


et  si  l’on  y substitue  pour  ~.Z~  , -i-  leurs  valeurs  ci-dessus  , 

dx  dy 
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dy  f“dTx  et~ gj-x + 

et  celte  équation  devra  avoir  lieu  d’elle-même,  c’est-à-dire, 
être  identique  , pour  que  la  variable  z puisse  être  une  fonction 
de  * , y , et  que  la  proposée  admette  une  primitive  en  x , y 
et  z.  Dans  ce  cas , on  trouvera  facilement  cette  primitive  au 
moyen  de  l’une  ou  de  l’autre  des  deux  équations 

= ~r=v{x,y,z): 

car  en  prenant , par  exemple  , l’équation 
dz 

z), 

on  pourra  la  traiter  comme  une  équation  du  premier  ordre 
entre  * et  z , puisqu’on  y a regardé  l’autre  variable  y comme 
constante , et  ayant  trouvé  sa  primitive  dans  cette  supposition  , 
il  faudra  regarder  la  constante  arbitraire  comme  une  fonction 
inconnue  de  y , qu’on  déterminera  ensuite  par  le  moyen  de 
l'autre  équation 

dz 

— =q(tx,  y,z). 

L’équation  proposée  étant  écrite  ainsi , 
dz  — Pdx  -J-  Qdy , 
l’équation  de  condition  (2)  devient 

dQ  dQ  dz 

-E— ar  ■£•=••-<* J- 

Soit  enfin  l’équation 

pdx  -f-  qdy  -f-  rdz  — o : 

à cause  de  JP— —f  Q=x — j la  condition  (a') 


dP  dP  dz 

dj-  dz  * dy 
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tir 


àp  d q 


“ r + r dï" 9 dT  + ? TT  ~ P 17 = 0 ■ ■ 1 • <3)' » 


dy  iy 


dx 

dz 


dz 


dz 


’ tl~àÿ  p3r  r~ 


cn  observant  de  remplacer  —r—  par — 

dx  r 

cette  condition  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  p , 
ÿ et  r,  pour  que  z puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des 
deux  variables  x et  y , et  que  l’intégrale  de  l’équation 
pdx  -}-  qày  -(-  riz  — o , 

soit  par  conséquent  exprimée  par  une  seule  équation  entre  les 
trois  variables  x , y et  z : il  suit  de  là  qu’une  équation  diffé- 
rentielle à trois  variables,  prise  au  hasard,  ne  peut  pas  tou- 
jours être  vérifiée  par  une  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

On  a longtems  appelé  équations  absurdes , et  on  regardait 
comme  insignifiantes  celles  qui  ne  satisfaisaient  pas  à la  con- 
dition (a)  ; mais  M.  Monge  a fait  voir  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  1784,  que  toutes  les 
équations  différentielles  à trois  variables  avaient  une  signifi- 
cation réelle  , et  que  si  celles  dont  l’intégrale  était  exprimée 
par  une  seule  équation  entre  trois  variables,  appartenaient  a des 
surfaces  courbes  , les  autres  représentaient  une  infinité  de 
courbes  à double  courbure  , jouissant  d’une  propriété  com- 
mune. 

Lorsque  l’équation  (3)  devient  identique  par  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  p,  y et  r,  il  n’en  résulte  pas  toujours  que 
la  proposée 

pdx  -t-  qiy  -f-  riz  = o , 

soit  une  différentielle  exacte  ; mais  on  peut  la  rendre  telle 
en  la  multipliant  par  un  facteur.  Soit  g,  ce  facteur  et 

gpix  -j-  g qiy  -J-  p ris  = o , 
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une  différentielle  exacte:  si  l’on  suppose  successivement  dx, 
dj  , dz  nuis , c’est-à-dire  , si  l’on  regarde  alternativement 
* i y » z comme  constantes  , la  précédente  donnera  lieu  à trois 
différentielles  exactes  qui  seront 

f*1dy  + ftriz  = o,  p pdx ftrdz=  o,  ppdx  -\-pqiy~  o, 
et  qui  donneront  (Cale.  diJJ.  , cliap.  Xlll  ) 
d u r 


Ay 


dM 

d 

j«r  d f*p 

df‘P  . 

dz  7 

dx  dz 

dx 

dy  7 

as  étant 

développées  deviendront 

/ dr 

d 9 

\ , d^ 

d^< 

V dy 

~ As 

)+rw^ 

ÿd7  = 0' 

/ dr 

dp 

à , d ft 

à j* 

V dx 

" dz 

) + r~d^~ 

p~d  7 = °’ 

( d? 

d/> 

\ . dn 

A ft 

\ dx 

dy 

dr~ 

P^r=°’ 

* 

ft,  en 

multipliant  la  première  par  p , 

la  seconde 

~ * A r jnuuuua,  «-CUU 

somme  divisée  par  f.  sera  l’équation  (S)  ; eti  sorte  qu’on  ne 
peut  espérer  de  rendre  la  proposée  intégrable  à l’aide  d’un 
facteur  p , qu  autant  que  la  condition  (3)  est  satisfaite. 

On  prouvera  de  la  même  manière  qu’on  la  fait  (Cale,  inté., 
pag.  igo  et  suiv.  ) que  le  facteur  propre  à rendre  intégrable 
l’équation  différentielle  homogène 


pdx  -f~  qdy  -f-  rdz  -f-  etc.  = o , 


est 


Px  ~h  HX  -h  rz  -f-  etc. 

Exemple  1*'.  Soit  l’équation 

<L=(Æ+j)-[-dx(j-J-,z)-f-  Ay  (*-f.z)<==  0, 

A 
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x+y 
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en  la  comparant  avec 

de  = cLc  ^ ( x , y » z ) + dj  V ( x > J*  * ) » 
on  trouve 

y 4-  jc  a;  -}-z 

d’où  on  déduit 

d 1} ' y z — x d 4.  z 1 

djr  (•*+/)’  * ' de  — 

d n>  00  x — X d <p  z 

dx  ~~ ' (•*+_>)  * ’ de  • x+y 

ainsi  la  condition  (a)  est  satisfaite  , puisqu’elle  devient 
* ~x  4-  — z~y  — yJrZ  — 0. 

ï*+yY + W+yŸ  (.-z+yY  (*+yY~~ 

Pour  obtenir  l’intégrale.,  on  partira  de  l’équation 

dans  laquelle  z et  * sont  les  seules  variables , et  comme  on  ow 
tire 

(*+j)ds-f-(j4-a)dar  = o, 
on  aura  pour  primitive 

C x -f- y ) ( y + z ) = lr..  ••  CO  » 

Y étant  une  fonction  de  y que  nous  déterminerions  d’après 
l’autre  équation 

dz  * , s x+x  , 

. dj  y v ’-7’  1 x-hy 

à cet  effet,  nous  différentierons  la  précédente  par  rapport  ày, 
ce  qui  donnera 
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d Y 

dz  + — ^ + 

dj  x~+J  » 

et  en  égalant  ce  coefficient  à il  = 1+-L  , on  obtient 

Ay  x + y 

après  les  réductions,  cette  équation  différentielle  en  y senle- 
rnent , 

d F=  aydjr , d’où  Y — y*  -j-  C , 

C étant  la  constante  : par  cette  substitution  , la  primitive 
devient 

(œ+j)  (.T  + 0=J r+c, 

c’est-à-dire , 

xz  -4 - yz  ■+  xy  = C. 

On  aurait  encore  pu  différentier  (i)  par  rapport  à x, y et  z, 
et  comparer  le  résultat  avec  la  proposée. 

Exemple  II.  Soit  l’équation 


c’est-à-dire  , 


on  en  tire 


ydz  zdx  -f-  xdy  = o , 
dz  (Jjc — dy  j 

y y 


dz  , 

dx 


et  en  intégrant 

ylz  -{-  x = Y ; 

mais  alors  après  avoir  différentic  par  rapport  à y,  et  égalé  le 
résultat  à dj.ip  (x,  y , z ) , il  arrive  que  d Y n’est  plus  de  la 
forme  dy.Fy , F étant-  un  signe  de  fonction  ; en  sorte  que  Y 
n’est  plus  fonction  de  la  seule  variable^-  : aussi  pour  cette  équa- 
tion la  condition  (3)  n’est  pas  satisfaite. 
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Exemple  III.  Soit  l’équation 

dz  {x(x  — — b )}  = (z  — c)  {xdx-f  ydy}  : 

on  trouve  qu’elle  ne  satisfait  à la  condition  (2)  qu’autant  que 
les  constantes  a et  b sont  nulles  : alors  elle  se  réduit  à 

dz  (**+j’)  = (r  — c)  (xdx+/dy)  , 
c’est-à-dire , * 

dz  xdx  -{-ydy 

z — c x_*  -|-  jr*  ’ 

qui  a pour  intégrale. 

x1  -f-y*  = C‘  ( z — c 

On  pourra  d’ailleurs  intégrer  la  proposée  dans  l'hypothèse 
de  z constante  , et  déterminer  ensuite  le  complément  en  z de 
l’intégrale. 

Exemple  IV’.  Soit  l’équation 

•ydy  xdx  -4-  zdz  zàx — xdz 

-( + zdz  = o : 

1 I «a  * 1 


Vy*  + x1  -f  z1  I‘  + î‘ 

on  peut  supposer  que  l’inlcgrale  est  égale  à celle  de 

— • J , prise  en  ne  faisant  varier  que  y , plus  à une 

Vy'+x'+z' 

fonction  de  x et  z , que  nous  représenterons  par  A',  en  sorte 
que  cette  intégrale  soit 

Vy'+x'  + z'  + K'. 

en  différentiant  et  comparant , on  trouve  , 

■ zdx — xdz 


AKr=- 


x*  -f-  z% 


zdz  : 


ainsi  K est  égal  à l’intégrale  de 


zdx 

x’-j-z 


- prise  en  ne  faisant 


varier  que  x , plus  à une  fonction  de  z et  de  constantes  qne 
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nous  nommerons  Z , en  sorte  que  m 

K = arc  ^tang  = *+*  % ’• 

en  différentiant  et  comparant , on  trouve 

àZ  = zdz , d’où  Z = — (-  C j 

. _ 2 

donc  l’intégrale  corr.plette  de  la  proposée  , est 

V'jr'-j-x1  + z’  + arc  (targ  = -f-  -f  C — ». 

Exemple  Y.  Soit  l’équation 

dz  (a:* -f.  + y*)  + dx  (y’ -f-yz  z’)  -f-  dy  ( z’  -f- *z  -f-  *’)  : 

En  faisant  dz  = o , on  aura  à intégrer 

dy 


<lx 


■:+ 


z'  + zz+z1'  jr'+jrz  + z* 
et  on  trouvera  pour  intégrale  (*) 


- = ») 


(*)  Pour  obtenir  l’intégrale  dé 


dz 


x1  -V-  z.r  -+-  z' 


où  x est  seule  variable  , on 


supposera  (JtaU.  inté.,  pag.  19)  K — o,  G = i,  d’où  G'  = 1 : en  sorte  que 

ydx  1 / x — f cos  t \ 

.=  — arc  ( tang  = — ) -t-  C. 

X* 2 f»  X COS  f -p  pp  /SV  p / 

, X — p cos  p 

in  a cet  arc  ayant  pour  tangente  , et  que  nous  désignerons 

fi 

cos  c 

par  A , on  ajoute  un  arc  B qui  ait  pour  tangente  — > on  aura  , en 

siu  p 

observant  ( Cale.  inté.  , pag.  19  ) , que  fi  — f sin  p , 

(x  sin  p 

tang  = Ji 

P — x 00s  t / 

et  conséquemment 
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Z,  représentant  nne  fonction  de  z. 

Si  i’oix  fait  la  sotnpae  de  ces  arcs  , et  qu’on  désigne  par  A' 

x A 3 

l’arc  dont  la  tangente  = , et  par  D celui  dont  la 

2 z ~l~  x 

y v/3 

langentc  = — , on  aura 

+ y 

c I .ing=*n,Ca-+»')i  = -4=  i = + t * 


l’osons  donc  encore 


îc’+æz  A-yz  — xy 


= 2, 


a2= 


Z étant  toujours  une  constante,  ruais  différente  de  Z,,  comme 
il  est  facile  de  le  voir  ; si  pour  déterminer  Z , on  différentie 
cette  dernière  équation  par  rapport  à x , y , z , et  qu’on  dé— 

- signe  le  dénominateur  par  D , on  aura 

1 r(  y+yz  -t-s’ïdjr-t-  as^s’+rr  4-jr’)d [y — a .r  (z’+y:  +y’)dz — ?./(=’-t-.r:-t-.r>'  J; 


D »• 


et  parce  que  la  proposée  donne 


*/#  «1 
a1  — u p jc  ce 


eus  p -4-,  p*  /S 


/ x *m  9 \ 

: tang  = ) + <->> 

V f—XCOif  J 


la  constante  O,  n’étant  plus  la  même  que  C , puisqu’on  a cumulé  l’arc  A 

dx  d x 

dans  Cf  Or  , en  çorrfparant  arec  — > 

x*  -4-  zx  -f-  z*  x 1 — îf  i cos  p 4-f1 

ï yS  zy?s 

on  a p = z , cos  p Sin  p =:  » jS  = > donc 

U J 2 

f 

dr  ï / xv/3  \ 

/ = — - arc  ( lao*  = J. 

x3  •+*  zx  -f-  s1  z ^ 3 V as  + x/ 
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(^,+^4-=a)J-r+(2’+^+x’)dJ— — 

la  précédente  , en  y faisant  celle  substitution,  deviendra 

— 2 z 'ar’-f-asy-f-y’,  de:  — zx(z'-\-yz-{-y')Az — s.y{z'-\- xz-^-x^Az 
t — — 

qui , après  les  réductions  , se  réduira  à celle-ci  , 

-'“2  (*+J  + «)  (xy  + xz-i-yz)  àz  , „ 

— -AZ, 

mais  de  l’inte'grale  trouvée  pins  haut , on  déduit 
n - xz+yz  + xy  . 

en  sorte  que 

.1 7 _ ~ 2 Z’(.x+y+  ^ *d’où  __2(x+?  + z)Az  . 

xz-f-yz  -f-  xy  * Z'x  xz -j- yz  -)-  xy 

il  faut  donc  que  le  second  membre  se  réduise  à une  fonction 
de  la  seule  variable  z:  or,  on  a 

I+z=*^±±*2±âZl,  d’où  L±^=i fif+Z+12, 
2 z‘-\-xzAr-yz — xy  Z xz  + yz  + xy 

et  conséquemment  . 

1 + Z Az  _ AZ  , AZ  AZ  AZ  d * 

z ‘ z~  z*  ’ °u  z(i+z>)~~ir+T+z~  T’ 


= AZ, 


Intégrant  de  part  et  d’autre  , on  trouve 


'~*m+ 


IC, 


et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 

en  sorte  qu’on  a l’intégrale 

C xz  -J-  yz  -f-  xy 

z — C 2 z'  -f-  xz  -j-yz — xy  * 


y 
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qu’on  réduit  facilement  à la  forme 


**  + *r  = C (*  +y  4-  * )• 

Lorsque  l’équation  de  condition  (2)  p’aura  pas  lieu  d'clle- 
même,  l’équation  proposée  ne  pourra  subsister,  à moins  qu’on 
ne  suppose  une  relation  quelconque  entre  x , y et  z , de 
manière  que  deux  de  ces  variables  deviennent  fonctions  de  la 
troisième.  Ainsi  , dans  ce  cas  , en  supposant 


on  aura 


d z : 


z — F (x  ,y)  , 


dFx  j ; d Fy 

Ax  -1 if- 


dx  dy 

substituant  ces  valeurs  de  z et  d z dans  lVquation 


<Lï=  dx  4,  (x,  y,  z)~\rdytf(x,y,z)) 

on  aura  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre 
Içs  dejx  variables  x et  y , au  moyen  de  laquelle  on  pourra 
trouver  la  valeur  de  y en  x , et  l’on  aura  ainsi  y et  z en 
fonctions  données  de  x,  la  fonction  .F(x,.y)  demeurant 
indéterminée. 


Exemple  Ier.  Soit  l'équation 

dz  — xy  ( xdx  4-  ydy  ) : ' 

on  aura  ici 

4*  = , <p 

donc 


d^r 


dtp  x 


d4<  z 
d z 


d tp  z 


dy  " dx  J dz  dz 

ainsi  la  condition  (2)  n’ayant  pas  lieu  , il  est  impossible  que  z 
«oit  une  fonction  des  variables  x et  y , regardées  comme 
indépendantes  entre  elle».  On.  fera  donc 

y = Fx  , d’où  dj  — d x.F'x  , 


♦ 
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donc 


d«  = ar’.d x.Fx  -j- x ( Far)*  X F'x.dx  , 
et  conséquemment  , 

z =f  |x’.Fjc  -f-  x ( Fx  )*.F'.r  ) <fx  ; 

mais  on  peut  éviter  la  recherche  de  cette  intégrale,  en  mettant 

/ xy^  \ 

le  terme  xy^Ay  sous  la  forme  d ( — , ce  qui  réduit 
la  proposée  à la  suivante  , 

dr  - d (-£)  + (V  —Ç)à*i 

y*  * * 

et  supposant  ensuite  yxy — =zF'x,  on  a 

3 1 •. 

dz  = d Ç 3~^  F'x  • d-r , 


qui  a pour  prin^ve 


z = ^-  + Fx  + C, 

la  fonction  Fx  demeurant  arbitraire. 

Exemple  II.  L’équation 

dz  — aydx  -f-  bdy  , 

dans  laquelle  a et  b sont  deux  constantes , ne  satisfait  pas  à 
la  condition  d’intégrabilité.  taisons 

y — F'x,  d’où  dy  = dx.F^x  , 

da  Fx  , 

F'x  et  F" x représentant  — — — , — — — - — : la  proposée  de- 
vient 

ds  = odx.-F'x  -}-  bdx.FHx  , 
et , en  l’intégrant , on  trouve  " 

z =.  aFx  -{-  b. F'x  ; 
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l'intégrale  Je  la  proposée  est  Joue  comprise  dans  les  tiens 
équations  « 

z = aFx  -f-  b.F'x  , y = F'x  : 

en  effet , la  J&bstitution  Je  ces  valeurs  dans  la  proposée  U 
rend  identique.  En  géométrie  , si  l’on  considère  x , y , z / 
comme  les  trois  coordonnées  d’une,  surface  courbe  , les  deux 
équations 

y = F'x  , z = a.Fx  b.F'x 

» # 

représenteront  deux  courbes , la  première  située  dans  le  plan 
des  x , y , la  seconde  dans  le  plan  des  z , x : ces  deux  courbes 
seront  les  projections  d’une  courbe  à double  courbure  dont 
les  points  satisferont  à la  question  qui  a conduit  à la  proposée , 
parce  que  les  coordonnées  de.  ces  points , sont  déterminées  par 
deux  équations  qui,  prises  conjointement,  satisfont  à la  proposée 
et  en  forment  l’intégrale  : mais  comme  la  fonction  Fx  est  arbi- 
traire i il  y aura  une  infinité  de  courbes  4Pldonble  courbure 
qui  satisferont , et  comme  d’ailleurs  ces  courbes  sont  toutes 
comprises  dans  les  deux  équations  trouvées,  celles-ci  ont  par 
eda  seul  le  caractère  d’intégrale  cornplctte.  Le  problème  de 
l’équation  précédente  peut  s'énoncer  ainsi  : trouver  une  courbe 
à double  courbure  pour  laquelle  on  ait 


dz  dy 

*-  = “y  + b 


or  cet  énoncé  fait  voir  que  le  problème  est  indéterminé  , 
parce  qu’une  courbe  à double  courbure  n’est  définie  qu’autant 

que  les  fonctions  -ii-  et——  sont  données  en  x . (Cale.  diff.  , 
1 c ix  dx 

chap.  XX),  car  alors  on  peut  en  conclure  les  équations  de  ses 
projections  : mais  comme  ici  l’une  de  ces  fonctions  est  donnée 
au  moyen  de  l’autre  , il  est  clair  qu’on  peut  et  qu’on  doit 
s’en  donner  une  à volonté.  Si  au  contraire  on  se  proposait  de 
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trouver  line  surface  pour  laquelle  on  eût  la  même  équation, 
il  serait  possible  de  l’assigner,  si  cependant  l’équation  de 
condition  était  satisfaite  : dans  le  cas  contraire  qui  a lieu  ici , 
on  est  averti  que  la  surface  n’existe  pas. 

Prenons  l’équation 

yiy  + yix + xàz  — o, 

laquelle  ne  satisfait  pas  à la  condition  d’inlégrabililé  , et  posons 
x+JT  = a : 

/ 

si  de  cette  équation  on  tire  dx  = — d \y , et  qu’on  reporte 
pour  dx  sa  valeur — dj-  dans  la  proposée,  on  aura 

xAz  = o , d’où  da  = o , 
et  en  intégrant  . . 

z — Fa  : 

en  sorte  que  l’intégrale  de  la  proposée  est  comprise  dans  les 
deux  équations 

* + J — a , z — Fa', 

mais  nous  n’avons  ici  qu’une  intc*gralc  particulière.  Faisons 
maintenant  a variable,  et  substiftions  dans  la  proposée — Ay-{-Aa 
pour  dx  et  Aa.F'a  [Jour  d;r  ; elle  deviendra,  après  la  réduc- 
tion , 

du  (je  -|-  xF’a  ) e=  o , • où  y -f~  xF’a  = o. 

En  remplaçant  a par  x -| -y  dans  z = Fa  et  y -J-  xF'a  = o , 
on  aura 

(1) z = F (x+j)  , y + xF'(x  + y ) = o (2), 

E ( x , y)  étant  une  fonction  arbitraire.  Si  l’on  dilférenlie  la 
première  équation  , ce  qui  donnera 

Az  = (dx-f-  Ay)  F'f'X+y)  , 

et  qu’on  élimine  F'{x,y")  entre  cette  dernière  et  la  seconde 
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«les  deux  précédentes , on  retombera  sur  la  proposée.  D’ailleurs 
d’après  les  équations  (i)  et  (2)  , la  proposée  devient  d’abord  , 

d*..F'0r-J-j)  + x(da:+dj)F«(*+^)  -f-dj-=o (3)  ; 

mais  en  différentiant  (2)  , on  a 

yâx — *dy 


F»(x+y)  = 
et  la  meme  équation  donne 


(d*  dj <■  ) ’ 


y 


F'(x,y)=-^-, 

« 

ces  substitutions  faites  dans  l’équation  (3)  la  réduisent  i 0 = 0. 
Ainsi  le  système  des  équations  (1)  et  (2)  est  l’intégrale'  com- 
plctte  de  la  proposée. 

En  posant  oc  —y=za  , la  proposée  deviendrait 
2 jdj  + (y  -f-  a ) dz  = o , 
qui  a pour  intégrale 

•j.  y — 2 al  ( y -f  a ) + z = Fa  : 
ainsi  l’une  des  équations  intégrales  , sera 

z -f-  a y — a ( x — f ) lx  = F (x  — y ). 

Pour  avoir  l’autre  intégrale  , on  différentiera  celte  dernière 
équation , et  on  remplacera,  d z par  sa  valeur  tirée  de  la  pro- 
posée , ce  qui  donnera 

2 x — y -j-  2 xlx  -(-  xF'{  x — y ) = o : 

si  on  éliminé  F'(  x — y ) entre  ces  deux  équations  , on  retom- 
bera encore  sur  la  proposée. 

On  pourrait  encore  supposer  x ==  ay , et  par  cette  nouvelle 
substitution  la  proposée  deviendrait 

( 1 -|-a)  d_y-f-adr=o  , d’où  «z (1  -\-a")y=:Fa. 

’•  * 

En  faisant  varier  a , on  serait  conduit  à ces  deux  équations 
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*( *+y)-hy'—y*'(-y')>  S—F'(jy)} 

qui  sont  les  intégrales  de  la  proposée,  comme  on  peut  .s’en 

assurer  en  éliminant  F'  ^ ^ entre  ces  deux  équations. 

Ainsi  en  prenant  à volonté  d’autres  relations  entre  x et  y, 
.on  obtiendrait  autant  de  systèmes  différens  d'équations  avec 
une  fonction  arbitraire  , qui  satisferaient  à l’équation  pro- 
posée. 

Considérons  , en  second  lieu  , l’équation 


( ÿ-  — z ) dz  -f-  + ( z — y ) dts  = o , 

dont  l’intégrale  est  formée  des  deux  équations 

z — x + Fy,  z-zyJ(. 

il  est  évident  qu’en  prenant  la  fonction  arbitraire  Fy—y , 
ces  deux  équations  se  réduisent  à la  suivante 

z = x -f  y , 

laquelle  satisfait®d’elle-même  à la  proposée  , ainsi  qu’il  est 
facile  de  s’en  assurer.  Telle  est  l’origine  des  solutions  singu- 
lières qui  ont  lieu , quand  les  deux  équations  'qui  composent 
l’intégrale  complettc  peuvent  se  réduire  à une  seule. 

Si  dans  la  relation  hypothétique  il/=a  , nous  faisons  il/=x, 
ou  =y  ou  =z,  la  méthode  précédente  se  réduira  à intégrer 
la  proposée  dans  l’hypothèse  que  l’une  des  trois  variables  x , y, 
ou  z soit  constante.  Si , par  exemple  , la  variable  x a été 
supposée  constante  , et  qu’on  ait , dans  cette  hypothèse , N—  b 
pour  intégrale  de  la  proposée  , il  s’ensuit  que 

N=Fx , 

sera  l’une  des  équations  intégrais  , et  l’autre  se  déduira  de 
la  comparaison  établie  entre  la  proposée  et  la  différentielle  de 
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JV  — » F x — o , 

* 

prise  dans  l’hypothèse  de  x variable.  Cette  méthode  revient  à 
celle  qu’on  suit  à l’égard  des  équations  intégrables  d’elles- 
mêmes  , en  observant  que , dans  le  cas  contraire  , la  seconde  V 
équation  sert  alors  à déterminer  1a  fonction  arbitraire. 

Ainsi  F hypothèse  de  z constante  dans 

yày  + ydx  + = ° » 

la  réduit  à 


yiy  -f.  ydx  — O = d_)’  -f  dx  , 

qui  a pour  intégrale 

y + * = F z , 

dont  la  différentielle  est 

ày  + dx  — d z . F' z — o , 


ou 


ydy  + yàx  —y&s.F'z  =.o  ; 


mais  à cause  de 


yày  4-  yd*  + xdz  = o , 

on  a 

— yF'z  = x y d’on  x yF'z  o , 

• • 

ce  qui  est  la  seconde  des  équations  cherchées;  et,  en  effet, 
si  au  moyen  des  deux  équations 

y + x — Fz  = o,  x +yF'z  = o , 
on  élimine  F'z , on  retômbera  sur  la  proposée. 

Lorsque  dans  la  proposée  , les  différentielles  dx , dy , d z 
montent  au  delà  du  premier  degré,  elle  ne  peut  s’intégrer  par 
ce  qui  précède  ; mais  on  observera  que  , quelle  que  $oit  l’in- 
tégrale cherchée , sa  différentielle  première  est  toujours  de  la 
forme  pdx  -f-  q dy  rdz  o ; donc  la  proposée  doit  être 
réductible  à'  cet  état  ; c’est-à-dire  , que  si  on  la  résout  par 
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rapport  à dzr  , les  différenliellss  d.c  et  dy  ne  doivent  pas  être 
engagés  sous  le  radical  ; elle  n’est  doue  intégrable  qu’au  tant 
qu’elle  est  décoinposable  en  facteurs  rationnels  : ce  qui  forme 
une  nouvelle  condition  d’intégrabililé. 

Exemple.  Soit  la  différentielle 

Adx*  -f-  Bày*  -{-  Càzy  -)-  Ddxdy  -f-  Edxdz  -|-  Fdydz  = o ; 
en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à dz , la  quantité  sous 
le  radical  , est  la  suivante  : 

(JE1 — 4 AC^dx1-^  2 {EF — xDC)  dxdj  -^{F* — 4 EC')  dy'  — o , 
et  pour  que  ce  trinôme  soit  un  carré  parfait , il  faut  qu’on  ait 
{EF  — xDC  — 4 AC)  {F*  — 4 BC  ) = o : 

cette  condition  étant  remplie  , on  aura  à intégrer  deux  équa- 
tions de  la  forme  pdx  qdy  -J-  rdz  = o , dont  la  proposée 
est  le  produit  {Cale.  difj .,  chap.  VIII,  et  Cale,  inté.,  chap.  IX, 
pag.  ao2  et  suiv.  ).  Mais  si  la  condition  précédente  n’estons 
satisfaite , on  regardera  dans  la  proposée  y comme  une  fonction 
arbitraire  de  x ; elle  deviendra  alors  une  équation  entre  deux 
variables  qui  admettra  une  intégrale  , en  sorte  que  celle  de  la 
proposée  sera  le  système  de  deux  équations  ;ou  bien,  on  pourra 
regarder  l’une  des  variables  comme  constante  et  intégrer  dans 
cette  hypothèse  ; cette  intégrale  renfermera  une  fonction  de  la 
variable  regardée  comme  constante  , on  la  différenliera,  et  cette 
différentielle  comparée  avec  la  proposée  , et  intégrée  , donnera 
l’autre  équation. 

Exemple  I"r.  Soit  ftquation 

^ dz*  ;=  c’da:3  -{•  r 

en  supposant  dx  constante,  on  aura  à ihtégrer  dz  = Idy  qui 
donnera  • 

z — by  *f  Ex  , 

diffurenliant  en  faisant  varier  x , et  comparant  le  résultat  avec 
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la  proposée , nous  aurons 
t a bdxdyl'x  -J-  dx*.  ( F'x  )’  = a’dx1 

.c’est-à-dire , 

a'd.r 

a bdy  = ■ L.--_ dx . F'x  , 

et  en  intégrant 


F'x 


ainsi  l’intégrale  de  la  proposée  est  représentée  par  ces  deux 
équations 

z = by-\-Fx,  s.by  + Fx  z=  a*  . 

Exemple  IL  Soit  l’équation 
* 

z’dr’  = ( a’  — z'1  ) ( dx’  -f-  dy'1  ) : 
so<s  l’hypothèse  dx  = o , cette  équation  devient 


zdz  = dy  y' a‘ — t1 , 

qui  a pour  intégrale 


— y a'  — z*  —y  -f-  Fx  : 

différentiant  en  faisant  varier  x , et  comparant  le  résultat  avec 
la  proposée  , on  obtiendra  l’équation  • 

/»dx 

jpaT* 

* 

Le  système  des  deux  équatiods  g. 

— [/a‘  — z*=y  -h  Fx,  zy  + Fx  = , 

forme  l’intégrale  de  la  proposée  qui  résulte  de  l’élimination 
de  F'x  entre  ces  équations. 

■ 

Nous  assignerons  les  conditions  d’intégrabilité  des  équations 


■> 
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différentielles  du  second  ordre  entre  un  nombre  quelconque  de 
Variables. 

Soit  l’équation  la  plus  générale  du  second  ordre  entre  trois 
variables 

..  Qdx1  -f-  jRdxdy  -f-  iSdxda:  -J-  Tdy'  -j-  VAyAz  -f-  Zà.ry  -f-  Ydz'1 

+ P,d’z=  o...(t)  : 

en  supposant  que  son  intégrale  première  complette  soit 
Aàx  -J-  BAy  -j-  Ddz  = Cdx  , 

C étant  la  constante  , l’équation  (i)  deviendra 

d A d B \ , , . / d A . d D 


AA  j 

— dx! 
dx 

AB 


•+(v+T)Hr+C-ï-+T-) 


dy  1 dx 

d B . d D 


dx 

AD 


dxdz 


+-£*+(t+tf)**+w»+t* 

-j-  Dd1z  = O y 

d’où  l’on  tire 

r.  „ „ AA  „ d A d Z 

B— Z,  D — P,,  Q — 

AP, 

4r.  > 


AA  dP, 


dx 
d Z 


«Jr 

AZ 


Y= 


d z 
AP, 


dT>  T~~w>  vp=~dT  + 


d z 


11  reste  à éliminer  le  coefficient  A : à cet  effet  , on  prendra 
la  différentielle  par.  rapport  à x des  quatrième  et  cinquième 
équatioTts , puis  on  prendra  séparément  la  différentielle  de 
la  troisième  équation  par  rapport  à y,  et  par  rapport  à z, 
et  on  substituera  dans  l’équation  troisième  l’expression  de 

, trouvée  par  la  première  différentiation,  et  dans  l’équa-, 

A'A 


tion  cinquième  l’expression  de 


dxd^ 


, trouvée  par  la  seconde 

a5 
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différentiation.  Ainsi  les  équations  cherchées  sont 

dit  dO  d Z 


dx 


dy 


dx* 


•(«) 


AS  _ AQ  ( A‘P, 


<ior 


dz 


dx* 


r=~-.(  3). 


;W» 

..(5). 


Si  l’on  fait  S , F,  Y.  P,  nuis,  et  qu’on  regarde  les  autres 
coefficiens  comme  des  fonctions  de  x et  y,  on  retombera  sur 
les  conditions  trouvées  pour  les  équations  à deux  variables. 

Pour  l’équation  la  plus  générale  du  second  ordre  entre  trois 
variables , savoir  : 

Çdx»-|-  Rdxdy  -f-  Sdxàz  -f-  Tdxdu  -}-  Fdy*-J-  Zdydz  -f-  Ydydu 
4.  P,  dy  4.  Q,dr’4-1l,dax  -f-  S.dzdu  4 -T.du»  -f  F,d  ’u— o , 

on  trouvera  les  neuf  conditions, 


<1R_ 

AQ. 

d’P,  AS 

-il. 

d’P, 

dr  _ 

AQ, 

hdK} 

dx 

dx’  ’ dx 

dz 

1 dx»  ’ 

dx 

du 

dx» 

dP, 

_d  Pt 

- dit, 

dp. 

, dV, 

v— 

dy  » 

dz 

d — j — » 
dy 

* Y — 

du 

dit, 

_d  Rt 

, AV.  ■ 

AV, 

Q-= 

dz  * 

du 

+■  dz  ’ 

T.= 

du 

J 

qui  comprennent  les  précédentes  : et  ainsi  de  suite. 

Disons  un  mot  des  équations  du  second  ordre  entre  deux 
variables,  qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d’mlégïabililc. 
Exempt t I".  Soit  l’équation 
* dy 

xd-z — a,  ~ d’Y +' xdx*  = o : 
dx 

en  supposant  toujours  a:  constante  et  intégrant , on  trouvera 
dy* 

xdz  — -v—  = dx.Fx. . . . (t)  ; 
dx. 


Dlgitized  by  Google 


-•  N , 


DE  CALCUL  INTÉGRAI.  387 

*i  l’on  différenlie  en  faisant  varier  x , et  qu’on  compare  le 
résultat  avec  la  proposée,  on  obtiendra 

(1  z — xtlar  = dx.  F'x. . . .(2)  : 

ainsi  l’intégrale  immédiatement  inférieure  de  la  proposée,  -sera 
représentée  par  ces  deux  équations  simultanées  (1)  et  (2). 
L’intégrale  dé  la  seconde  est  4 

z = — — -(-  Fx. . . . (3)  : 

2 

cette  valeur  de  z substituée  dans  (1),  donnera 
djf  yè  -f-  xF'x  — Fx  J c=  dy  , 
dont  l’intégrale  est 

y=f  dx  y'  -{-  xF'  x — Fx  J ....  (4). 

L'intégrale  première  complette  de  la  proposée  est  donc  donné* 
par  le  système  des  deux  équations  (3)  et  (4). 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

xzd7z  -f-  xydy  -f-  xdz’  -}-  xdjr»  y zdxdz  -f-  y'dxdy 

+ *(»+./)< lx*  = o : 

regardant  toujours  x comme  une  constante  , on  peut  diviser 
par  x , et  il  viendra 

zà*z  -f-  ydy  -f-  d z1  -{■  jy’  = o , 

et  en  intégrant 

zdz  -{-ydy  = àx.F'x. . . . (i). 

•Différentiant  celte  équation  et  comparant  le  résultat  avec  la 
proposée  , nous  obtiendrons  la  suivante , 

y zdz  -f-y’dj'  -f-  x ( i -\-y  ) dx  xdx . Fl!x  — o . . . . (2)  : 

ainsi  l’intégrale  du  premier  ordre  de  la  proposée  est  représentée 
par  les  deux  équations  (1)  et  (2).  Pour  remonter  à la  primitive, 
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on  observera  qu’en  reportant  la  valeur  de  d z donnée  par  la 
première  équation  dans  la  seconde , celle-ci  devient  , après  la 
division  par  dx  , 

y.F'x  -f-  x (i  -J- 7)  ■+•  xF^x=  o ; 
d’ailleurs  l’intégrale  de  la  première  équation  est 
t z1  -f-  yx  — a.  Fx  : 

donc  la  primitive  de  la  proposée  est  donnée  par  les  équations 
z * -f-  -y'  = 2 Fx  ; y ( * -f"  F' x ) + *(t  -f-  ) = o : 

si  l’on  pose  F' x -{-  x — o , d’où  l’on  déduit 

X1 

Fx  xx  — -f-  C y 

a 

il  arrivera  que  i -f-  FHx  = o , en  sorte  que  la  seconde  équation 
disparaîtra , et  la  première  deviendra 

z1  -f-  y*  -J-  *’  = C : 

celle-ci  satisfait  à la  proposée  dont  elle  n’est  qu’une  primitive 
singulière  , puisqu’elle  ne  renferme  qu’une  constante  : en  effet, 
si  l’on  différentie  deux  fois  cette  dernière  équation , en  obser- 
vant que  dx  est  constant , et  qu’on  ajoute  cette  différentielle 
seconde  multipliée  par  x , à la  différentielle  première  multipliée 
par^dx,  on  retrouvera  la  proposée. 

On  peut  consulter  sur  cette  matière  un  Mémoire  de  M.  Monge 
parmi  ceux  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris , pour  T année  1 794. 

La  méthode  employée  ( Cale.  inté. , pag.  369  et  suiv.  ) nous 
servira  à intégrer  les  équations  linéaires  entre  un  nombre  quel- 
conque de  variables. 

Intégrer  l'équation  linéaire  du  premier  ordre 
P — + p + Qz  + qy  = X j 
P*  p»  Q,  q et  X étant  des  fonctions  données'de  x. 
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Supposons  que  le  facteur  *-dx  rende  la  proposée  line  diffé- 
rentielle exacte,  et  désignons  son  intégrale  par  Pr  z-\- p <ry-\-  S, 
S ne  devant  renfermer  que  x et  des  constantes  : en  différetv— 
liant  et  comparant  avec  la  proposée  , on  aura 


dSz 


=(»- — irV'+Ce — 

, t 

mais  comme  S ne  doit  renfermer  que  x , on  devra  conclure 


Ç r ■ 


d.p  i r 
dx 


O > 


ç»-— 


d .Pc 
dx 


o. 


nne  seule  de  ces  équations  suffit  pour  déterminer  <r  ; l’autre  est 
l’équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  proposée 
soit  intégrable.  Si,  par  exemple,  les  coefGciens  P , p , Ç,  q 

. • , -tU.  x 

étaient  const3ns,  la  première  équation  donnerait  <r—e  p , 

et  substituant  cette  valeur  dans  la  seconde,  la  proposée  ne 

pourrait  être  intégrable  que  sous  la  condition  qP  = Qp.  Une 

variable  de  plus  donnerait  une  équation  de  condition  de  plus  , 

et  ainsi  de  suite. 

% * 

Intégrer  l’équation  linéaire  du  second  ordre 


d‘z 


d’y 


dz 


dy 


les  coejficiens  et  X étant  de  s fonctions  connues  de  x. 

Supposons  encore  que  le  facteur  y dx^assc  du  preiqjer 
membre  une  différentielle  exacte  ; et  désignons  son  intégrale 

de  l’ordre  immédiatement  inférieur  par  Pr.  4-  p r 4^-  4-  S : 

dx  dx 

on  aura  , en  opérant  comme  ci-dessus  , 

dS=(<?r—  -j^-)  «■  — '^')ty+Rrzdx+r,ydx; 

donc  * 
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+ (Q'-—d ^r)z+T> 


à. p. 


T ne  devant  renfermer  que  x.  En  comparant  les  deux  valeurs 
de  d.Ç,  on  obtient 

^ d .qcr  d’.prN  / d.Oa-  d’.PvN  ; 

d’où  l’on  tire  1rs  deux  équations 

d,tf<r  d* . p r _ d.Oor 

— + — =0’  iî--i-  + -d^-  = 0> 


dont  l’une  servira  à déterminer  r,  et  l’autre  sera  l’équation  de 
condition. 

En  général  , ayant  une  équation  linéaire  d’un  ordre  quel- 
conque entre  m variables,  on  sera  conduit  à m — i équations, 
dont  l’une  servira  à déterminer  r , et  les  autres  seront  les  con- 
ditions qui  devront  avoir  lieu  pour  que  la  proposée  admette 
une  intégrale  de  l’ordre  immédiatement  inférieur. 


Intégrer  T équation  linéaire  plus  générale 

<1\.  . ^ d‘y 


AH-Bi7+C^+D 


rf3y  , , 0 dnv 


dz 


d}  z 


4-A.ï+B,  — +C,  A 


dH 


"HD-  dx*  +’•••  + Q’ 


dnz 

dx" 


X, 


âJfts  laquelle  les&oç/Jiciens  A,  B.... A,,  B,....  et  X son/ 
Jonctions  de  x. 

On  pourra  poser  le  polynôme  en  y et  x égal  à ir,  fonction 
indéterminée  de  x , et  l’autre  polynôme  en  e et  x,  sera  X — *. 
on  aura  ainsi  deux  équations  linéaires  de  l’ordre  n , l’une  en 
y et  *,  l'autre  en  f et  x , qui  ttant  intégrées  donneront 

y = F (x,,),  *=/(***)> 
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F et  / désignant  deux  fonctions  connues  : comme  ces  équations 
satisfont  à la  proposée  qu’elle  que  soit  la  fonction  en  x repré-* 
sentée  par  * , et  que  pour  une  de  ces  fonctions  » , les  deux 
équations  précédentes  représentent  les  projections  sur  le  plan 
des  xy,  et  sur  celui  des  xs  d’une  courbe  à double  courbure  , 
on  en  conclura  que  la  proposée  représente  un  nombre  infini 
de  pareilles  courbes;  car  outre  la  fonction  indéterminée  »,  il 
entre  dans  chacune  des  deux  équations  ci-dessus,  n constantes 
indéterminées.  Mais  si  la  proposée  représente  une  surface  courbe, 
alors  en  faisant  successivement  y = o , r = o,  on  aura  deux 
équations  linéaires  de  l’ordre  n qui  étant  intégrées , donneront 
les  traces  de  la  surface  sur  les  plans  des  xz  et  des^'jc. 
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CHAPITRE  XYI. 


Intégration  des  équations  aux  différences 
partielles. 

Nous  avons  dit  {Cale.  diff. , chap.  XIII)  (*)  ce  qu’on  entend 
par  différentielles  partielles  ; mais  cette  dénomination  s’ap- 
plique encore  aux  coefliciens  eux— mêmes  : en  sorte  qu’ayant 


les  coefliciens  -j— - et  — — des  différentielles  par  rapport  à x et 

par  rapport  a y , se  nomment  aussi  différentielles  partielles , 
ou  différences  partielles. 

Lnc  c'quation  quelconque  entre  x .y,  s,  4—,  ^r~  , etc. 

axdy 

se  nomme  équation  aux  différences  partielles , du  premier  ordre  ; 

£ g, 

est  dite  : aux  différences  partielles  du  second  ordre  , et  ainsi  de 
suite.  Il  serait  mieux  , ainsi  que  l’observe  M.  Lacroix , d’em- 
ployer la  de'nomination  de  différentielles  partielles , parce  que 
les  coefliciens  différentiels  considérés  isolement , ne  font  con- 
naître que  les  différentielles  partielles  dje  , dy  qui  sont 


(*)  Il  sera  peut-être  nécessaire  de  revenir  *nr  le  chapitre  treizième  du 
Calcul  différentiel , avant  d’entreprendre  la  lecture  de  celui-ci. 


Digitteed  by  Google 


de  Calcul  intégral.  » 3q3 

les  premiers  termes  des  développemens  f (x  + it  ÿ)~ f(x , y) 
J{x,y  + k) — f(x,y),  et  non  les  différences  partielles 
qui  seraient  les  développemens  entiers  de  y") — J (x, y) 

et/(*>.r + *)—/(  *»r)- 

On  se  rappelle  qu’une  fonction  d’une  seule  variable  n’a 
dans  chaque  ordre  qu’un  coefficient  différentiel , tandis  qu’une 
fonction  de  deux  variables  a deux  coefficiens  différentiels  pour 
le  premier  ordre  , trois  pour  le  second  , quarfe  pour  le  troi- 
sième , etc. 

L’intégration  des  équations  aux  différences  partielles,  présente 
bien  d’autres  difficultés  que  celle  des  équations  différentielles 
ordinaires , et  on  s’est  proposé  de  la  réduire  à l’intégration 
d’équations  du  même  ordre  dans  lesquelles  toutes  les  variables 
sont  {onctions  d’une  seule  et  même  variable , parce  qu’en  ana- 
lyse on  regarde  la  solution  d’un  problème  comme  connue  , 
lorsquelle  est  réduite  à celle  d’un  problème  d’un  genre  infé- 
rieur, quoique  celle-ci  puisse  être  encore  sujette  à beaucoup 
de  difficultés. 

Proposons-nous  d’abord  de  trouver  l’équation  r^:/(i,j) 

•par  la  seule  connaissance  de  l'un  des  coefficiens  4 — , -r — , 
* dxay 

ou  d’une  relation  entre  ces  coefficiens.  Nous  commençons 
par  des  questions  simples , pour  nons  élever  par  degré  à l’in- 
tégration d’équations  plus  compliquées. 

Intégrer  T équation  en  différence  partielle 


P étant  une  Jonction  de  x , y et  z,' 

Si  l’on  regarde  y comme  constant , on  aura 
àz  — Pdar , 

équation  différentielle  ordinaire  entre  deux  variables  z et  x , 


/ 
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qu'on  intégrera  par  les  méthodes  connues  ; mais  on  observera 
que  la  constante  à ajouter,  contient  y d’une  manière  quelcon- 
que ; c’est  pourquoi  on  doit  représenter  dans  l’intégrale  cette 
constante  par  <py , <p  désignant  une  fonction  absolument  arbi- 
traire de  /,  la  plus  générale  qu’il  soit  possible  de  concevoir. 
Exemple  Ier.  Soit  » 
dr 

— — 3x* , on  a e^zx^-f-tfy. 

Exemple  II.  Soit 
’àz  x 


y' x ’+y' 

Exemple  III.  Soit 

dr 
dx 

on  a pour  intégrale 


, ou  a z = y'x’-i-y'  -j-  a>y. 


t/  a1  — y* — = ai 


= a X arc 


6in  = *— -> 

\ t/a*  — y* — x*/ 


+ vy- 


Exemple  IV.  Soit 
d z 


w — ; — az  , d’où  x = x*  .<p_r.  * 

àx 

Exemple  Y.  Soit  ..  \ 

d z 

(.y'  + x^—j'+z',  d’où  dr(j*-f  X’)— da;(j*+z’); 

le  facteur  propre  à rendre  cette  équation  intégrable  , est 
(/*  + s’  ) — ' ( y * -(-  x*  )“' , et  on  obtient  pour  l’intégrale 

arc  ^tang  = — arc  ^tang  = ^ ==  qy  : 

.or  en  désignant  arc  ^tang= ^ par  A , et  arc  ^tang  = 
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tang  {A  — B)  = 


d’où 


y ' + xz 

z — x ' 

y'  + ** 


A ~B  = arc  (tanS  = *£+£')  ^ 7 

y’ipy+x 


<Py  » d’où  z = 


c’ett-à-dire , 

z — x 

y^-j-xz  ' i — x.<py 

Intégrer  l’équation  en  différence  partielle. 

P 

Jy  ’ 

P ayant  même  acception  que  ci-dessus. 

On  trouvera , en  regardant  a;  comme  une  constante  , 
z=fPdy+fx, 

Jx  étant  une  fonction  arbitraire  de  x,  la  plus  générale 
puisse  concevoir. 

Intégrer  l'équation  en  différences  partielles 
ht  dz  __  dz 

mT+n^-0' 

M et  N étant  des  Jonctions  données  de  y et  x. 

On  en  tire 

dz  ^ N dz 

lÿ  ~~  ~ ~M  ‘TÛT  ’ 

portant  cette  valeur  dans  l’cquation  de  définition 

d s =■  dy  -f  - dx, 
dy  J dx  ’ 

on  trouve  * 


qu, 
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, MAx — NAy  dr 

M daT’ 


nommons  fi  le  facteur  propre  à rendre  MAx  — IVdj-  une  dif- 
férentielle exacte  , et  posons 

fi  MAx  — n NAy  = d5. . . . (i) , 
la  précédente  deviendra 

d5  dr 


dr  : 


ftM  ‘ d*  ' 


équation  impossible  , si  -j—  ‘ fiM  n’est  une  fonction  de  S , les 
deux  points  indiquant  une  division  : donc 
z=/S....(  a), 

est  l’intégrale  de  la  proposée  , f désignant  une  fonction  quel- 
conque. En  effet , on  tire  de  l’intégrale  (2) 


d.r 

dr 


, dx 

AS 


Ay  Ay 


,f'S  = — fl  N ffSy 


d’après  (1)  : si  entre  ces  équations  on  élimine  f‘S , on  retombe 
sur  la  proposée. 

Exemple.  Soit  l’équation 

dz  dr 

* dF+*-d7=o: 

on  rendra  yAx  — xdy  une  différentielle  exacte , en  la  rnulti- 

I IX 

pliant  par ; ainsi  fi= — — j et  5= J donc 

" ‘ -Kf)- 

est  l’intégrale  complette  cherchée.  * 
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Intégrer  l’équation  aux  différences  partielles  et  linéaires  du 
premier  ordre 

dt  __  dz 

, _sr+M'^r=N’ 

M et  N étant  des  quantités  constantes.  , t 
L’intégrale  sera 

z — Nx  =<q  {y  — Mx  ) , 

la  caractéristique  q>  dénotant  une  fonction  quelconque  : en  effet,’ 
si  l’on  différentie  par  rapport  à x , on  a 

i_jv M , 

0 dvC  oûc 

et  si  l’on  différentie  par  rapport  à y , on  a 

dr  _ d y (jr  — Mx)  _ 
d,/  — djy 

o,  à ' (-) , IV 

d*  ajr 

vant  dernière  équation  se  change  dans 


(*)  Soit  V = i + i , d’où  fu  — /(  1 + i)  : ou  aura . 

A.f  ( z •+■  i ) = Pdit  = P ( dz  -t-  d(  ) j si  l’on  suppose  alternativement  le* 
variables  z et  i constantes , cette  formule  donnera 


d /(  * + O 


de 


= jP 


d/(  *+«) 
de 


= P, 


c’est-à-dire, 


d/(  z + i ) _ d/  (z  -1-  i) 
dî  • dz 


identité  qui  aura  encore  lieu  pour  z —jr  et  i = — Mx  , hypothèses  sous 
lesquelles  on  conclut  la  formule  du  texte  , dans  laquelle  M est  un  coefficient 
constant. 


I 
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N— 


d z 


dx  d z , de  -,  dz  -, 

— donc-, \-M  ——  — N, 

M dy  1 dx  ' dy 


Intégrer  l'équation  générale 


i-  +Mii  = N, 
dx  dy 


dans  laquelle  M et  N sont  des  fonctions  quelconques  données 
de  x , y , z. 

» 

Soit  ( 

F ( x , j , « ) = ° , 


son  intégrale  : on  aura  par  ce  qu’on  a vu  {Cale.  dijj. , pag.  ig£ 

01  *97  ) 

dz  F'x  dz  F'y 

d.v  F'z  ’ dy  F'z  * 


dFx  dFy  d Fz 

F’x  , F'y  et  F'z  représentant  — jjj-  » — » dr  1 

substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  multipliant  tous  les 
termes  par  F'z , et  changeant  les  signes,  on  sera  conduit  à 
l’équation 

F'x  + MF  y + NFe  = o : 

or  , en  général , 

d.F  (x , y , z)  = dx.F'x  -f-  dy.F'y  + dz.F z\ 

substituant  dans  cette  formule,  à la  place  de  F'x.,  sa  valeur 
— MF' y NF'z , tirée  de  l’équatiçn  précédente  , il  viendra 

d.F(x,y,x)  = (dj-Mdx)Fj-  + (ax~iVdx)Pz: 

on  voit  que  cette  différentielle  sera  nulle,  ce  qui  doit  être, 
puisque  la  fonction  F(x,y}  g')  est  nulle,  si  Ion  établit 
entre  las  trois  variables  ar,  y , z , des  relations  telles  que  1 on  ait 
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des  deux  équations  particulières, 

<3 \y  — Mdx  = o , d z — iVdx  = o. . . . (i)  : 

mais  ces  équations  ayant  lieu  entre  les  trois  variables  x , y , z , 
serviront  à déterminer  les  valeurs  de  deux  de  ces  variables  en 
fonctions  de  la  troisième,  de  sorte  que  |far  la  substitution  de  ces 
valeurs,  la  fonction  F(x,y,z')  deviendra  pareillement  une 
fonction  de  cette  troisième  variable.  Donc,  puisque  sa  différentielle 
doit  devenir  nulle  , il  s’ensuit  que  cette  variable  doit  disparaître 
d’elle-même,  et  que  la  fonction  F(x,  y,  z~)  ne  pourra  con- 
tenir , après  cette  substitution  , que  des  constantes.  Or  les  deux 
équations 

; dy  — Md*  = o , d z — Ndx  — o , 

étant  du  premier  ordre , leurs  intégrales  contiendront  deux 
constantes  que  nous  désignerons  par  a et  b ; en  effet , si  de 
ces  deux  équations  on  veut  éliminer  la  variable  z , on  tombera  J 
sur  une  équation  du  second  ordre  en  x tly,  laquelle  aura  pour 
primitive,  une  équation  en  * et  y avec  deux  constantes  arbi- 
traires. Ensuite  , on  aura  aussi  z en  fonction  de  * et  y par 
l’une  des  deux  équations  ci-dessus. 

Il  suit  de  là  qu’après  la  substitution  des  valeurs  de  y et  z, 
tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  s’agit,  la 
fonction  F , y , z)  ne  contiendra  plus  que  les  constantes 

0 et  à avec  celles  qui  se  trouvent  dans  M et  N,  de  sqrte  qu’elle 
deviendra  simplement  une  fonction  de  a et  b , que  nous  dé- 
signerons par  <t >(«,è).  Par  conséquent  l’équation  F(x, y,  z)  — o 
qui  est  la  primitive',  deviendra 

<t(a,  é ) s=  o , 

par  laquelle  l’une  des  constantes  a et  b , sera  fonction  de 

1 autre.  Mais  à la  place  des  constantes  «et  à , on  peut  écrire 
leurs  valeurs  en  *,  y et  z , tirées  des  dèux  intégrales  dan^ 
lesquelles  elles  entrent  comme  constantes  arbitraires  ; donc  si 


Digitized  by  Google 


4 °o  Leçons 

l’on  désigne  par  P et  Q ces  valeurs  de  a et  b , l’intégrale  de 
la  proposée  deviendra 

<D(P,  Ç)=o, 

la  fonction  désignée  par  ® étant  arbitraire  : d'où  l’on  déduit 
encore 

Q = VP, 

la  fonction  <p  étant  pareillement  arbitraire. 

Exemple  I".  Soit  l’équation 

d.z  y de 

~àÿ 


d z de  de  y dg 

dy  dx  dx  x dy  x*  J 


en  la  comparant  avec  la  proposée,  on  a M = — ~,  2V  = — — î 

» • • * it*  * 

les  équations  (i)  deviennent  donc 

\ 

dx  = o,  de  — — dx:s=o  , 

x x2  7 

la  première  a pour  intégrale  • 

*T  = « = P, 

mettant  dans  la  seconde  équation  pour  .y  sa  valeur  — — t celle-ci 

x 

deviendra 

dont  l’intégrale  est 


de  -f-  • — — dx  = o , 

X’ 


à ' , 

— : 33-=*’ 


et  en  remplaçant  a2  par  xy2 , cette  dernière  intégrale  devient 

en  sorte  que , d’après  la  formule  Q — y Pt  on  a , pour  l’inté-s 
grale  de  la  proposée  , 


Digitized  by  Google 


de  Calcul  intégral. 


401 


y1  ■ * % 

z — 77—  — d’où  3 zx  =xy*  -±-3xç 


3* 

En  effet , on  en  déduit 


(aj). 


d z 
<lx 

cl  Z 
dy 


— *+<p  (*p)  +xyy.  . 


*>■  + *«•  xÉLC^). 

. dJ 


3 a: 


ta  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  proposée , la  transforme 
dans  celle-ci, 

, —3xz  + 3x<(  (xy)+y'  = o, 

en  observant  que  — = -d  ^ ; et  son  premier 

est  identiquement  nul  par  le  fait  de  l’intégrale. 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

àz  d z 

v^+n 


on 


a M — N— llkJL-}  et  ]cs  Jeu*  équations 

d y — d*  = o , àz  — ” 


dx=o  ; 


on  tire  de  la  première 

' ' . 
et  substituant  ax  pourj^,  la  seconde  devient 
àz  = nàx  j/i+n’, 

dont  l’intégrale  est 

z — jrix  [/ 1 -j- a*  xz  â = Q , 


26 
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en  sorte  que  la  formule  intégrale  Q = ç P devient 

( 

. * — « Vy*-¥x'  = q> 

résultat  qu’il  est  facile  de  vérifier. 

Exemple  III.  Soit  l’équation 


d z 


d z 


*!ï+rify=n‘: 

pour  laquelle  on  a M est  et  JV=  — : les  équations  à in- 

X X 

tégrer  sont 

dy — d*  = o , àz  — dx  = 0) 

x x 

c’est-à-dire  , 

xdy  —ydx  — o , *da  — nzdx  — o ; 
les  intégrales  étant 

a = ^~,  b = -L-,  d’où  P=-^-,  Q = ~, 
x x?1  X x xn 

celle  de  la  proposée  sera 

’ *=*"*(■£■)» 

dans  laquelle  <p  est  encore  une  fonction  homogène. 

En  effet,  en  mettant  la  proposée  sous  la  forme 
nz  = Xx  -+•  Yy, 

où  X et  Y représentent  , on  a trouvé  {Cale.  dijf.  t 

pag.  201  et  202),  que  les  équations 

nzxxXx-\-Yyt  z=zx"f(^-^} 
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avaient  lieu  ensemble , et  qu’elles  constituaient  le  théorème  des 
fonctions  homogènes 

On  peut  encore  intégrer  par  une  autre  voie  l’équation 

M^  + N£+P  = °> 
qui  rentre  dans  la  précédente.  On  en  tire 

dz  N d z P % 

d ly  ~~  M dx  M ’ 

cette  valeur  substituée  dans  l’équation  de  définitiorj 
la  change  dans  celle-ci , 


d z = 


Mdx  — Ndy  d z Piy 


M 


dx 


M 


soit 


ft  Mdx  — fi  Ndy.=  dS , 
et  l’équation  précédente  deviendra 

dS  dt  Pdy 

= uM'dx  M 9 

. . « * 

dont  le  second  membre , après  l’élimination  de  x an  moyen  de 

f (uMdx  — uNdy)  — S, 

sera  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  des  deux  variables 
y et  S : donc 

'=-/ir+/w’ 

en  observant  qu’avant  d’intégrer  } »1  faut  remplacer  x 

par  sa  valeur. 

Exemple.  Intégrer  l’équation 
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d z dz 

*' df  -r=o: 


on  a ]\1  — y , N — x' , P= — y*,  et 

* = +/Hr  +/(J)  =-£-+/  (S) 

or , d’après  fc  ( Md*  — Ndy  ) = d S z=  p ( ydx  — x'dy  ) , on 


trouve  le  facteur  ft  : 


• f et  en  intégrant 


s==~(ir+ 0: 

donc 

M.  Dubourguet , dans  son  Calcul  intégral , en  considérant  le 
cas  où  N n’est  fonction  que  de  x,  et  M et  P sont  fonctions 
de  la  seule  variable  y , a trouvé  pour  intégrale  de  la  proposée 

'Pdy 


■=-/ 


M 


+/(X-F), 


où  X == Y = 1 intégrale  facile  à obtenir 

dans  les  hypothèses  précédentes. 

Intégrer  réquation  linéaire  en  différences  partielles 

M^-+NÆ  + P*='°» 

M , N et  P étant  des  fonctions  connues  de  x et  y. 

On  fera  zz=ef,  f étant  une  indéterminée:  on  tire  de  là 


4i=ef  II. 

d y dy 


dz  d» 

d^  = ef  d7 


substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  , on  trouve  celle-ci 
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M&+Nï~+F=°> 

qui  n’étant  que  la  précédente  , donne 

~‘Pdy 


4oS 


donc 


r>Pdy 


'=.-fJ£+™=.-fJW:».AS>=,-f1M-  xF(S)  , 

en  faisant  efiP)—  F (S}. 

Exemple . Soit  l’équation 


dz 


dz 


x~d y+ï-âï^0*’ 

on  a M = x , N —zy , P~  — a , 

*dx — yày=zdS,  et  S — ~ ~y ..  • 

de  plus 

Pdy  ady  ady 

M x VzS-f-y'  ’ 

dont  l’intégrale  prise,  en  ne  faisant  varier  que  y , est....»,.. 


\.y  + V * S +_y\j  ; donc 
fp*J 

e J M __ 


[y  -f  V^S'+y*]", 


et 


x = [y  + [/7s  +p]aJ  os)  = {y  -f  *)fl  /(** -r)- . 

Intégrer  l'équation  linéaire  en  dijfirences  partielles 

M^+N77  + Pz+Q==0>  " *’ 

> N , P , Q étant  des  Jonctions  données  de  % et  y. 

• • Z? 

Si  l’on  fait  z-=z  , z‘  et  p étant  deux  indéterminées,  on 
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dx' 
àz  f ày 


£_ 

’’  àj  ' dz 


àz'  , d, 

f- z’  ■ 


dx 


dx 


djr  p*  dx  f1 

substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  , on  a la  transformée 

qu’on  partagera  dans  ces  deux  équations 

M^  + iV£  + ^ = 0’  -Mÿr- N^+p'=°- 

En  supposant  toujours 

fi  Mdx  — ftNdy  = d5  ; 

la  seconde  de  ces  équations  qui  n’est  que  la  réduite  du  problème 
précédent , donne 

+/^L 

f>  =e  M x J (S)  : 

on  tire  de  la  première  que  nous  avons  intégrée  (pag.  4°3)» 


^=-/Tr-  + '{S); 


donc 


-Ce  J' 


Pdy 


■PAy  <p  (S)  —fi  J M f(S) 


M 


Q<}r 

M 


ns) 


mais  comme  dans  les  intégrations  indiquées  , S doit  être  regardé 
comme  constant , on  peut  mettre  l’intégrale  sous  cette  autre 
forme 


=IÆ{ia 

t/TO 


■fi 


f 


Pdy 

M 


Qjy 

M 


!• 
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qui  devient  en  remplaçant  par  F(5)  , 

y W 

/ Pdr  f fPày  ) 

J ** 

C’est  à-peu-près  ainsi  que  Dalembert  intègre  cette  équation 
linéaire  dans  un  Mémoire  sur  le  Calcul  intégral , qui  se  trouve 
dans  le  quatrième  volume’ de  ses  Opuscules. 

Intégrer  l’équation  en  différences  partielles 

„ dz  dz  dz 

dy  dx  T d t ’ 

, . . ~ ' >*  , . .<  •’»  ’ J t \ 1 

eù  z erf  fonction  des  variables  x , y et  t. 

A cause  de  ( 

, d : , dr  , dz  , 

J*='y  <>«+•«-*> 


on  aurait, 

en  éliminant  successivement 

dz 

dr  9 

de 
dx  * 

dz 

dt 

trois  équations 

d z = 

dz 

7GT 

^dx 

-£*) 

dz 

dr 

(a,. 

P 

M 

11 

$ 

K 

dz 

4r 

-Tfc) 

+• 

dz 

d/ 

(a, 

P 

N 

dx^ 

dz  = 

d z 
dy 

(dF 

1 

0- 

^»ti^ 

+ 

d z 
dx 

^dx 

N 

P 

d,) 

JV  P 

i*.  Si  les  fractions  ne  renferment,  la  première 

que  x et  y , la  seconde  que  t et  y,  on  cherchera  les  facteurs 
N P 

de  d* d ly  , dt — dy  ; soient  p et  [d  c es  (acteurs 


Leçons 


ftdx—~-  dj-  = <LS,  ft'di  — dy  = d$' , 

( - - 
et  conséquemment  '•  ' 

j d z (15  d z d«S' 

d x f*  dt  fi'  ’ 

• > 

d’ou  l’on  conclut  que  z doit  être  fonction  des  seules  variable* 
S et  S'  ; et  qu’ainsi 

z=f(S,S'). 

.MP 

a".  St  les  fractions  ne  renferment , la  première 

que  x et  y,  la  seconde  que  t et  x , on  cherchera  les  facteurs  dç 

dy jÿ-  d*  , d* d*  ; si  on  nomme  p et ,/»'  ces  fac-r 

teurs , et  qu'on  fasse 

S,  p'dt  — -~-dx  = dS'  , 

on  aura  l’intégrale  complette 

z=f(S,S'). 

_ „ . M 

o°.  U peut  arriver  que  — - ne  renferme  que  y et  t , et  que 
JV  . 

-p-  ne  renferme  que  ac  et  i : il  est  clair  que  l’intégrale  sera 


r =/{$,$'). 

Intégrer  V équation  plus  générale  aux  dijjérences  partielles 
du  premier  ordre 

d%  , j , -k*  dz  ,r 

dt  du  1 dy 

L > M et  N étant  des  fonctions  quelconques  données  de  t,  x,  y,  z. 
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Si  l’on  représente  son  équation  primitive  par 
F ( t,x,y,  z)  = o, 

ta  différentielle  sera 

, d Ft  . AFx  . dFy 
d .F(t,x,y,  z)  = —^-A  t + — T7~  Ax  + -y^-Ay 


4<*> 


dx 


+ T 


dr 

AF z 


dz 


dz../t 


mais  en  considérant  z comme  fonction  de  t } x,y , on  a 

, dz  , dz  dz  , 

dz  = -i7.d/+1-dx  + -FdJ; 

donc  en  snbstituant  cette  valeur  de  dz  dans  d.F(£,  x,y, 
on  aura 


-f-  dac 


\.F(t, 

z)  — At 

( AFt 

dz 

dFz 

> 

\ At 

' + *d7 

dz 

-> 

> • 

| dFx 

dz  dFz  ^ 

+4r{ 

dFj 

dz 

dFz 

( Ax 

dx  dz  ) 

Ay  1 

djr 

Ay 

1. 


et  à cause  de  l’indépendance  des  variables  .r , y,  z , oti  posera 
ces  équations 


AFt 

4- 

dz 

AFz  .' 

At 

i 

dt 

dz 

AFx 

dz 

dFz 

Ax 

dx 

dz  °* 

AFy 

4-  « 

dz 

AFz 

• f\  . 

Ay 

i 

Ay 

dz 

„.  . ....  , , dz  dz  dz 

Ijrant  de  ces  trois  équations  les  valeurs  de  — — , -j—  , -j—  , 

et  les  substituant  dans  l’équation  proposée  , elle  deviendra  après 

la  multiplication  par  , et  le  changement  des  signes  . 


AFt  AFx  dFy 

— +i— +"■ 


df 


AJ 


■ N 


AFz 

~d7~ 


O-, 
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d’où  l'on  tire 

d Ft  _ d Fx  d Fy  dFr_ 

~dt  ~ L iix  1 Ay  Az  * 

cette  valeur  de  - f - étant  substituée  dans  (i)  , on  aura 
dC 

d F x d Fy 

d.F(/,j?,y,r)  =(«!*—  Ldt)  -j—  -+■  (d/— Md/)  -y— 

dFr 

+ (dz-2Vd/)-3-. 

Si  donc  on  introduit  entre  les  quatre  variables  / , * , y , s , 
le»  relations  déterminées  par  les  trois  équations 

dx — Lût  = o , Ay — MAt  = o $ Az  — Nàt  = o , 
la  différentielle  d.F(/,x,y,  z ) deviendra  nulle;  par  con- 
séquent son  intégrale  /’’(/,  x,y,  z~)  ne  pourra  contenir  que 
des  constantes. 

Or,  les  trois  équations  dont  il  s’agit  , étant  du  premier 
ordre , auront  trois  intégrales  qui  contiendront  trois  constantes 
arbitraires  a , b , c , et  par  lesquelles  trois  des  variables  t , X 
y et  z pourront  être  déterminées  «n  fonctions  de.  la  quatrième. 
Donc  si  dans  F (i  , x,  y , z~)  on  substitue  les  valeurs  de  ces 
variables,  il  faudra  que  la  variable  restante*  disparaisse  d’elle— 
même  , et  la  fonction  ne  pourra  plus  contenir  qne  les  mêmes 
constantes  a , b , c avec  celles  qui  entreront  dans  L , M et  N : 
de  sorte  qu’après  cette  substitution,  la  fonction  F (t,  x,y,  z') 
deviendra  nécessairement  de  la  forme  <t>  ( a , b , c ) ; or  les  trois 
intégrales  déterminent  les  valeurs  de  a,  b,  c en  /,  x,  y,  z : de 
sorte  qu’en  désignant  ces  fonctions  par  P,  Q , R,  on  aura 
a = P , b = Q , c = i?  , 

et  la  fonction  F (/,  x,  y,  z)  devra  être  de  la  forme  «>(P,Ç,  II), 
puisqu’il  ri’y  a que  celle  forme  qui  puisse  devenir  fonction 
de  a,  b,  c en  vertu  des  trois  intégrales  ci-dessus.  Donc  l’iiv- 
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F (t,x,y,  z)  = o, 


4«* 


tégrale 
deviendra 

<J>(P,  Ç » P ) — ° » 
par  laquelle  on  aura 

R = ç(P,  Q ) : 

la  caractéristique  <p  désignant  une  fonction  quelconque  de 

P et  q. 

Exemple  Ier.  Soit  l’équation 


d z dz  ds 


A’, 


dans  laquelle  L , M , N sont  des  constantes  : on  aura  les  trois 
équations 

d#  — Làt  = o , dy  — Màt  = o , dz  — Ndt  = o , 
dont  l’intégration  donne 


■ Lt  a , y — Mt  = b . 


— Nt  — t 


en  sorte  que  la  proposée  aura  cette  intégrale 

z — Ni  = p | x — Lt , y — Mt  J . 

Pour  vérifier  cette  intégrale  , soit  z — d)(p,  q}  , pet  q étant 
des  fonctions  d’une  variable  u : on  a (Cale.  dijj.  , chap.  V ) , 

pît  p qp  x — Lt , q~  y — ; or  pour  v — t , on  a 

= — L , z=  — M , et  eu  observant  que 

* = Nt  + y (x  — Lt , y — Mr ) , 
le  coefficient  de  z par  rapport  à z,  csf 
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l.F.ÇONS 
\tpp 


9'  et  désignant  la  première  —j — par  rapport  à et  la 


dp? 


seconde  -g — par  rapport  à t : on  a pareillement 

<\z 

parce  qu’à  l’égard  de  la  fonction  p(x — £r  ) , on  sa'1  *îue 
d<p(x — Lt ) diptx — Lt  ) 

— - — - = — , en  sorte  qu  ayant  désigné  le 

premier  coefficient  par  tp',  le  second  est  aussi  ç'.  On  a donc 
aussi  par  la  même  raison 


ii 


= 

. d* 


maintenant  si  dans  la  valeur  de  —j^-,  00  écrit  pour  <p'  et  <p, , 
leurs  valeurs,  on  aura 

dz  . da  dz  _ , de  , _ de  . dz  .. 

-,-=zN—L-. il/-.—  , d’où—  + L- — M-r—  = N : 

dr  dx  dy  dr  T dïT  dy  1 

c’ést  de  cette  manière  qu’on  vérifiera  l’intégrale  suivante. 

Exemple  11.  Soit  l’équation 


+.r>  1T + *£  + <*  + O £==‘+.r. 


dx 


on  aura 

£ = . 


il/: 


Z + ‘ 

Z+J 


N-. 


z -b  y 

et  les  équations 

xdr  ( z -b y)  dx  = o , 
{z-by ) d_r—  ( Z + r)  dr  = O , 
‘(.z-by  ) dz  — ( l’-by)  dr  =□  o, 


t +r  . 
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qui  reviennent  à celles-ci , 

xdz — ( t -\-y  ) cl*  = o , ' 

xày  — (z-f-<)dx  = o, 

xàt — ( z +y  ) (1æ  = o , * • 

desquelles  on  tire  les  trois  suivantes 

x&z  — xdy  — ydx  -(-  zdx  — o , . ' ■ . 

ardj-  — xdt  — tdx  + ydx  — o,  * 

x (dz-f-  dj  -j-  de  ) — %(z  -{-y  -|-  / ) do:  = o , 

dont  les  intégrales  sont 

xz  — xy  — a , xy — xt  ~ b , z -\-y  -f-  t = ex*  ; 

et  conséquemment  l’intégrale  complette  de  la  proposée,  sera 


/ 


z +y  + 1 = **  v ( xz  — xy  » — xt  )• 

La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  est  celle  déjà  employée 
( pag.  3gS  et  suiv.  ). 


Il  est  aisé  de  conclure  de  tout  ce  qui  vient  d’être  dit,  que 


l’équation 


dr 

+S7F+' 


d z 

dT 


d z 

4-  « -r — 4-  etc. 
du 


a pour  intégrale 


ainsi  z sera  une  fonction  homogène  de  n dimensions  entre  les 
variables  x , y , t , u , etc. 

En  appliquant  aux  équations  dérivées  à trois  variables  , la 
théorie  donnée  ( ÇaJc.diff. !,  chap.  VIII)  sur  les  équations  dé- 
rivées à deux  variables,  il  est  aisé  de  voir  que  puisqu’une. équa- 
tion entre  trois  variables  a deux  équations  dérivées,  on  pourra 
par  le  moyen  de  ces  trois  équations  qui  ont  lieu  simultanément, 
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éliminer  deux  constantes  à volonté,  et  parvenir  ainsi  à une 
équation  dérivée  du  premier  ordre , qui  contiendra  deux  cons- 
tantes de  moins  que  la  primitive  ( Cale,  dijj.,  cbap.  XIII  , 
PaS-  *99  )• 

D’où  il  suit  réciproquement  que  la  primitive  d’une  équation 
dérivée  du  premier  ordre  entre  trois  variables,  doit  contenir 
deux  constantes  de  plus  que  la  dérivée  du  premier  ordre,  et 
que  ces  constantes  seront  arbitraires. 

Prenons  pour  primitive , l’équation  à trois  variables 

zz=ax-\-by. 


où  x et  y sont  les  deux  variables  indépendantes  : on  a 


d z 
dx- 


dj 


= *i 


éliminant  par  le  moyen  de  ces  trois  équations,  les  cbnstanle* 
a.  et  b , on  obtiendra  l’équation  du  premier  ordre 

d z . d z 

à laquelle  répondra  la  primitive 

z = ax  -f-  by , 

les  constantes  a et  b demeurant  arbitraires.  Ici  on  peut  trouver 
une  infinité  d’équations  à trois  variables  qui , par  l’élimation 
de  deux  constantes  au  moyen  des  deux  dérivées  du  premier 
ordre  , donnent  la  même  dérivée  du  premier  ordre. 

Par  exemple,  l’équation 

bx' 

z — ay  ~i — > 


donne 


d z 
cbc 


zbx 


d z 
dy 


— a ■ 


bx * 

~F 
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d'où  l’on  tire  par  l’élimination  de  a et  b la  même  équation 

Az  dr 

ZZZZX  U Y r , 

Ax  J Ay  » 

trouvée  précédemment.  Ainsi  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans 
les  équations  dérivées  du  premier  ordre  entre  deux  variables, 
où  des  qu’on  a trouvé  une  intégrale  avec  une  constante  arbi- 
traire , on  est  assuré  qu’elle  a toute  la  généralité  qu’elle  peut 
comporler. 

• * 

Considérons  l’équation  primitive  générale 

a,  b)— o, 

dans  laquelle  il\  y a deux  constantes  a cl  b qu’on  se  propose 
de  faire  disparaître  an  moyen  de  ses  deux  dérivées  : il  est  visible 
que  le  résultat  de  l’élimination  de  ces  constantes  , sera  le  même  , 
que  a cl  b soient  constantes  ou  non  , pourvu  que  les  deux 
dérivées  soient  les  mêmes  ; ce  qui  aura  nécessairement  lieu  , 
lorsqu’en  regardant  les  quantités  a et  b comme  variables,  les 
termes  qui  proviennent  de  leur  variation  dans  les  deux  dérivées, 
seront  nuis.  Or  a et  b étant  constantes  ; la  proposée  donne  , 
comme  on  l’a  vu  plus  haut , deux  dérivées , l’une  par  rapport 
à x , l’autre  par  rapport  à^,  savoir  : 

F'x  -j — F' z =3®, 
ax 

F 'JT  + — 0 > 

Ay 

AFC  ) AFC  ) AF(  ) 

en  représentant  toniours 7 — , ^ — , ^ 

' Ax  Ay  Az 

par  F’x , F' y , F'z  , et  n’écrivant  sous  le  signe  F que  celle 
des  trpis  quantités  x,  y,  z qu’on  regarde  comme  variable. 
Mais  en  considérant  a et  b comme  dés  fonctions  de  x sXy  , 
ces  dérivées  deviendront 
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*'*  + £''•+£^.+£*>=0,  - 

^ + ^F'*  + ^F'a  + ^™=0’ 

' , , . dFa  dFi  .,  

F1  a et  F' b désignant  — ; , — tt — , et  il  est  clair  nu  elles 

d a d b 

se  réduiront  aux  précédentes  , en  déterminant  a et  b d’après 
les  deux  équations 


'•E-fv"  + ^F4  = <‘> 


Il  est  d’abord  visible  qu’on  peut  satisfaire  à ces  deux  conditions 
en  posant 

F' a — o , F'b  = o , 


ce  qui  donne  deux  équations  par  lesquelle  on  pourra  déterminer 
a et  b en  x ,y , z , en  observant  que  F' a , et  F'b  renferment 
a,  b avec  x , y , z.  Cette  solution  répond  évidemment  à celle 
qui  donne  les  équations  ou  solutions  primitives  singulières 
( Cale . inté.,  chap.  XII)  : ainsi  on  pourra  appeler  aussi  équation 
primitive  singulière  , l’équation 

*»«**)  =’=  °t 

dans  laquelle  on  aura  substitué  pour  a et  b les  valeurs  tirées 
des  équations 

F' a = o , F'b  — o. 

Exemple.  L’équation  en  différences  partielles 

a pour  primitive  complette 

z a=  ax  -J-  ty  •+■  A V t +«’+  b’  : 
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ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  assurer  en  déduisant  de  l’intégrale 
dz  dz 

-j—  = a , ~j— ■ = b , et  substituant  ces  valeurs  , et  celle  de  z 
dans  la  proposée  qui  devient  identique  : on  tire  de  la  primitive 
« ha 

Fo  = x + — o, 

, Vi  + a1  + 


F't=y  + 


)/ 1 + a*  -J-  P 


S/h'  — x'—y'  Vh'—x'—y'  ’ 

et  pour  solution  singulière  ' 

z = Vh'  — — y *• 

Mais  il  y a nne  manière  plus  générale  de  satisfaire  aux  con- 
ditions. En  effet,  supposons  que  b soit  une  fonction  quel- 

, , , . di 

conque  de  a que  nous  désignerons  par  ç a ; alors  — — devien- 

dx 

, da  di  . , du 

«ra  — fs,  et  -j— deviendra  -j—.ç'a.  Faisant  ces  substitutions 
dans  les  équations  (t)  , on  aura  celles-ci 

[Fa  + F'b.ÿo]  =3  O} 

[Fa  + F'b.v'o}  ~ = o, 

.auxquelles  on  satisfera  par  cette  équation  unique 
F' a -f-  F'b  x <f'a  — o , 

laquelle  servira  à déterminer  la  valeur  de  o,  et  la  fonction  ^ a 
demeurera  arbitraire.  En  effet , si  dans  Inéquation  ' 

*■(*>/»  *»  i)  = o, 
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on  fait  a , elle  deviendra 

*■>  a>  <Pa)  = o* 

et  si  l’on  désigne  par  F'  ( a , ç a ) la  fonction  dérivée  prise 
relativement  à la  seule  quantité  a , il  est  clair  qu’en  faisant 


F' (a, fia)— o — F' a -f-  F' b x <p  'a  , 


les  dérivées  de  la  proposée  , prises  relativement  à x et  à y ,• 
seront  les  mêmes  pour  a variable  que  pour  a constante  ; 
d’où  l’on  conclut  que  l’équation  du  premier  ordre,  déduite  de 
celles-ci  par  l’élimination  de  a et  ça  , sera  encore  la  même. 

Si  donc  on  a une  équation  du  premier  ordre  à trois  variables, 
telle  que 

f(x,?,z,—,  ^)  = o, 

on  peut  supposer  qu’elle  ait  pour  primitive 
F ( z,  a,  i)  = o. 


où  a, et  b soient  deux  constantes  arbitraires  ; car  en  prenant 
les  deux  dérivées  par  rapport  à x et  à y , on  aura  deux  équa- 


tions qui  donneront  a et  b en 


d z de 
dx  Cl  ti \y 


nous  appellerons 


F (* , y , z, a ,p) = o , 

Y équation  primitive  completle , à raison  des  deux  constantes 
arbitraires  qu’elle  contient , et  qui  ne  peuvent  disparaître  que 
par  le  moyen  de  ses  dejtx  dérivées  : s’il  arrivait  que  ces  deux 
constantes  s’en  allassent  à-la-fois  au  moyen  d’une  seule  de  ces  ' 
dérivées  , elles  ne  pourraient  alors  tenir  lieu  que  d’une  seule 
constante , et  l’équation  dérivée  ne  serait  pas  complette.  Dès 
qu’on  aura  trouvé  une  primitive  complette , on  en  pourra  dé- 
duire une  autre  plus  générale , et  qui  contiendra  une  fonction 
arbitraire  ; car  il  n’y  aura  qu’à  faire 


b 


= ça  , 
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e»  déterminer  a par  là  condition 

-F'(  a,  {m)  = o: 

nous  nommerons  celle-ci  équation  primitive  générale , pour  U 
distinguer  de  la  précédente. 

Enfin  la  même  équation  primitive  complette,  donnera  Véçua-î 
tion  primitive  singulière , en  déterminant  a et  b en  fonction 
xi  J ■>  * par  les  deux  conditions 

F’ a = o , F' b = o. 

Exemple  I«.  L’équation  aux  différences  partielles 
d z Hz 

a pour  primitive  complette 

z = a + b (*  + my): 
sous  1 hypothèse  a = <p  b , celte  primitive  devient 

z = <pè-j-ÿ(;c-!_  my)  > 

et  on  en  tire 

F'  (b  , qb)=  y'b  -f-  * -f-  my  = o ; 

donc  b et  « sont  fonctions  de  x + my , et  par  conséquent 
s + J(x+my)  est  une  fonction  de  la  même  qaantité  : en  sorte 
qu’on  a la  primitive  générale 

z — /(x^ny').  1 • 

Exemple  II.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  l’équation  du 
premier  ordre 

» 

ds  dz 

Z = X- \-y 

djc  J dy  * 

a pour  primitive  complette 

s ~ ax  by  s 
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pour  en  déduire  l’équation  primitive  générale  , on  fera  $ = <?<*, 
et  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à la  seule 
quantité  a , on  aura  les  deux  équation* 

Z7=ax+by,  x-f_y<p'a  = ot 

dîoù  il  faudra  éliminer  a : comme  la  fonction  fa  est  arbitraire, 
on  peut , en  lui  donnant  différentes  formes  , en  dédyire  une 
infinité  d’équations  primitives  différentes  , avec  deux  constantes 
arbitraires  : soit,  par  exemple, 

A 


les  deux  équations  deviendront 

g = ax+y(A-^¥y. 


y a _ 

aff  — 


la  seconde  donne 


a — 


2 Bx 


et  cette  valeur  substituée  dans  la  première , la  réduit  à 

„ Bx% 
z=  A y H 

y 

M.  Lagrange  avance  qu’il  est  impossible  de  déterminer  la 
fonction  (fa  de  manière  à retomber  sur  la  primitive  complette, 
d’où  l’équation  primitive  générale  a été  déduite. 

. » 

De  l’équation  ► 

x •\-ytfa  = o , 

on  déduit  V»..(a); 

x 

<?'a  __  _ 


OC 

d’où  il  résulte  que  a est  une  fonction  de  — - > et  qu  onpouria 


de  Calcul  intégral. 

°=+(t')1 


4a* 


en  sorte  que 


—Cf-) 


>(3); 


mais  ifïauclra  qu’il  y ait  entre  les  fonctions  4 ^et  <I>  (f> 

une  relation  dépendante  de  l’équation 

En  effet*,  si  en  regardant  a comme  une  variable , on  prend 

X 

les  fonctions  dérivées  relativement  à , les  équations  (3) 

donneront 

a> —■ V (-y-)  > a'^'a  = *'  (y~) : 

substituant  dans  la  seconde  pour  a'  et  f'a  leurs  valeurs  , on 
aura  cette  équation  de  condition 


o, 


entre  4'  cl  '!>'•  Maintenant , la  première  équation 
devient  par  la  substitution  des  valeurs  de  a et  de  ifa  , 

qui  revient  à 

et  la  fonction  + demeure  absolument  arbitraire  , puisque  les 
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deux  fonctions  ip  et  * ^ ) ne  f°rmcnt  qu’une  fonc- 


tion de  • 


Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  solution  est  pré- 
cisément celle  que  l’on  trouve  directement  par  la  méthode 
donnée  (Cale,  inté.,  pag.  3g8  ) pour  les  équations  de  la  forme 


d z dr 

s+MW 


N : 


car  l’équation  proposée 


Az  ds 

* = * S+r  JP 

étant  divisée  par  x et  comparée  à la  formule  précédente,  donne 

M = ■¥—  , N=  — ; 

x x 

de  sorte  que  les  deux  équations  particulières 

d y — MAx  — o , Az  — NAx  — o , 
se  changent  dans  celles-ci 

Ay — Ax  = o , Az da;  = o : * 

X 0 X 

chacune  étant  multipliée  par  x , devient  intégrable  , et  on  a 

= a=P , ~ = 

x x 

et  à cause  de  Q = ç.P,  on  obtient  pour  primitive 

^=(p(JL),  d’où  * = **(-£)...• (0. 
comme  ci-dessus.  Si  l’on  fait 
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en  aura 

s = ax  + by (2)  , 

qui  est  la  primitive  complette.  On  voit  que  la  primitive  {1) 
satisfait  à la  proposée  d’une  manière  plus  générale  que  la 
primitive  (2). 

Eclaircissons  ce  qui  précède  par  la  géométrie  ; et,  à cet  effet, 
considérons  l’équation  générale  du  plan 
z — ax  + by  + c , 

dont  la  position  par  rapport' aux  trois  plans  rectangulaires  des 
xy , des  xz  , des  yz  est  déterminée  par  les  constantes  a,  b,  c 
{Cale.  diff.  , chap.  XX111  ).  Si  on  combine  l’équation  du  plan 
avec  ses  deux  dérivées  prises  séparément  par  rapport  à x et  à^-, 
on  peut  déterminer  les  valeurs  des  trois  élémens  a , b , c en 
fonctions  de  x,  y,  z,  et  l’on  trouve 

dz  dz  dz  dz 

a = lx’  dP  C=r“X  d.x  dP 


on  sait  que  ces  déterminations-assujettissent  le  plan  à être  tan- 
gent dans  le  point  de  la  surface  qui  répond  aux  coordonnées 
x,  y et  z ; d’où  il  suit  que  deux  surfaces  qui,  pour  les  mêmes 
coordonnées,  aurontaussi  les  mêmes  valeurs  des  fonctions  dérivées 

dz  dz  . , . . 

~dÿ  * sc  .,ouc“eront  nécessairement  dans  le  point  qui 

répond  à ces  coordonnées  , puisqu’elles  auront  l’une  et  l’autre 
le  même  plan  tangent. 

Cela  posé  , l’équation  primitive  complette 
F (x  yy  , z , a,  b)—o, 

dans  laquelle  a et  b sont  des  constantes  arbitraires , représente 
une  surface  dont  la  nature  et  la  positio*!  dépendent  de  çes  cons- 
tantes , en  sorte  qu’en  faisant  varier  ces  constantes , la  surface 
variera  aussi.  Or , si  l’on  fait 

b=tpar 


% 
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et  qu’on  détermine  a en  fonction  de  x , y , z,  de  manière  que 
les  deux  équations  dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a ne 
variait  pas  , ce  qui  donne  l 'équation  primitive  générale,  comme 
on  l’a  dit  ci-de^sus  , il  est  visible  que  cette  équation  représentera 
une  surface  toul-à-fait  différente  , mais  qui  aura  , dans  chaque 
point , le  même  plan  tangent  que  si  la  quantité  a demeurait 
constante  dans 

F z , a,  ça)  =o,  , 

puisque  les  expressions  des  quantités  restent  le* 

mêmes.  Donc  cette  dernière  surface  sera  touchée  dans  chaque 
point , par  la  surface 

en  faisant  dans  cette  équation  b = tfa  et  a ayant  une  valeur 
constante  déterminée  par  l’équation 

F(fl,ça)=o, 

qui  est  la  condition  de  la  primitive  générale  ; ainsi  les  valeurs 
de  x , y , z , dont  a devient  fonction  , repondent  au  point  de 
contact  des  deux  surfaces , et  sont  censées  constantes  par  rap- 
port aux  surfaces  de  la  primitive  complette , tandis  que  pour  la 
surface  de  la  primitive  générale  , les  coordonnées  x , y et  z , 
dont  a et  q><z  sont  fonctions  , sont  variables.  Mais  en  regardant  a 
comme  constante , l’équation 

F* [a  , pa)  = o.  ». . (i)  , 

représente  aussi  une  surface  , puisqu’elle  contient  les  trois 
coordonnées  x , y et  z , et  son  intersection  avec  la  surface  pri- 
mitive complette 

f (*1^,  2,  o,  ça)  — o (a)  , 

sera  une  ligne  tracée  sur  cette  même  surface  , ligne  dont 
chaque  point  sera  par  conséquent  un  point  de  conctact  des 
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deux  surfaces  qui  représentent  la  primitive  complette  et  la  pri- 
mitive générale. 

D’où  l’on  peut  conclure  que  la  surface  représentée  par  l’é- 
quation primitive  générale , sera  touché»  dans  toute  l’étendue 
d’une  ligne  par  chacune  des  surfaces  représentées  par  l’équation 
primitive  complette  , dans  laquelle  on  fait  b ça  ; de  manière 
que  cette  primitive  complette 

zi  <*>  = o, 

où  a est  constante , donnera  en  faisant  varier  successivement 
la  valeur  de  a , depuis  4*  00  jusqu’à  — ce  , une  infinité  de  sur- 
faces successives , dont  chacune  aura  une  ligne  d’attouchement 
avec  la  surface  de  l’équation  primitive  générale , et  il  est  aisé 
de  concevoir  que  ces  lignes  d’attouchement  ne  pourront  être 
que  les  intersections  mutuelles  des  surfaces  primitives  complcttes 
successives  , et  que,  par  conséquent , la  surface  primitive  géné- 
rale ne  sera  formée  elle-même  que  par  toutes  ses  intersections 
successives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  la,  surface  pri- 
mitive générale,  est  subordonnée  à la  fonction  <pa,  et  qu’elle 
n’a  de  contact  qu’avec,  celle  des  surfaces  de  l’équation  primitive 
complette 

*)  = o, 


pour  lesquelles  i = opa.  Mais  si  en  regardant  a et  b comme 
variables  , on  les  détermine  par  les  deux  équations 


F' a = o,  F' b — o, 

ce  qui  donne  alors  Y équation  primitive  singulière , la  surface 
représentée  par  l’équation  précédente  , après  la  substitution  des 
valeurs  de  a et  b,  sera  aussi  touchée  par  celle  de  l’équation 
primitive  complette  dans  laquelle  a et  b auront  des  valeurs 

constantes  , puisque  les  valeurs  de 


d z dr 


d.T 


3ÿ 


sont  encore  les 


v. 
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mêmes,  soit  que  a et  J soient  constantes  on  variables,  et  le* 
points  d’attouchement  pour  des  valeurs  données  de  a et  b,  seront 
déterminés  par  les  deux  équations 

F' a — o , F' b ==  o , 
combinées  avec  l’équation  primitive 


de  sorte  que  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a et  b , il  n’y 
aura  qu’un  point  de  contact  déterminé  ; d’où  il  est  aisé  de 
conclure  que  la  surface  représentée  par  l’équation  primitive 
singulière , ne  sera  touchée  dans  chacun  de  ses  points  que  par 
une  des  surfaces  de  l’équation  primitive  complette , 

et  quelle  sera  touchée  par  toutes  celles  qui  peuvent  être  repré- 
sentées par  cette  équation,  en  donnant  à a et  à b des  valeurs 
constantes  quelconques  ; de  sorte  qu’on  pourra  regarder  la 
surface  primitive  singulière  comme  formée  par  l’intersection 
mutuelle  et  continuelle  de  toutes  les  surfaces  primitives  corn— 
plcttcs,  en  fâisant  varier  successivement  les  valeurs  des  cons- 
tantes a et  b. 

Ainsi  l’équation  primitive  complette 

. ' z = ax  + *)  , 

/ étant  une  fonction  quelconque  donnée  , représente  un  plan 
dont  la  position  dépend  des  deux  constantes  a et  b ; , si  l’on  fait 


b — <p  a , 

et  qu’on  détermine  a par  l’équation 
d t<rç+.r<p  «+/(«,  <P  a)  I 


dû 


= 0 Z=x+J< T)’a  +J’  (a,  «p a)  , 


à l'effet  d’obtenir  l’équation  primitive  générale , la  surface 
représentée  par  cette  équation  après  U substitution  faite  pour  a , 
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sera  touchée  et  formée  par  l’intersection  mutuelle  et  successive 
de  tous  les  plans  représentés  par 

z = ax  -\-jqfa-\-J\a,  <pa), 

en  donnant  successivement  à a toutes  les  valeurs  possibles  et 
constantes. 

Mais  si  l’on  détermine  a et  b au  moyen  des  deux  dérivées 
l’une  par  rapport  à a , l’autre  par  rapport  à b , et  qui  sont 

* + fa  = o ; y -\-f'b  = o , 


ce  qui  donne  l’équation  primitive  singulière  , la  surface  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation  , sera  formée  et  touchée  par 
tous  les  plans 

* ~ a*  + fy  +/(  a , b ) , 


en  donnant  successivement  à a et  b toutes  les  valeurs  podlibles. 

Si  I on  prend  les  dérivées  de  cette  dernière  équation  , l’une 
par  rapport  à x , l’autre  par  rapport  à y , lesquelles  seront 


et  qu’on  reporte  ces  valeurs  dans  la  proposée 


Az 


Az 


d7'f/Gh’ 


, on  aura 


équation  qui  représentera  toutes  les  surfaces  que  nous  venons 
de  considérer. 


Reprenons  l’équation 


t.  o 


j y-,  z,  a,  b ) =ro  , 

OU  plutôt  celle-ci , 

F (.X  ,y,  Z , a , q/a)  z=  o, 

en  établissant,  comme  ci-dessus,  la  relation  ô = <p<j  entre  les 
deux  paramètres  b et  o,  et  <p  étant  une  certaine  fonction  donnée. 
ISous  avons  dit  que  le  paramètre  a prenant  toutes  les  valeurs 
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possibles  depuis  — - oo  jusqu’à  -j»  « , la  surface  prenait  toutes  les 
formes,  et  toutes  les  positions  possibles  dans  l’espace.  Si  l’on 
suppose  que  toutes  ces  surfaces  existent  ensemble  , et  qu’une 
autre  surface  les  enveloppe  toutes , cette  dernière  surface  sera 
la  limite  de  l’espace  qui  est  le  lieu  de  la  première  surface 
regardée  comme  mobile  et  variable , en  vertu  de  la  variation  du 
paramètre  a. 

Cette  dernière  surface  limite  est  nommée  enveloppe  par 
M.  Monge  , et  la  surface  mobile  a reçu  du  même  géomètre,  la 
dénomination  d’ enveloppée.  On  voit  dope  que  les  surfaces  enve- 
loppées sont  les  primitives  complettes , et  que  l’enveloppe  est 
la  primitive  générale. 

11  est  évident  que  l’enveloppe  touche  chacune  des  enveloppées 
dans  une  courbe  qui  se  trouve  en  même  tems , et  sur  l’enve- 
loppe ét  sur  l’enveloppé  : c’est  à cette  courbe  de  contact  que 
M.  Monge  a donné  le  nom  de  caractéristique  de  l’enveloppe. 
Or  il  n’y  a sur  l’enveloppe  aucun  point  dans  lequelle  cette  sur- 
face ne  touche  une  certaine  enveloppée  correspondante  à une 
valeur  déterminée  du  paramètre  a : donc  il  n’y  a sur  l’enve- 
loppe aucun  point  par  lequel  ne  passe  une  certaine  caractéris- 
tique pour  laquelle  le  paramètre  a prend  la  même  valeur  que 
pour  l’enveloppée  sur  laquelle  se  trouve  cettê  caractéristique  , 
c’est-à-dire  , pour  laquelle  a et  tpa  sont  toutes  deux  constantes. 
L’enveloppe  peut  donc  être  regardée  comme  le  lieu  de  toutes 
les  caractéristiques  qui  correspondent  aux  différentes  valeurs 
de  a , et  par  conséquent  comme  engendrée  par  le  mouvement 
de  la  caractéristique  considérée  comme  mobile  et  variable  de 
forme  par  la  variation  du  paramètre  a. 

11  résulte  de  la  définition  de  la  caractéristique , que  cette 
courbe  sera  représentée  par  les  deux  équations  (i)  et  (2)  dans 
lesquelles  la  valeur  de  a détermine  la  forme  et  la  position  de 
chacune  des  caractéristiques  : donc  enfin  l’enveloppe  qui  est  le 
lieu  général  de  toutc^es  caractéristiques , aura  pour  équation 
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le  résultat  de  l’élimination  de  a entre  les  deux  équation  pré- 
cédentes , élimination  qui  n’est  possible  qu’autant  que  la  forme 
de  la  fonction  <p  est  donnée  , et  par  conséquent  celle  de  la 
dérivée  Q' . 

. M.  Monge  démontre  encore  que  l’équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre 

appartient  à toutes  les  enveloppes  possibles  qui  peuvent  être 
produites  d’une  manière  quelconque  par  le  mouvement  de  la 
même  enveloppée  mobile  : il  obtient  cette  équation  en  tirant 
des  deux  dérivées  d e F (x,  y,  z,  a,  ça~)  —o,  prises  l’une 
par  rapport  à x , l’autre  par  rapport  ày,  les  valeurs  de  a et  <p  a, 
et  les  reportant  pour  a et  ça  daps  F(x,  y,  r,  a , <pa)  =0.  . 
Voyez  la  Théorie  des  surfaces  courbes  et  des  courbes  à double 
courbure , par  M.  Monge  , addition. 

Des  équations  dans  lesquelles  les  différences  partielles  sont 
à la  première  puissance  , passons  à celles  dam  laquelles  ces 
différences  partielles  sont  à une  puissance  quelconque. 

Intégrer  F équation 

' £=0  ' 

F représentant  une  Jonction. 

On  parvient  à faciliter  cette  intégration  et  quelques  autres , 
en  substituant  pour  ou  valeur  tirée  de  la  proposée, 

dans  les  équations 

(1) ....z  = px+f(qdy  — xdp), 

(2)  . • • • * = qy  + f (pdx  — ydq  ) , 

(3)  * = P*  + «T  — /(*dp  +^d q)  , • 

(4)  . . .dz  =pd*-j-  qdy  , 
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où  p — , et  q — ,.dont  les  trois  premières  s’obtiennent 

en  intégrant  la  dernière  par  parties.  Eu  substituant  dans  (3) 


pour  p sa  valeur  F > 


d 

'-rf(v)+j'v-A*p(v)+j')4v' 

d’où  il  suit  que  xF'  ^ +/  doit  être  unc  fonction  de 
sans  x et  y ; condition  qui  donne 


•P(^)+^  = <P 


en  sorte  que 


/■dr  \ 


* + ?^  = XF(-#)+-y 


d z 
Ajr 


La  fonction  ç demeurant  arbitraire , et  l’intégrale  résultera  de 
ds 

l’élimination  de  — — entre  ces  équations  , lorsque  la  fonction  <p 
aura  été  déterminée  par  la  question  qui  a donné  lieu  à la 
proposée. 

Intégrer  les  équations  en  différentielles  partielles  de  la  forme 


/ dz  \ 

\dx  * X) 

=I(w,y) 

On  supposera 

J'™  ; 

on  tire  de  ces  équations 
d z 


dx 


= 'K*>  6), 


dz  1 

= x Cr.O» 


, x Étant  des  signes  de  fonction  : donc 
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dz  s=  4-  (a.- , é ).dx  + K {y , é ).dy  : 


intégrons  i}/  (r,  é ) .dx , x ( y,  é ) dj,  comme  si  é était  constant  y 
et  soient  | et  , les  intégrales  : en  différentiarit  ces  intégfales  y 
la  première  par  rapport  à x et  é , la  seconde  par  rapporta^  et  é. 


nous  aurons 


«U 


d|_ ^(*,é).dx  + ™d<,  dv=x(j,  , 


donc 


dz  = dg  ^ y — dé 


dé 


d(S-f  ,) 

dé 


il  faut  dont  que  dé  -Ü-LillL soit  une  différentielle  exacte, 


ou  qu  on  ait 


dn  + -o  _ . • 

==ç'(t)i 


dé 


d'où  on  conclut  \ 

z ~ I ~h  1 — <p  , 

éliminant  é entre  ces  deux  équations  après  avoir  déterminé  la 
fonction  arbitraire  <p  d’après  la  question,  on  aura  l’intégrale  de 
la  proposée 

Exemple.  Soit  l’équation 
dz  d z 

° = ***>  ou  ap-aq  — x'f' 

On  pourra  l’écrire  ainsi 


en  sorte  que 


d’où 


^ _ y . 

ap  y 

x'  aq 

ap  ~ ’ 
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^ dr  sr’  ^ dr  y'\ 


ai  • 


3 a»  * 


ày  ~ 

y3j 


= K t 


donc 


3 at  -f  <p  (I)  «=  — -f -y3!. 

Si  l’on  suppose  ip  (#)  r=  #'  ^ l’intégrale  devient 

3a*  + <’  = f—+yU; 

en  la  diflerentiant  successivement  d’abord  par  rapport  à x , 
puis  par  rapport  à y,  on  aura 

„ d * 3x‘  dr 

3ad^==~r>  3aiÿ=3s>> 

dont  le  produit  est  a'  — ^-^x'y1,  c’est-à-dire  la  proposée. 

[_  Intégrer  l’équation 

F ( * » y » * > p > q ) = » » 

, èi  tk. 

OBP=*T’  * = 

On  doit  encore  à M.  Lagrange  la  méthode  d’intégration  que 
nous  allons  faire  connaître.  On  déduira  de  la  proposée  q au 
moyen  de  x , y , z et  p ; et  la  question  se  réduira  à assigner  la 
fonction  de  x,  y*  z à prendre  pour  p , à l’effet  de  rendre 
l’équation  de  définition 

dr  r=  pdx  -j-  ÿd_y , 

intégrable , ce  qui  n’a  lieu  que  sous  la  condition  do'hnée 
( pag.  367  ) , savoir  : 

dx  dy  dr  ^ dr  * 
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or  comme  q et  p sont  des  fonctions  de  x , y%  z , en  différcntiant 
la  proposée  , nous  aurons 

dq  — Adp  -f-  Bdx  -J-  Cdy  -|-  Ddz , 
conséquemment 

et  l’équation  de  condition  pourra  si  mettre  sous  la  forme 


A ~àx~  ~£ÿ"^  CM-?)  £ + /,0=° CO» 

dp 


équation  linéaire  par  rapport  ^ix  différence  partielles  / 

dp  dp  , . i,  . 

-j—,  , Comparons  cette  équation  a celle-ci 

dz  , , dzr  . r dr  _T 

— 5 — J-  X — j 1-  3/  —j — — J\T  f 

dr  1 dx  dj 

traitée  ( pag.  4u  ) « après  avoir  remplacé  z par  p et  t par  z y 
ce  qui  la  changera  dans  celle-ci 


nous  aurons 

A 


L = 


' i , B + nD 

3/  = , A = J'-, 

M— ? p4  — q 


pA—q 
et  les  équations 

dx  — Ldt  — o , dy  — Mdt  = o , dz  — JVdf  = o , 

deviendront 


dx  ■ 


— “ — d^=o,  dj-j ^ tbf;  d/?-j — ~—dz—0, 

pA—q  7 J ' p A — q pA—q 

• *8 
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qui  reviennent  aux  suivantes 

Adp  + {B  -f-  p I))  tir  — o , 

Ady  4-  dr  = o , 

Adz — ( p A — q)  dx  = o 

Après  avoir  substitué  dans  ces  équations  la  valeur  de  q en 
p,x,y,z , on  en  déduira  l’intégrale  de  (i)  qui  donnera 
p en  x , y , z : ces  valeurs  de  p et  q portées  dans  l’éfjuation  de 
définition  . — * 

z — pdx  4.  qAy  , 

la  rendront  intégrable  d’ellc-méme  ou  par  un  multiplicateur , 
et  on  aura  ainsi  l’intégrale  de  la  proposée. 

Mais  sans  recourir  à l’équaljgp  (i)  pour  en  déduire  la  valeur 
de  p , il  suffit,  pour  avoir  l’intégrale  complette  de  la  proposée, 
de  connaître  une  valeur  de  z qui  contienne  toutes  les  variables 
de  la  proposée  , et  deux  constantes  a et  b indépendantes  : car 
an  différenliant  z dans  la  supposition  de  a et  b variables,  nous 
aurons 

d z = pdx  4-  qdy  4-  Mda  4-  Ard b , • 

et  pour  que  l’intégrale  trouvée  satisfasse  à la  proposée  dans 
cette  hypothèse  , il  faudra  poser 

Md'a  4-  Ndb  = o : 

........  M . 

©r  pour  que  cette  équation  ait  1 içju  , il  laut  que  —ÿ-  soit  un* 
fonction  de  a et  b ; ainsi  b sera  une  fonction  de  a.  Soit  dcînc: 

b — Fa , 

et  la  précédente  deviendra 

M 4-  NF'a  = o. 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  tm  pourra  éliminer  a et  b 
de  la  relation  connue  entre  x,y,  z , a et  b , et  on 'aura  l’in- 
tégrale complette  avec  la  fonction  arbitraire  f. 
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lin  second  lien  , étant  donnée  Une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  renfermant  z , et  les  trois  variables 
x,y,  t , si  l’on  connaît  une  valeur  particulière  de  z qui  con- 
tienne les  variables  x,y>  t avec  les  trois  constantes  arbitraires 
a , b , c , on  pourra  en  conclure  facilement  l’intégrale  com- 
plette  : car  en  différcntiant  dans  l’hypothèse  des  constantes 
variables on  aura 

de  = pdx  -f-  qdy  -}-  sàt  , 

-(-  il/d  a Ndb  -f-  Pdc  , 

„ Az  de  dz 

ou  p,  g,  s,  sont  -j—,  —,  ; posons 

a — F (£,  c)  , 
et  la  valeur  de  àz  deviendra 

dz  — pdx  -f-  gdy  -f-  sdt 

+* ( Mf’b  4.  JY)  d b -f  ( Mf'c  -f  P)  de, 

valeur  qui  satisfera  à la  proposée  sous  Jes  conditions 
Mf’b  + N—  o , Mf'c  + P=oi 
ainsi,  au  moyen  de  ces  d?ux  équatioqs,  et  de  celle-ci, 

» ° = F (b,  c)  , 

v 

on  pourra  éliminer  a , b , c de  la  valeur  de  z en  x , y,  t g 
a , b , c , et  on  aura  l’intégrale  complette  avec  la  fonction  arbi- 
traire P,  intégrale  qui  aura  toute  la  généralité  qu’elle  com- 
porte. 

On  pourrait  encore  faire  disparaître  les  termes  Afda  -}-ZVdi 
en  posant 

M = o , 

c'est-à-dire  , 

àz 

~dï  = 


I 
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équations  qui  donneront  les  valeurs  d e a,  b,  c,  et  eîi  les  subs- 
tituant dans  z , on  aura  une  équation  qui  satisfera  encore  à la 
proposée  : mais  comme  elle  ne  contiendra  pas  de  fonction  arbi- 
traire , 'elle  ne  sera  pas  l’intégrale  complette,  mais  une  primi- 
tive singulière  de  la  proposée.  Voyez  sur  ce  point  un  Mémoire 
de  M.  Lagrange  dans  F histoire  de  V Académie  de  Berlin  , pour 
Tannée  1 774* 

Supposons,  pour  particulariser,  i°.  que  l’équation  aux  dif- 
férences partielles,  soit  entre  2 , p et  q : q sera  une  fonction  de 
p et  z,  que  nous  appellerons  P , et  on  jura' 

Aq  = PAp  -f-  P'Az  ; 
en  comparant  cette  équation  avec 

dy  = A A p -f-  i?dx  -f-  CAy  -f-  DAz  , 

on  trouvera  A— P,  Br=  o,  C — o,  Dz=P et  les^  équations  (2) 
deviendront 

PAp  -d-  P'pAx , 

PAy  -f-  dx  = o , 

PAz  — (.pP  — P J <fx  = o : 

en  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  dx  prise  dans  la 
troisième  , on  trouvera 

7 9 ♦ 

( pP'  — P ) Ap  -f-  P"pAz  3=  o. 

Celte  équation  entre  les  variables  p-el  z étant  intégrée,  nous 
donnera  p au  moyen  de  z , et  d’une  constante  arbitraire  a , 
et  cette  valeur  de  p fera  cçnnaitre  la  valeur  complette  de  x. 
Ln  effet,  l’équation 

dz  — pdx  — PAy  = o , 
étant  divisée  P,  deviendra 

dz  — pAx 
Jj  * 

et  comme  p et  P sont  des  fonctions  de  z , le  premier  membre 
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sera  une  différentielle  exacte  , puisqu’il  en  est  ainsi  du  second  : 
ainsi  en  posant 


/ 


d z — pdx 


P 


= v, 


l’intégrale  complette  résultera  de  l’élimination  de  a entre  les 
deux  équations 

V—y  — Fa , 4 ~=F'a. 

J da 

Exemple.  Soit 

P=p'Z, 

Z étant  une  fonction  de  z : l’équation  entre  p et  z , savoir  : 

( pP  — P ) up  -f"  P"pàz  = o , 

à cause  de  P ■=  2 pZ , PH  x=p'Z',  deviendra,  après*!a  division, 
par  p'1 , 

Zdp  -f-  pZ'dz  = o , 
dont  l’intégrale  est  > 

pZ  — a , d’où  p = ~ y ✓ 

et  conséquemment 

f*dz — pdx  f'Zdz — adx  pZdz — adx 

j p -J  p.  z A =/  yzF 


p 

f'Zdz  — adx  fZdz  pdx 

=y — ? — =j—> — y— : 


en  sorte  que  l’intégrale  de  la  proposée  sera  représentée  par  les 
deux  équations 

-77 fZdz ~—y=Fa,  —^rfZdz  + ~=zF’a. 

m 

Si  l’on  fait  Z = g et  Fa  = , ces  deux  équations  deviens. 

dront 
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z * 


— ax  — a' y — o , — e t = a j 


de  la  seconde  on  tire  a = 


, et  d’ailleurs 


P Z z i -f-  x * 


donc 


p‘z  : 


(i  + *)1 


la  première  différentiée  par  rapport  à y , donne 
„ , a* 

zq  — a%  t d ou  q — — 


ces  valeur»  de  p et  g satisfont  do^nc  à la  proposée  q — p'z. 

2°.  Qu’on  ait  à traiter  l’équatj^i  v 

P=Q, 

T étant  une  fonction  de  p et**,  ef  Q une  fonction  de  q et  y: 
en  différentiant , on  aura 


dP  dP  dÇ  , , dQ  , 
^-df  + _dx  = 1Sdf+^JJ.; 


d’où  l’on  tire 


d 7 = 


dP  dP  , d O 
-3_d^  + — d*_  — dj 

«V 


comparant  cette  équation  avec 

d q = Adp  + Bdx  -f-  Cày  -f-  Ddz , 
on  aura  , en  désignant  les  quotiens  par  deux  points  , 

dP  . d£  B=àP\àQ  c=_d£.dÇ  . 

dp  " dq  * dx  * dq  ’ dy  * dq  3 ° ’ 

et  la  première  des  équations  (2)  deviendra 
dP  A <dP  A 

~dp  + —dx  = 0, 


! 
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équation  satisfaite  par  P — a,  a étant  une  constante  arbitraire: 
de  P—  a , on  tirera  la  valeur  de  peu  x et  a ; et  comme  P = Ç* 
on  aura  pareillement  Q = a , d’où  on  déduira  q en  y et  a.  Or 
l’équation 

Jr  — pàx  — qày  = o , 

après  ces  substitutions  faites  peur  p et  q r donnera 
z — J pdx  —fqày  = Fa  , 

et  en  combinant  celle-ci  avec  sa  dérivée  par  rapport  à a , qui 
est 

-&**-&*-*'>  : ■ 

é ^ 

on  déduira  de  ces  deux  équations  l'intégrale  corapiette  de  Ik 
proposée. 

Exemple.  Soit  l’équation 

yq*  = *’pJ  : 

on  posera 

i.  s a 

. jq'  = ae’p1  = a\,  d ou  p = , 

x 

et  l’intégrale  complette  sera  représentée  par  les  deux  équations 
z — dix  it  2 a \/  y = Fa  ; — /lia  V'~y  = F' a : 

ainsi  lx  ± 2 y ry‘  sera  une  fonction  de  a , et  réciproquement 
a sera  une  fonction  de  Ix  ± 2 y 5 donc 

zz=a(lx±2y'y)-\-  Fa  , 
sera  une  telle  fonction  , c’est-à-dire  , qu’on  aura 
z=ç(lx±2V/ y), 

q>  représentant  une  fonction  arbitraire.  Si  l’on  prend  la  dérivée,,  V 
i°.  par  rapport  à x , on  a 


« 
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p — <t)' , d’où  = px  ÿ 

x , < + 

a*.  par  rapport  à y , on  a 

<3  — — <P'  » d’où  = q V~ÿ  , 

r y 

et  conséquemment 

P'* e*  = » 

qui  est  la  proposée. 

3*.  Que  l’équation  entre  p , y , x et  y soit  telle  que  x tljr 
forment  ensemble  dans  chaque  terme  , une  dimension  nulle  r 

* X 

en  posant = u , la  proposée  se  changera  en  une  équation 

entre  p,  q et  h,  de  laquelle  on  déduira 

9=P, 

JP  étant  une  fonction  de  p et  u : on  aura  donc 
Aq  s±  P dp  -|-  P11  du  , 
et  en  comparant  toujours  avec  la  formule 

# d q — Adp  -f-  BAx  -f-  Cdy  -f-  Ddz , 
du  P"  n 

on  aura  A = P' , B = P"  -j — =s , D — o ; en  sorte  que 

les  deux  premières  équations  (a)  deviendront 

pu  • 

P' dp  -J dx  = o , 

y 

P'Ay  -|-  dx  = o , 
et  on  en  déduira  celle-ci 


c’est-à-dire  , 


, P//dv 
dp — = o , 

y 


dp  ~ 


P"Ax 

uy 


P”Au 


■—  o , 
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: cette  équation  donne 


P" 

• dx  = uàp  4-  P" du  J 

y 

pu 

en  substituant  cette  valeur  de dx  dans 

y 

pi 

P' dp  -| dx  = o , 

y 

on  obtient  cette  équation 

udp  -f-  P'dp-{-  P"du  — udp  + dP=  o , 

entre  p et  u dont  l’intégrale  donnera  p au  moyen  de  u , et 
d’une  constante  arbitraire  a.  Actuellement  la  substitution  de  la 
valeur  de  dx—ydu  -}-  udy  dans  l’équation  , 

m de  — pdx  — qdy  = o , 
la  transforme  dans  celle-ci , • 

de  — pydu  — (pu  -f-  P ) d_y  = o , 
qu’r  revient  à , V 

dz  — y ( d.pu  -J-  d P)  — (pu  -f-  P)  dy  — o , 

en  observant  que  pdu  = d.pu  — udp  = d.pu  -(-  d P,  a cause 
de  udp  -f-  dP=  o.  L’intégrale  de  l’équation  précédente  est 
z—y(pu  + P')  —Fa , 
ou 

z — px  — yP  — Fa  : 

donc  celle  de  la  proposée  sera  exprimée  par  les  deux  équations 
< z — px  — y P —Fa, 

dp  dP 

“*  -àï-*-dï  = Fa‘ 

4".  Qu’il  s’agisse  de  l’équation 

, q = p"XYZ, 
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où  X,  K,  Z sont  respectivement  fonctions  de  x , y et  z : nou* 
aurons 

A=znpr~'XYZ , B=p”YZ^,  D = p"XY~: 
ainsi  la  première  et  la  troisième  des  équations  (2)  deviendront 
nXZàp  p (jZ  -f-  pX  ^ dx  = o > 
nAz  — ( n — 1 ) pAx  — o , 

si  dans  la  première  de  ces  équations  nous  écrivons  en  place  de 

pX  — dx  , sa  valeur  XdZ  donnée  par  la  seconde  » 

r dz  n — 1 1 


nous  aurons 


iXZAp  -f  p |zdX  + — Xdzj  = o , 


c’est-à-dire , 


Hp  dX  dZ 

7"  + ^x+  ( n-iTz-0> 


qui  a pour  intégrale  * . 

» f 

. pX~  Z"~'=a  , 

a étant  la  constante  arbitraire  : donc 


pt=aX~  » Z n—  , q=za'YZ 
conséquemment 

r i t » 

d« — pAx — çdy=dz — aX  n Z n~rdx — a'YZ  n~  1 dj"  : 

donc  l’intégrale  de  la  proposée  sera  exprimée  par  les  deux 
équations 

« » 

fZn~l  d z — a fX  " ' dx  — a"  fYAy  = Fa y 
—fX  " dx  — 71a  " rc 1 fYAy  z=  F' a. 
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Nous  invitons  le  lecteur  à consulter  encore  un  Mémoire  de 
M.  Legendre  , inséré  parmi  ceux  de  F Académie  des  Sciences  de 
Paris,  pour  l'armée  1787,  dans  lequel  ce  géomètre  parcourt 
avec  soin  torts  les  cas  d.ms  lesquels  l’intégration  peut  s’effectuer. 

• Passons  aux  équations  aux  différences  partielles  du  second 
ordre  entre  trois  variables , lesquelles  outre  les  coefficiens  dif- 
férentiels du  premier  brdre-^J— = n,  = 0,  etc. , en  ren- 

dx  Ay 

ferment'  trois  autres  ( Cale.  dfj.  , çhap.  XIII  ) , que  nous 


désignerons  ainsi  : 


d’z 


d’z 


dx’ 


■ — J 


■ ==  t : 


dxd_y  7 dy’ 

l’équation  aux  différences  partielles , la  plus  générale  de  cet 
ordre  , est  donc 

/(x,  y,  z,  p,  <j,  r,  s,  t)  = o. 

Nous  allons  en  traiter  des  casjparliculiers. 

C’est  ici  le  lieu  de  faire  remarquer  qu’on  ne  peut  passer 
d’une  équation  en  différences  partielles  à une  équation  finie  , 
sans  introduire  des  fonctions  arbitraires  , et  réciproquement,  lin 
effet , soit  l’équation  générale  des  surfaces  de  révolution 

' • 2 = <p  ( X’  + J*  ) , 


on  en  déduit 


dz 

*dx 

dz 


=J2  *$>'(*»  + y*), 


— = ay  tp'(x*  + ; 

d’où  l’on  lire  par  l’élimination  de  ç'(x’  )s  cette  équation 
dz  dz 

• F»  . 

qui  ne  contient  plus  de  fonction  arbitraire. 
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Soit  encore  • 

*=«r  + <p(*— 

équation  des  surfaces  cylindriques  à base  quelconque  : on  a 
d 2 

— =</(*_  éy) 


d’où  l’on  tire 


Soit  enfin 


d z 

-j-  = o — >'  (x  — qy); 

*ii  + ±.=a. 

d X ^ dj 


*-x*  (ir)  + *(ir)’ 

équation  de  la  douelle  d'une  arrière  voussure  de  Marseille  : 
ou  a 


multipliant  la  seconde  par  > et  ajoutant  le  produit  à la  pre- 

x 

mière  y on  aura  # 

dz  / y ^ y 

dx  ^ \ x / x dj 

«quation  qui  différentiée  de  nouveau  , donne 

A'z  _ y , (JL) . JL  _ JL  à'z 

dx*  xa  \ x / x’  dj  x dydx 

d'z  _ _f_  , (JL)  — JL  il  _ JL  if  • 

dxdy  x 1 \ x ) *’  dy  x d_y*  * 

multipliant  la  seconde  par  , et  ajoutant  le  produit  à la  * 

l 
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première , on  • 

d'z  | 2j  d »*  y'  d’z  =o 

dx*  ‘ x dxdy  x*  djr’ 

équation  où  les  deux  fonctions  arbitraires  sont  elimmees.  Ainsi 
dans  le  retour  de  l’équation  finie  à l’équation  aux  différences 
partielles , il  disparaît  un  nombre  de  fonctions  arbitraires , mar- 
qué par  l’ordre  de  cette  dernière. 

Intégrer  V équation  en  différence  partielle  du  second  ordre 

' Jlfm—M 

dxdy  1 ' ^ 

M étant  une  fonction  de  % et  y. 

dz  , . , , 

En  posant  =r  p , on  a à intégrer 

s=  M , ou  d p = Mdy , 
dy 

ce  qui  donne 

,p=fMdy  + <p'x,  d’où  dr  = dxfMdy  -f  dxç'x  ; 

parce  que  x a été  regardée  comme  constante  : intégrant  de 
nouveau  t on  obtient 

z—fdx fMdy  + <p x -+-  ÿy , 

où  4- y est  une  fonction  arbitraire  de  y , parce  qu’on  vient  de 
regarder  y comme  constante. 

Exemple  I".  Soit  l’équation 

d'z 


xy- 


dxdy 


d z 


en  posant  — — q , elle  devient 


xy = o , d’où  dq  =yx dx  , 

• d.x 
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qui  a pour  intégrale 
xy 
a. 

laquelle  intégrée  de  nouveau  , donne 


+ ou  — = — + Fy  , 


c’est-à-dire , 


z = ~-+[ty-F'y-¥fx , 


x'y*  „ 

* — -+-  /y  +/* , 


intégrale  de  la  proposée.  ' 

Exemple  11.  Soit  l’équation 
d’z 

—.  = ax  + ty: 

on  trouve  pour  intégrale 

• z==~xJr  (<**  + ty)  + ?*  + 4r* 

Exemple  III.  Soit 

*+'+*-(- È?y=°- 

• de 

#n  posant  toujours  = y , ce  qui  change  la  précédente  dans 
celle-ci , 

‘ .+,+-(£)>■..  • , ; 
on  remarquera  que  dans  - j y et  z sont  des  constantes  ; en 
sorte  qu’on  aura 

, df  = rfc  da:  \/ x-\~  y -y  z , 
et  en  intégrant 

Vix-hy-h*)1  + Pty,  z)  ; 


'i 


\ 
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Mi 


après  avoir  remplacé  q par  -j—  et  intégré  de  nouveau  , il  fau- 
dra ajouter  .une  fonction  arbitraire  de  x et  z , parce  que,  dans 
cette  seconde  intégration,  «'et  z sont  regardées  comme  des 
constantes.  v 

Intégrer  F équation  en  différence  partielle  du  second  ordre 
d?z 


dy 


=M  , 


M étant  Jonction  des  variables  x et  y. 
On  trouve  d’abord 

d z 


<!r 


— fMAy+Jx  y 


puis 


z + fty-Jx  + Fx  ! 

mais  comme  dans  les  intégrations  indiquées  ^ x est  regardé 
comme  constante  , on  a 

z — fàyfMày  4-  yfx  + Fx. 

Intégrer  F équation  en  différences  partielles  du  second  ordre 

ë=P^4-Q’  " r = Pp4-Q, 

P ri  Q étant  des  Jonctions  de  x , y .sans  coefficiens  différentiels. 

Si  l’on  observe  que  de  — = p , on  déduit  i—  — àp , x 
ax  ax 

étant  la  variable  principale  , la  proposée  pourra  être  mise  sous 
la  forme 

^ = ( PP  + Q ) d*  ; 

er  la  fonction  ( Pp  4-  Q ) dx  est  linéaire  , et  en  faisant , pour  \ 
abréger  f Pdx  = a , on  a pour  intégrale  ( Cale.  inté. , pag.  t68 
et  suiv.  ) 

P = -jf  = «*  { [fi~u  <2d*  4-  vl  7 
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<p y étant  urte  fonction  arbitraire  de  y.  11  faut  intégrer  de 
nouveau  % 

d z ■==.  e"dx  | fe~a  Qdx  -f-  $y}  , 

pâr  rapport  à x,  et  ajouter  une  autre  fonction  arbitraire 
Ces  deux  fonctions  arbitraires  de  y,  tiennent  lieu  des  deux  cons- 
tantes arbitraires  qui  complettent  les  intégrales  des  équations 
différentielles  ordinaires  du  second  ordre. 

Lorsque  P—  o,  on  a 

P=fQdx  + qy,  > ... 

et 

z — fdx  fQdx  + * <s>y  + 'l'X- 
Exemple  Ier.  Soit 

ar  = xy , ou  aiip  — yxix  : 

d?x  d^dr)  dp 

en  observant  que  r = -j— - = : on  a par  une 

première  intégration 

P = ^T  + *r> 

et  en  intégrant  de  nouveau 

6 az  — x3y  + x <p y -f-  4 y-' 

Exemple  II.  Soit 

xyr=(n  — i)yp  + e,  ou  xydp  = (n  — i ) ypàx  + adx  : 
en  comparant  avec,  la  formule  générale 

dp  = ( Pp  + Q ) dx  , 

on  trouve  P = ———>  une  première  intégration  donne 

* oc  xy 

dx  a 

— r — -f  xn~l  y y ; 

dx  (n— i)jc 
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et  une  seconde  donne 

ax  . xnVy 


44y 


Ü' 


En  effet , on  a 


("—Or 


+ 


n 


■4-y. 


d*z 


3P=(«— i)*-- *<Pr  : 

si  on  élimine  entre  les  valeurs  de  et  ^ , on  retombe 

da:  da:1 

sur  la  proposée. 

Exemple  III.  L’équation 

xr=(n  — i)p,  ou  * — = (/»_ 

ax*  dx  ’ 

* pour  intégrale 

n*  = *"<p  y + tjr. 

Il  est  clair  que  la  méthode  précédente  s’applique  à l’équation 

dv  . il: 

*r~R~dy + s’  ou  t—R/i  + s> 

R et  S étant  des  fonctions  données  de  x et  y. 

Intégrer  T équation  en  différences  partielles 

■^T“M7r  + N’  «B#*  = Mp  + N, 

M e#  N étant  des  fonctions  données  de  x et  y.  : 

Puisque  } la  proposée  devient 

dp 

-£-  = Mp  + N: 

or  p et  y sont  ici  seules  variables  , et  * est  constante  ; en  sorte 
que  (Mp  + N)  dy  est  linéaire  ; et  en  faisant  u~=jMdy,  on  a 

f*~M  N(\r  + V*}  * 


a3 
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intégrant  ensuite  par  rapport  à x , on  trouve 
* =feudxfe-uNdy  -]-feu<ç'x.dx  -+- 
Exemple.  Soit  i 

xys  — bxp  -f-  ay  : 

on  a d’abord 

p — — — [-  ybo'x  , 

P (i  — i)x  * * 

puis  . 

x — —a^~  +ybçx  + 4-J- 

dp 

Pour  vérifier  cette  intégrale,  on  en  déduira  p et  = J,  puis 

entre  ces  deux  résultats,  on  éliminera  <p'x,  ce  qui  donnera  1a 
proposée. 

Intégrer  V équation  en  difjèrences  partielles 
dy 1 dy 

N et  P étant  des  Jonctions  données  de  s.  et  y. 


d z 


En  posant  — = q , on  a , et  pour  transformé. 


J L + Nç  = Pi 

dy 


d’où  l’on  déduit 


1 = e-f*lir  [fe/Mspdy  +jx] 


donc 


e=Jvdy+Fx=fe-f^dyfef^Pdy+/xfe-f^dy+Fx, 
J et  F étant  deux  signes  de  fonction. 

Intégrer  t équation  en  différences  partielles 

d* z 0 d‘z  ».  d*z  

r+Ss+Tt-fV=o,  ou  -^j  + S-^  + T^+V-o, 


dxdy 


dy 1 


C 
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dz 


= q. 


R,  S,  T et  V étant  des  Jonctions  données  de  x,  y,  z,  = P > 
dz 
dy 

Il  résulte  de  la  notation  adoptée  (pag.  443)  , que 

( a ) . . . .dp  = rdx  » dy  = sdx  -f-  . . . (A)  , 

et,  comme  on  le  sait , le  coefficient  de  Ay  dans  la  différentielle 
de  p , est  le  même  que  Celui  de  dx  dans  la  différentielle  de  q 

on  a aussi  ( Cale . diff . , pag.  190  et  192  ) , dx  étant  constant , 

•v  ’ * r*  * 

dz  = pdx  + qdy  , 
d’z  r=  rdx’  -J-  2 sdxdy  -J"  ^dy1. 

Si  des  deux  équations  (a)  et  (b)  , on  tire  les  valeurs  de  r et  t 
pour  les  substituer  dans  la  proposée , celle-ci  deviendra 

dpdy  -J-  jTdÿdx  4-  VAxàyt—  s (dy* — Sdxdy-f"  rdx*)  — o....(i)  , 
équation  satisfaite  par  ' 

dpdy  -f-  TAqdx  -f-  Vàxày  ~ o î 

:*  = o S 


■W* 


dy*  — Sdxdy  -j-  Tdx’ 

si  dans  la  seconde  des  équations  (/f),  on  fait  d<y  = Adx,  on 
en  déduira  celles-ci , 

dy  — Mx  = o , dy  — - k'Ax  = o , 

Je  et  kf  étant  les  deux  racines  de  l’équation 

k * — Sk  -f-  T = o : 

la  première  équation  (yf)  , en  écrivant  aussi  Zrdx  en  place 
de  d_y , devient 

kAp  4-  TAq  -{-  IHtAx  = o. 

Supposons  actuellement  cette  combinaison 

m ( kAp  -|-  TAq  VkAx  ) -f-  n ( dy  — Adx  ) = o. . . . (B)  : 
si  le  premier  membre  est  une  différentielle  exacte  dF,, ayant 
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pour  intégrale  Fc=<*,  je  dis  que  F=<*  satisfera  à la  proposée  : , 
en  effet,  de  l’équation  (-6),  on  déduit  les  deux  suivantes, 

m ( kr  Ts  - f-  Vk)  — nk  = o , 
m ( As  -{■  Tt  ) -f-  n — o , 

qui  donnent 


•et  par  ces  substitutions  , la  proposée  devient 

A ^ = o , d’où  s (A‘—  Sk  -f-  71)  = o , 

équation  identique  à cause  de  k'  — Sk  -f-T—o.  Si  l’on  pouvait 
trouver  un  autre  système  de  valeurs  de  m et  n propres  à rendre 
le  premier  membre  de  (Z?)  une  différentielle  exacte  = dG  r 
l’équation  G = 0 satisferait  de  la  rnènje  manière  à la  proposée. 
De  plus  , en  prenant  une  constante  quelconque  a , dF-|-  adG 
serait  une  différentielle  exacte  , et  l’intégrale  F-f-aG  =c  satis- 
ferait encore  à la  proposée  , a et  c étant  deux  constantes  ; mais 
même  en  supposant  a et  c variables  , la  même  intégrale  satis- 
fera encore  , pourvu  qu’on  égale  à zéro  le  résultat  de  la 
différentiation  par  rapport  à a et  c : dans  cette  hypothèse' 

Gda  = de  , 

d’où  on  conclut  que  G et  c doivent  être  fonctions  de  a , et 
réciproquement  que  a et  c doivent  être  fonctions  de  G ; ainsi 
F—c  — aG  sera  une  fonction  de  G:  en  sorte  que 
F = <pG, 

satisfera  à la  proposée  , ^ étant  une  fonction  arbitraire  ; elle 
sera  donc  une  intégrale  première  complette , en  observant  que 
F et  G contiennent  encore  p et  y.  • 

En  partant  de  l’autre  facteur 

» . • .»  < 

dy  — A'dx  = o , 

.on  parviendra  aux  mêmes  conséquences. 
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Eclaircissons  cette  théorie  par  des  exemples , en  traitant  les 
divers  cas  qui  peuvent  se  rencontrer. 

Exemple  Ier.  Soit  l’équation  * 

T -j-  ^ -|“  Et  C O , 

où  A y B et  C sont  des  constantes  : les  deux  équations  (zf) 
deviennent  ; 

d pdy  + jBdydx  -j-  Cdxày  = o , 

' dy1  — Adxdy  -|-  Bd,*’  = o ; 

la  seconde  se  résout  dans  les  deux  facteurs 

dy  — kàx  = o , ày  — k'dx  = o , 

h et  b!  étant  les  deux  racines  de  l’équation 
**  — Ak+B^xo, 

lesquelles  sont  des  fonctions  de  constantes  : ainsi  en  faisant 
i*.  m = o et  n=i  dans  (JB)  , et  intégrant , on  aura 

y—  kxe=G-, 

a».  n = o»  m = i,  l’équation  (JB)  deviendra  , ■ 

kdp  -j-  Bdq  -f-  Ckdx  =■  o , 
dont  l’intégrale  est 

kp  -J-  Bq  -f-  Bkx  =.  F : 

conséquemment,  à cause  de  F=$G, 

. kp  -f  Bq  + Ckx  = <f'  ( y — kx  ) . . . . (i>  r 

sera  l’une  des  intégrales  premières  de  la  proposée,  et  il  restera 
pour  avoir  la  primitive  complette  , a intégrer  de  nouveau 
l’équation  (i)  , c’est-à-dire  , 

+ p'  (j-ix)-a*.. ..(«), 

qui  est  comparable  avec  celle-ci  (Cale.  inté. , pag.  3g8  ). 
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B v'  (.y  — Æ*  ) — Bkx 

en  faisant,  M = -j—  » 2V  = ^ * 

à intégrer  les  deux  équations 


on  aura  donc 
* 


, B , , . „ j d*$>'(y— **)_ 

dy dx  e=  o , dx  -+-  Gxdx  — g = o , 


qui  donnent 


Cx* 


• <P  (y  — kx)  — F -, 


B . 

y—jr*=G, 

d’où  l’on  conclut  la  primitive  complette , 

x + ~ —J  (y — y*)  + * Cr — k* ) 

= <P  (7  — **)  +/(y  — *'*)» 

% 

en  observant  que  Jrfc'  = B. 

En  partant  de  dj’— ét'dx=o,  on  aura  l’autre  intégrale 
première 

n *'  + B^-z=J'(y  — k'x)  — d'à?....  (a)  , 

et  on  en  conclura  comme  ci-dessus  la  primitive  complette.  On 
pourrait  encore  l’obtenir  en  déduisant  des  deux  équations  (1) 
et  (2)  ces  valeurs 

dr  „ , <p'  (y-kx)-J'  (y— k'x) 

poa  JÏ~~Cx  + O > 


9 Ou 


k — k' 

■*Vl 
B (k  — k') 


il_  */'  ( y—k'x)—k'y'(y  — kx) 

1 ““  n / J ? / \ 

<!r 


et  les  substituant  dans 

dx  = pdx  -j-  qày , 

ce  qui  donne , à cause  de  Alt'  = B , 
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de  = -- Cxdx  + k^kl_ )-  ( Wx  — ày)ç'(y  — kx) 


— (k<àx-ày)f'{y-k'x)i 


k'{k — k'  ) 
et , en  intégrant , on  retombe  sur 


qui  ne  diffère  pas  de  l’intégrale  obtenue  ci-dessus , puisqu’il 
n’y  a de  différence  que  dans  les  coefficiens  constans  des  (onctions 
<P  et/. 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

j’r  — a pqs  -f-  p't  = o , 

c’est-à-dire , 


/ da  ' 

y d 'z 

d z 

d z 

d *z 

1 

/ dz  ' 

0 d’z 

1 - — ■ - o • 

V d y , 

> d?~ 

dx 

dy 

dxdy 

\dx. 

1 • , — — w • 

/ dy% 

en  la  comparant  avec  • 

r Ss  Tt  *|*  f — o , 


C 2P  rr  P'  r, 

nous  aurons  S = —,  1 =:  , V — o\ 

9 r 

ment  les  deux  équations  (A)  deviendront 


et  conséquem- 


dpdy  -f-  dqdx  — o , 

+ -y-  dxdr  + y- 


on  a par  la  seconde 

, ( qdj  + pàx  y = ds’  = o , 

à cause  de  l’équation  de  définition  dz  ■=  pàx  -f-  qdy  : et  consé- 
quemment 

s — @ , 
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fi  étant  une  constante  : la  première  par  la  substitution  de 

— — — au  lieu  de  d y , se  réduit  à 

H 

qdp  — pdq  = O , 

r 

et  par  Intégration  , on  a = a ; ainsi , parce  que  F = çG? 
ou  ( pag.  45a),  on  aura 

P = IV*  * 

pour  une  des  intégrales  du  premier  ordre  de  la  proposée  r si  à 
l’équation  qdp — pàq=zo  multipliée  par  — - , on  ajoute 

celle-ci  , qdy  -|-  pdx  = o multipliée  par  on  aura 

x ( qàp  — pdq  ) + pdx_  Jràj,:=0^ 


qui  a pour  intégrale 


qui  est  l’autre  intégrale  du  premier  ordre.  Entre  ces  deux 
intégrales  , éliminons  , et  nous  obtiendrons 
xn)z  +jr  =/*, 

pour  la  primitive  complette.  Dans  cet  exemple  , k = — J 

en  sorte  que  l’équatiBn  (B)  devient 


m 


( f-^+7-d0  + "(^  + 7-d*)=' 


pour  n = o et  m = i , on  en 


tire 


d p dq  = o as  çd p — pdq  , 
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457 


t=Fi 

et  pour  m = o , n = 1 , elle  donne 

ï=G: 

«r  jF  — <p  G , donne  comme  ci-dessus , 

* P « « 

= ipr,  d ou  jr=.qis)z. 

Exemple  III.  Soit  l’équation 

4 p 


c’est-à-dire , 


d'z  d 'z  4 àz 


dx*  dy1  x -{-y  dx 
on  aura  les  deux  équations 

àpày  — dydx  -f  dxdj  = o , .d/1  — dxa  = oj 

la  seconde  se  résout  dans  celles-ci , 

dy  — dx  ==  o , t dy  -f-  dx  = 0 , 
d ou  1 on  tire  4 = 1 , 4'  = — 1 , et  l’équation  (2?)  devient  pour 

4=., 


m 


dy-f-  ^ J dx^  -}-  B ( dy  — dx)  = o- 


1*.  Pour  b = o,  m=  1 , en  observant  que  de  dy — dxe=;o, 
on  déduit  y — x = a , cette  équation  se  change  dans  celle-ci 

dp  — dy-f  -~P  --  d^  = o , 


ay — a 


et  si  on  eo  soustrait. 
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■ày, 


_ît-  (4r_i,)=-ü-<i/ — — 

a y — 0 a y — 0 2 y — a zy — 0 

à cause  de  pdx  = d z — qdy , on  trouve  „ 

(ay  — «)  (dp  — dy)  -f~(2p  — 29)  dy  + 2<ir  = of 
qui  a pour  intégrale  ' < 

(ay  — 0)  (p  — q)  + zz  = F. 
a*.  Pour  771  = 0,  R = 1 , on  a — x = G \ conséquem- 
ment l’intégrale  F zxip  G devient 

, « f(y  — *) 

,’“?+V+7  = ' -+~’ 

qui  est  une  dles  intégrales  premières  de  la  proposée. 

On  aurait  pu  prendre  pour  l’cquation  (B) 

m (dp — dy — — dos  — f-  rr  (dy  + da:)  = o j 

en  sorte  qu’on  aurait  eu  dans  les  hypothèses  précédentes  sur  m 
et  71,  les  deux  équations 

dp  — dq—^—o, 


dy  + d*  ==  « 


* +y  = ?> , 


dont  la  première  n’est  intégfeble  par  aucun  des  procédés 
connus  : dans  ce  cas  donc , on  ne  peut  sc  procurer  qu’une 
seule  intégrale  de  l’ordre  immédiatement  inférieur  , ce  qui  tient 
à la  forme  de  la  primitive  complette.  Pour  éclaircir  ce  point , 
observons  que  les  deux  intégrales  premières  d’une  équation 
aux  différences  partielles  du  second  ordre  , se  déduisent  des 
valeurs  de  z,  p eiq , en  éliminant  l’une  ou  l’autre  des  deux 
fonctions  arbitraires , et  par  chacune  de  ces  opérations,  on  est 
conduit  à une  équation  finie  entre  p , y,  z } et  l’une  des  fonc- 
tions arbitraires,  équations  dont  chacune  est  l’une  des  intégrales 
de  l’ordre  immédiatement  inférieur  de  la  proposée. 
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Ainsi,  par  exemple,  on  trouve 

O + y ) +/ ( * — y ) » 

pour  la  primitive  complette  de 

d'z  d'z 

dxJ  dy*  ’ 

on  en  tire 

p = ?'(*  + y)  +/'(*—  y)  » 

<j  = <p'  {x  +y)  —J'{x—y), 

et  suivant  qu’on  élimine  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  fonctions 
arbitraires , on  obtient  ces  deux  intégrales  immédiatement 
inférieures 

P + 9 = 2<p'{x+y),  p — ÿ = zf  {x—y  ). 

Or,  dans  l’exemple  ci-dessus,  nous  avons  trouvé  pour  l’une 
des  intégrales  immédiatement  inférieures  , 

_ _ v(y— *)  — 

p — 9 — r~i_  ~ » 

i • * + r 


qui  se  rapporte  à la  forme 
Az 
Ax 


Az  dz 

■3^  + N * 


en  posant , M—  — t , N = — — — J et  on  a {Cale, 
inté. , pag.  3g8  ) ces  deux  équations 

d,-H*=°,  j,+ 

*-f -y 

dont  la  première  donne  y -f-  x = b , qui  "transforme  la  seconde 
dans  celle-ci, 

Az |-*djr  = i-  dyy  (a y — b), 

équation  linéaire  du  premier  ordre  comparable  avec  celle  in- 
tégrée {Cale,  inté: , pag.  t68  et  16g  ),  et  qui  donnepour  intégrale 
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«=«  f b dr{--y-y®  ^ h * 

et , en  faisant  C=fb , 


, tî  J^JL 

e b fe  b djq>  (2J  — 6) 


6 


•(Or 


_ »£ 

i étant  x-f-j,  et  l’intégrale  fe  * dj<p  (a y — i)  devant 
se  prendre  dans  l’hypothèse  de  b constante.  Cela  posé  , si  l’on 
déduit  de  cette  intégrale  les  différences  partielles  p et  q , on 
pourra  , au  moyen  de  la  proposée  et  de  ces  valeurs  , éliminer 
la  fonction  f , et  on  retombera  sur  l’intégrale 


a*  tp(ay-b) 

p-ç  + lr==. 


mais  on  ne  pourra  d’aucune  manière  éliminer  l’autre  fonction  ^ 
et  telle  est  la  raison  pour  laquelle  la  proposée  n’admet  qu’une 
seule  intégrale  du  premier  ordre.  L'cxpliçation  de  ce  fait  était 
nécessaire  pour  ne  rien  laisser  à desirer  sur  ce  point. 

Exemple  IV.  Soit  l’équation 


3L=o- 


d’z 


2 d y 
X dx 


dx’  dj'1 

les  équations  ( A ) donneront 

Ap&y  — dydx — dxdy  = o, 

avec 

dy  — dx  — o , ou  ày  -f-  dx  = o ; 


mais  quelle  que  soit  celle  des  deux  valeurs  de  dx  qu’on  em- 
ploie , la  première  équation  qui  devient 

2.  J) 

àp  zj~  dy dx  = o f 
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pe  pourra  jamais  s’intégrer  : donc  la  proposée  n’adcnet  aucune 
intégrale  (le  l’ordre  immédiatement  intérieur , chose  d’autant 
plus  singulière  qu’elle  a pour  primitive  complette 

(j  -K*)+/Cr  — *)—  *{$'Cr+*0  — J ' (y—*)}* 

on  en  déduit 

p = — * { <p"  ( y + x)  ■+/"  ( r — * ) | 

y = — x{  + x)  — f^y—  x)  } + «p'(/+aO  +t'(.y— *)i 

et  il  n’est  pas  possible  d’éliminer  l’une  ou  l’autre  des  fonctions 
arbitraires  au  moyen  des  valeur  de  z , p cl  q.  Si  cependant  on 
différentic  ces  valeurs  de  p et  q , on  aura 

dp  — — dx  -f-  /'O  — x(d_y  -f-  dx)  ç'"  — x (dy  — dx)^' 
dy  — — dx  ( <fn  — f11')  — x ( dy  -J-  dx)  ç>‘ -f-  x ( dy  — dx)  J'" 

-f  . (<lr  + djO  o"  + C t!r — 

et  par  le  moyen  de  p , dp  et  dy,  on  pourra  éliminer  l’une  ou 
l’autre  fonction.  En  effet , on  obtiendra  _ 

dp  — dy — ( dy  -f-  dx  ) =~îï  ( dy  — dx  ) (i)  ; 

X 

dp  -f-  do  -f*  ( dy  — > dx)  = — 2 x ( dy  -f-  dx  ) q>"' . . . . (2)  , 

x 

intégrales  premières  qui  ne  sont  pas  intégrables.  On  observera 
que  l’équation  (1)  n’est  autre  chose  que 

do  — do  — — — dx  = o , 

■ « x 

dont  dn  a soustrait  l’équation  \ 

djy  — dx  = o , 

multipliée  par  — 1 xf"  ; et  aussi  l’équation  (2)  n’est 

que 

jL  V 

dp  -\-dq — — dx  = o , 
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à laquelle  on  a ajoute'  l’équation 

dy  -f  cl*  = o , 

multipliée  par  — — f-  2x<p'". 

X 

Quoique  les  deux  équations  (i)  et  (2)  ne  joient  pas  sépa- 
rément intégrables  , on  peut  cependant  en  tirer  la  valeur  de  2, 
c’est-à-dire , l’intégrale  complette  de  la  proposée.  En  effet , en 
les  sommant , on  aura 

dp dx  = — x ( dy  — dx  ) f"  — x ( dy  -J-  dx  ) qtu  ; 

d’où  l’on  déduit 

p = — *(/"+<?"): 

en  soustrayant  (1)  de  (2)  , on  obtient 


dç  + ~ dy  = x (dy ~ dx)  f" — x ( dy-f-  dx)  <p’" , 


équation  qui  par  la  substitution  de  la  valeur  de  p , devient 
d<]  *=  U"  + <P//)  dy  + x ( dy  — - dx)/"'  — x ( dy  dx)  <p'", 
c’est-à-dire  , •„ . „ . 

d?  = d (x/")—  d (x<p")  + (dy— .dx)/»-f-(dy-f.  dx)p"  ; 
d’où  l’on  déduit 

? = — * V"  +/'  + <p'  : 

substituant  actuellement  ces  valeur  de  p et  y dans  l’équation  de 
définition 

dz  = pdx  -f-  çdy  , 


on  aura 

dz  — x (dy  — dx)/"—  x ( dy  -f-  dx)  -f.  dy  (/  -f-  <f>') 
= * (d \y — dx)///  — x(dj-|-dx)  p//-J-dx  (/'— <p') 
+ (.dy  — dx)J'+  (dy  + dx)?' 

= d j x (/'  — <p'  ) +/+  9 } » 
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dont  l’intégrale  ' > * 

z =*(/—  <t')  +/+<f 

est  celle  que  nous  avons  annoncée  plus  haut.  Si  donc  on 

p p 

pouvait  découvrir  les  facteurs  — 2 xJ  + 2x<p'"par 

lesquels  on  doit  respectivement  multiplier  les  équations 
dy  — dx  = o , dy  + dx  = o , 

on  remontrait  à la  primitive  complette , lors  même  que  la 
proposée  n’admettrait  pas  d’intégrales  de  l’ordre  immédiatement 
inférieur.  , 

Exemple  V-  Nous  terminerons  ces  applications  par  l’inté- 
gration de  l’équation  des  cordes  vibrantes, 

d’r  d’r 

= : 

la  comparaison  avec  l’équation  générale 

r Ss  -{•  Tt  V — o, 

donne  S = o,  T— — a?,  V=o:  les  équations  (A)  devien- 
nent alors 

dpdy  — a’dÿdx  = o , 
dy1  — «’dx*  = 0: 

de  cette  dernière  on  tire  dy  s=  ±1  adx  ; donc  k = a^  4'= — o, 
et  l’équation  (fi)  devient 

m ( adp  — a’dy  ) -j-  p (.dy  — adx  ) = o , 
qui  donne  celles-ci  , 

dp  ■*-  adq  ss  o , dy  — • adx  = o : 

l’intégrale  de  la  première  , est 

P — aq=  F , 
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et  celle  de  la  seconde,  est  * 

y — ax  sr  G , 

donc 

p — aq  = <q'  ( j — a* )....( i). 

En  employant  la  valeur  A'  = — a,  on  aurait  ces  deux  équa- 
tions 

dp  -f-  adq  — o , dy  adx  s o ; 
d’où  résultent 


P + °Ç  = F , • y-f-ax  = G, 
et- cette  autre  intégrale 

p + aq  —f'  (j  + ax)....(2)  : 
en  ajoutant  (i)  et  (2)  , puis  soustrayant  (1)  de  (2) , on  a 


' P ~~  { V'  {y  — ax)  + /'(y -+■«*)}  , 

y = “{//(7  + *0  — <p'Cr --«*)}  ; 

substituant  ces  valeurs  de  p et  q dans  l’équation  de  définition 
dz  = pdx  -j-  qty, 

on  trouve 

dz  — - — da: ç'  — ax') dy  <p'(y  — ax) 


+ — Ayf  Cr  + ax)  + + ax  ) , 

• ‘ 

qui  a poür  intégrale 

I 

* = — +~/'(Jr  + ")  » 


OU 


r * * 


e = q>(y 


en  faisant  passer  • 


a a 


— ax)~hf(y  + ax), 
et sous  les  signes  <p  et  f. 
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Dalembert  à intégré. très-simplement  cette  équation  ou  la 


suivante 


t r=  a'r , ou 


il— à? 


’ ” dy  dx 

A cet  effet , il  part  de  ces  deux  équations 

dp  ~ rdx  -f-  sdy  ; àq  = sdx  -4-  tdy  — jdx  -(-  a’rdv , 

multipliant  la  première  par  a , et  ajoutant,  puis  soustrayant, 
il  trouve  ces  deux  équations 

adp  -f-  dq  = ( ar  -f-  s ) ( dx  -f-  ady  ) , 
adp  — dq  = ( ar  — s ) ( dx  — ady  ) , ' 

desquelles  il  conclut , i”.  que  ar  -(-  s doit  être  une  fonction  de 
œ _j_  ay  ; 2®.  que  ar  — s doit  être  une  fonction  de  x — ay  , 
puisque  les  premiers  membres  sont  des  différentielles  exactes  : 
en  sorte  que 

op  +?=/'(  x+  ay)  , ap  — q = <ç'(x  — ay ); 
conséquemment 

P = —/'(*  + ay)  +~~  <q'{x  — ay), 

2.(1  20 

q = + <P'  ( * — «y.)  » 

et 

de  =pdx  + qdy  = ( dx  -f-  adj)/’  (*  + qy  ) 

+ ( d*  — ady  ) 9'  ( x — ay)  ; 

et,  en  intégrant,  et  faisant  passer  — — sous  les  signes  f tl  Q , 
on  trouve 

*=/(*  + «r)  + <P  (*  — «y)  > 

comme  ci-dessus. 

3e 
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Pour  intégrer  la  même  équation  , Euler  introduit  an  lien 
des  variables  x,y , deux  nouvelles  variables  * et  £ , telles  qu’on 
ait 

a = x-\-by,  /S  = x-\-cy, 

b et  c étant  deux  indéterminées , d’où  il  suit  que  z devient  une 
fonction  de  « et  £ qui  sqnt  elles-mêmes  des  fonctions  de  * et  y : 
on  a ainsi 

d z d z - du  d z d/3  , 

ix  d»  dx  **"  d|â  dx  , 

d z dz  da  dz  d# 

» t|y  da  ? dy  d#  d y ’ 

. > da  dS  da  d£ 

mais  comme  — — — i , - — = i , — ; — = b , — — c } ces 

dx  dx  çy  ay 

dérivées  partielles  deviennent 


dz  dz  dz 

dx  d«  d/S  ’ 


on  a de  plus 
d’z 


dx?  da?  dad/S  d /S’ 


d’s 

da* 


dz  dz  dz, 

djr  • d«  e ifi 


d’z  d*z 


d’z  d’z  d’z  d’z 

^ d?"  + * kC  daH'  + * 


d’z  dz* 

la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  proposée  -j — - — a’  =o» 

la  réduit  à 


d£’  * 
l’z 


d’z  _ d’z  d’z 

h + *( *-«•)  375J  + («•--*)  JT*.  = 0 : 


d/s’ 


•oient  b = a , e — — a , et  cette  équation  deviendra 

d’z 


= o. 


djt.fla  * 
qui  a pour  intégrale  ( pag.  445  ) 


■* 
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e=Fu  + <p/3  — /(■*  + aJr)  + <P  (*—  ay)y 
comme  ci-dessus. 

Intégrer  l'équation  générale  linéaire  en  différences  partielles 
et  du  second  ordre 


J‘Z  T, 

■xr  + p- 


il'  Z 


i n dz  ^ dz 

+Q^+**r+5-5y +T*+Vi 


*fx’  1 d\  dy 

°à  P?  Q. . . .T  ,*V  sont  des  fonctions  de  x et  y. 

On  nomme  celle  équation  linéaire , parce  que  z et  les  cocf- 
ficiens  différentiels  n’y  entrent  que  linéairement.  Pour  la  sim- 
plifier, on  y introduira  pour  x el  y Jeux  nouvelles  variables 
* el  £ -,  fonctions  de  y et  x : on  aura  donc 

de  d/3 
d,3  ' dx” 

d-  dz^  d«  dz  dû* 

dy  d a.  ’ dy  d/T  * ~dÿ  ’ 

__  d'z  /cla  y ( _ d’z  d*  d 4 


dz  dz  do. 

dx  d a ' dx  ^ * 


d x’  d a’  V dx  J 

■ d z /■  d/S  y dz 
"T"  d JS*  V.  dx  / 
d’z  d’z  d 


+ 2 

+ 


d a d â dx  dx 
dz  d’*  . dz  d*/3 


i — “ p 

d a.  dx’  ' d fs  ' dx’  * 
d!Z  ( d=t  d/3  . d,3  da 


_da  ^ d/3  d£  da) 

dxdy  d «’  • dx  ‘ d y + d*d,S  \ dx  ' ~df+  di"  ’ 

d'z  d /8  d/3 

+ : 


d/3’  ' dx 

d’z  d’z  / da  y 

dy’  d*’  V dÿ7 ) 

d’z  / d/3  y 


d/  d« 


+ 


dz  d '$ 


dxdy  "H  d/3  ' dxdy  * 
dz’  jda  d/3 

dad/3  dy  dy 

d-« 


àz_  d».  dz  dN3 

d/3’\djy  ~ d*  dy’  d^‘dy*  ‘ 

Apres  la  substitution  de  ces  valeurs,  l’équation  proposée  prendra 
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_.d ’z  ..  d’*  . d*z  . ,,d z , ,.dr  , _ . • 

JW  — — ■ -j“  A — — — -j-  X -j — U — -j-  Tz  -f-  V ~ o,' 

u«-  r dadg  1 dg*  n d<t  1 dg  1 1 ’ 


JW 


N 


kë>+ 4:  ><;)'’ 

da  dg  (da  dg  dg  d*V  da  dg 

:ad^  ' 3i  + p \3i'dir  + dI'd^r+aÇdÿ "dÿ* 


*-Æy+'=-ç 


+ <0‘* 


. d*a  d’a 

Y 1-  P 

r!  r1 


d ^ + ^^Rdû+sry 


U 


d*’  1 dxdy  1 x dy*  1 " d* 

0+^+Æ+*r:+4; 


djcây  ' v dy’  d*  ' d y 

Supposons  les  fonctionna  et  g telles  qu'on  ait 

M o , X = o , « 

et  soient 

da  da  dg  dg 

les  équations  ^1/  = o , X = o deviendront 

A’  + PA  -f  Ç — o , A'*  -+-  PA'  + Ç = o , 

en  sorte  que  A et  A'  seront  les  deux  racines  de  l'une  de  ces  deux 
équations,  et  on  aura  à intégrer 

da  da  dg  dg 

dï  “ ^ dj  ~ °’  dï~k2ÿ~°’ 

qui  donneront  pour  a et  g des  fonctions  arbitraire  de  x et  y y 
dont  on  pourra  prendre  les  valeurs  les  plus  simples.  L’équation 
donnée  sera  donc  réduite  à celle-ci 
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d’r 


— . -1—  a 
dad/3  ^ 

T + b 

Qet 

d^ 

cz 

+ v = 0, 

Y 

° = N’ 

C 

T 

— jy  > 

II 

et  conséquemment  a , b , c et  v sont  des  fonctions  connues  de  » 
et  g.  11  s’agit  donc  de  traiter  cette  dernière  équation. 

Puisque  z est  fonction  de  « et  fiy  nous  aurons  les  trois 
équations 

dz  = pda  -{-  qd/3  , 
dp  = rda  -{-  jd,S, 
dq  = sdcc  td/3  ; 

< d'z  t ' . 

si  à la  place  de  ^ — —>  = s.  nous  écrivons  sa  valeur 
r dctd/3 

dp  — rd<* 

5 “ de,  * 

tirée  de  la  seconde  équation,  nous  obtiendrons  pour  transformée 
dp  — rd<t-j-  (op  bq  cz  v)  d/3  = o , 
qui  sera  satisfaite  sous  les  deux  hypothèses 

n fdp  4.  ( ap  -f-  bq  + cz  -f-  v ) d/3  = o , 
(o),'*-\d«  = o. 

Si  pour  s dans  la  proposée,  nous  substituons  sa  valeur 
àq  — td$ 


donnée  par  la  troisième  équation  , nous  aurons  une  autre  trans- 
formée qui  sera  satisfaite  par  ce  système  d’équations 

m -f-  (a/t  + i?  •+•  cz  + v)  d«  = o, 

'*  ■"  [dfi  = 0. 

Les»»  équations  (a)  donneront  une  des  intégrales  du  pre- 
mier ordre  de  la  proposée  , et  les  équations  (b)  fourniront 
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l’autre  intégrale  de  même  ordre.  L’équation  e=  o,  donne 
« = constante  , et  la  première  des  équations  (o)  , en  y rempla- 
çant yd/3  par  sa  valtur  tirée  de 

dz  — pda.  -f-  ydg  = çd/S, 

devient 


d p -f-  apAp  -J-  bdz  -f-  czdp  -)-  «1,3  = o , 
qu’on  doit  intégrer  dans  l’hypothèse  de  a constante.  Or  cette 
équation  étant  mise  sous  la  forme 

p'  -f-  ap  -f-  bz'  -f-  cz  -f-  v = o , 


où  p' 


__Ap 
d#  ’ 


n’est  intégrable  que  sous  la  condition 


c=af -+-—(*). 


(')  En  recherchant  dans  le  chapitre  suivant , les  conditions  d'intégralnlité 
d’une  équation  telle  que  f(z,z\x,jr,y‘,y“.)zz  o,  non»,  trouverons 
les  suivantes, 

+ = 0) 

. dj"  dz  az 

à.ry  _ d.jz  d /z 


ày‘ 

d -fÿ' 


dz 

d.fz' 

+ P -r t-  = o: 


ds' 


df  ' - dz' 
er , pour  l'exemple  en  question , ces  conditions  deviennent 
a •+■  JVc  •+■  If 'b  = o , 

1 + P G.  ( iV;  -t*  ./*  ) b as  o , 

Pb  =o,i 

d’oii  Ju  = o,  P'  — o , N > IŸ'  = — — > en  sorte  que  la  pre- 

b i»  àt  . i r 


pùérc  équation  donne 


c i di 

* b+~b  d7=°’ 


d’oit,  c = ab  + 


d 5 

as* 
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Après  la  substitution  de  cette  valeur  de  c , la  proposée  de- 
vient . 

odp  ( P + bz)  -f-  dp  -f  bàz  -f  z ^ d,â  -{-  vdp~  o: 

or  en  obsédant  que  tl p + bàz  + ' z ^ Wt  la  différentielle 

exacte  de  p -{-  ht , il  est  facile  de  voir  que  le  facteur  qui  rend 
la  précédente  intégrable  , est  eJaà& ; on  a donc  pour  intégrale 
première  , « étant  constante,  * 

*faU  (p  + Iz  ) + fèfa<ii  vAa  =F'i , 

/ 

qui , par  la  substitution  de  y pour  p,  déviénf, 

U U 

( dz  + bzàa)  + d afJa^  vdp  = Su.  F'*, 

qu’il  faut  intégrer  dans  l’hypothèse  de  $ constante , ce  qu’on 
fait  faire  , en  observant  qu’elle  est  du  'jlremier  ordre  entre  z et  », 
et  d’ailleurs  linéaire  en  z. 

Si  la  condition  c = ab  -j-  n’a  pas  lieu , la  première  des 

équations  (o) , multipliée  pare-/^^,  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

d [*/“*  (p  + bz)  ] + eM * Qr  — aè  - cd/3 
+ efai  * vd/3  — Md  a = o , 


en  faisant  M ~ efa^ J c*  ( P + ^ ~ ) 


d* 


. Posions'  maintenant 


«W 


p + bz  = z',  c — — 


tt  nous  aurons  pour  transformés 


Digitized  by  Google 


47*  Leçchss 

e,/âd!  4.  ) — Md*  = — d ( z'  ) 

, = - (az'ifi  + j7  •>«■+  ^ C/ad#J 

• ■ * 4 

mais  en  observant  que  M = efa&4  -j—  da,  celle  équation 
divisée  par  d,3  cJa^4  deviendra 

mz  -{-  v = — az' 


dz' 

d/S 


..(2); 


et  en  la  différentiant  par  rapport  à a,  on  aura 


mp  4- 


dm 

ÏÏT 


dv> 


dz' 


da 


* + j-  = - “-77-*'  t: 


d’z' 


d«d£ 


..43): 


éliminant  p et  z entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  , on  trouvera 
pour  résultat 

d’z'  dz'  dz', 

4.  a -ï—  4-  b'  -r-  + t/z'  + v'  = 0, 

<1  <b d/S  ^ d*  T d/3  r ^ 


H — p > 

d« 


ou  £ 

„ , 1 dm  a dm 

b =z  0 — — — — , c'  = m -)-  ab  — — — ; — 

/ 772  d et  771  d et 

. dv  dm  v 

v'  z='bv  + — . — ; 

da  d te  rn 

l’équation  ci-dessus  étant  de  même  forme  que  la  proposée , si 
l’on  a la  condition 


s'  e=  ab'  -(- 


dé' 
d/3  » 


on  pourfS  en  assigner  la  primitife  complette  , c’est-à-dire , 
obtenir  la  valeur  de  z'  ; de  cette  valeur  de  z',  on  déduit’», 
d’après  la  relation  (2) , celle  de  z.  Mais  si  la  condition  ci-dessus 
n’a  pas  lieu,  on  fera  de  ifcuveau 

* dé'  * 

c'  — ab' ; — = m' x 

d/5  ' 
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et  en  posant 


où  r'  = !7> 


p'  b'z'  — z" (i')  , 

nous  aurons  comme  plus  haut 


i\z"  * 

m'z'  -}-  </  = — az"  — -j— . . . .(2/)  > 


”*'P'+ T"  z'-h-,  — ==- 


d zu  do 

,fl  d*  — z'  d7‘ 


éliminant  encore  z'  et  p 1 au  moyen  de  ces  équations , nous 

obtiendrons  celle-ci , 

A'z»  Az * Az" 

— — {-  a — — — f-  c"zn  v"  — o , 

dad/3  d ce  d/3 


1 Am!  „ , , a Am!  . Aa< 

b»=b' — -j — • j c"  = TO'-f-  çb' r -j f-  -7—, 

m da  m da  da 

v"  = iV  d/  flm'  ^ 

, d*  d*  m'  * • 


Si  donc  la  condition 


Ab" 

c"  = ab"  + -f- 

^ dg 


est  satisfaite,  nous  aurons  z"  ; .l’équation  (2')  donnera  z’ , et 
l’équation  (2)  donnera  r.  Que  si  la  condition  précédente  n’a 
pas  lieu  , on  continuera  de  la  même  manière.  En  appliquant  le 
même  raisonnement  au,  système  (£)  , ce  qui  revient  à changer 
dans  l’analyse  précédente-  « en  /3,  a en  b et  p en  q,  on  par- 
viendra à de  semblables  résultats.  Cette  méthode  paraît  très- 
particulière  , en  ce  quelle  ne  donne  l’intégrale  que  dans  quel- 
ques cas  ; mais  M.  Laplace  auquel  on  la  doit , a démontré  que 
ces  cas  sont  effectivement  les  seuls  dans  lesquels  la  proposée 
admette  une  intégrale  complette  exprimée  au  moyen  d’un 
nombre  fini  de  termes.  Voyez  le  Mémoire  de  M.  Laplace  parmi 
ceux  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris , de  l’année  1773. 
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Exemple.  Soit  l’équation 

d’x  d'z  2 dz 

dx’  d y2  x dx  ° ‘ 

on  a P=  o,  Q=—i,  R = — — , S=o,  T=  o,  P=o 

x 

en  posant 

*=J  + x , fi=y—x, 

on  trouve  , , 

M=0,  iv=  — 4»  *=<»,  r= — i-,  u=—j 

X .X 

et  la  transformée 


ou 


4d  'z 

- j 

2 

de 

2 

dr' 

d*  d/S 

T 

Æ 

d « 

X 

d^~ 

4d  'z 

_L 

4 

Az 

i_ 

Az 

de  d/3 

r 

20? 

d. 

21  â? 

As  ~ 

de  ax  = « — 

-fi. 

cette  équation  i 

l*r 

L 

I 

4* 

I 

A* 

id/3  + 

ce  - 

— fi 

d* 

a *— 

”Ü 

= o : 


en  la  comparalit  avec 
d’r 

dad/3  1 dx 


d’r  df  '■  dr 

+ * *TT  + * jJ-  + c*  + * -6 » 


•n  aura 
a : 


1 i _ i 

d=î 1—  y e=o,  *'  = o; 

* — fi  * — ’ 7 


et  comme  la  condition 


n’a  pas  lieu  ,,  nous  poserons 


x.  . d» 
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et  nous  aurons 


et  conséquemment 
2 


(*—*)• 


dz' 

dj 


<*  — /3 

2 4 _ l dz'  i 

(a  — (a.  — /S)5  a — /3  (« — P") 


00 


dad/3 


..(3); 


et  par  l'élimination  de-  p et  z,  entre  les  équations  (t)  , (a) 
et  (3)  , nous  obtiendrons  l’équgtion 

d’z'  i dz'  i dz' 

+ 


d*d<3 


dz'  i 


— £ dcc  a — fi  d$  («e  — /S) 


z'  = o ; 


alors 


b’: 


1 £.  - 2 
-,3’  -(—/»)*" 


et  la  condition 


c'  ==  ai'  -f- 


di' 

dj 


a lieu.  On  aura  donc  z',  d’où  on  conclura- z;  mais  nous  lais- 
serons ces  calculs  à terminer. 

Intégrer  l'équation  du  second’  ordre  efl  différences  partielles  • 
d*  z _ dz  dz 

■ B —j — 4-C  — — -f" B — — 4r  Ez  -4-  f ~ o y 
dy*'  dx  * dy  ' ' 


<7’z  j 4 </’z 


dans  laquelle  les  coefficiens  A,  B.... T soni  constans. 

En  comparant  la  proposée  avec  l’équation  générale  ( p.  467  ) 

£ +JÎ  ^ ^+7i+^=°> 

on  a P=^,  Ç=Z?,  Jî=  C,  S=D,  T=E , P=F, 
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et  conséquemment  l’équation  A*  -f-  Pk  -f-  Q = o devient 
k‘  -f-  Ak  -| - U = o , 

d’après  laquelle  k -j-  k'  = — A , kk'  = B : les  fonctions  « et  $ 
seront  données  par 

d*  da  d,S  ,,  d/3 

dx  ^ dy  * dx  dj-  * 

où  k et  k'  sont  constantes,  et  dont  les  intégrales  sont 

« = (p(y  + A*)i  /*  ■= ’K  J + *'■*)  » 

ou  plus  simplement 

a =y  + Ax , * £=.y-fA'x:  • 

d’ailleurs 


N=tiB  — A',  Y==Ck  + D , 


et  en  observant  que 


t/=  CA'-f  Dy 


ck  + D t CA'+D  £ F 

lyB  — A*’  b~!iB-A't  e~4B—À*’  V~iyB—A 

« 

nous  obtiendrons  la  transformée 


d‘z 

dad/3 


-f-  a -y—  -fi  -r— 

da  d/3 


+ cr  -f-  **  — 0 J 


dans  laquelles,  les  cooéïiciens  a,  A,  c , v sont  constans.  Nous 
aurons  .donc 

m—c  — ai,  i'=i,  st?-=.c , m!  — c — ai,  m"=c  — ai, 

et  ainsi  de  suite  : conséquemment  la  proposée  sera  intégrable 

sous  la  condition 
« 

c — ai  = o , 


équation  qui  reste  la  même  en  changeant  a en  i : en  sorte 
qu’on  peut  obtenir  la  primitive  complettc  qui  même  sera 
algébrique. 
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Nous  allons  intégrer  autrement  C équation 


477 


P--  + Q 

dy'  ' V dxdy 


""  +RS+V*  = T 


dx 

dz  dz 

+ ^ •7y-+R'^' 
où  fes  coefftciens  sont  Jonctions  de  x et  y. 

Nous  supposerons  que 

B -j-  F («)  e=  o. . . .J[i) 

soit  l’intégrale  première  complette  <le  la  proposée  : B ren- 
fermera nécessairement  xty,  z,  et  les  différences  partiel** 

"T~  » ~r~  *l,,e  nous  désignerons  par  p et  q : différentions  (i) 
dx  dy  * , 

deux  fois  l’une  par  rapport  à y,  l’autre  par  rapport  à x,  et 
nous  aurons 

dB  d«  d B du  * 

éliminant  F' a entre  ces  deux  équations , il  vient 
dB  dB 

en  faisant  pour  abréger  = r , les  deux  points  in-* 

diquant  un  quotient.  A cause  de 

dB  , LdB  , dB  dB  dB 

= d^ + 17  ^ + 17 dz  + ^ + d7 J 


on  aura 


d£ 
Aï 
d B 
dx 


dB_  dB  dz^ 

dy  dz  dy 


d B d’z  dB  d’z 

dp  dxdjr  dy  dy’ 

dB  dB  dz  d B d*r  dB  d’z 

dx  ‘ dz  tlx  dp  dx*  d q dxdy 


t 


* 
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la  substitution  de  ces  valeurs  dans  ( M ) , donne 

dff  d3r  ( y d B AB  ^ d%2  AB  A2z  • 

Aq  Ay*  ' V dp  Aq  J dydx  Ap  ’ d** 

di?  Az  AB  da  AB  AB 
+ HT' -ty-r~Âz  ' dJ + l^-r d^= °- - • • <*>• 

Si  l’on  multiplie  la  proposée  par  un  facteur  p et  qu’on  com- 
pare le  produit  avec  (2) , on  aura 


AB  AB  AB  AB 

ir=',p’  w~’"îi=FQ’  -rTï=FR> 


lue 


*011  l’on  tire 


AB  n AB 


' ’ j à B ftR  , . 

et  a cause  de  -j— - = — , la  seconde  équation  devient 


fç  Pr>  + Qr  + R = o. 

Ayant  r,  il  sera  facile  de  trouver  « au  moyen  de  l’équation 
A*  dm 


en  supposant  toutefois  qu’dn  connaisse  le  facteur  propre  à rendre 
~h  d*  une  différentielle  exacte  j car  si  l’on  nomme  a ce 
facteur,  et  que  l’on  ait 

arAy  -j-  ad.r  = d4  , 

on  sait  que  m = b satisfait  à l’équation  en  question. 


Considérons  dans  la  transformée  (2)  le  terme  r — — 

Ay  dx 

qui  est  une  fonction  du  premier  ordre  : en  lui  donnant  cette 


forme 


Az  d* 

* + P j—  -f-  yz  -j-  X,  on  supposera 


♦ 
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dP 

¥ + •='<' 

d B m 

~rd7  + ^==^'  ' 
v-m-V, 

équations  qui  romplettent  l’identité  de  la  proposée  et  de  la 
transformée  (3).  On  en  lire 

d B 

et  les  trois  dernières  deviennent 

n(R'  +rQ’)=z«r+  p,  y — fcV,  X+pT^o. 
Nous  ferons  , pour  abréger  , 

Q + rP^Q,,  R'  + rQ'^R,: 
cela  posé , si  le  facteur  p ne  doit  être  fonction  que  des  seules 

variables  jr  et  x , nécessairement  ft  Çp  -f-  Ç,  ~ sera  la 

somme  de  tous  les  termes  de  B qui  renfermeront  les  différence» 
partielles  du  premier  ordre,  puisqu’on  U trouvé  plus  haut 

dP  _ d B 

j y = f*(Q+rP)=fiQ,.  * 

Il  s agit  donc  actuellement  de  découvrir  les  quantités  a , /S  ef  y 
, dP  dP 

"ans  r : or  en  ne  considérant  dans  B que  le  coef- 

ficient ftP  de  — — , on  aura  - - y-  P- — r P P 
4r  dj 

d P d P' 


• JT 

g»- — , c’est-à-dire  , 


ensuite 


< dP  dP  \ / du  du  \ 

* \ dj  “ r ïr)  + P (~d7  ~ r dj)  ; considérant 

le  coefficient  fiQ,  de  — - dans  R}  on  aura  de  même 

dj  ^r7ï)+  Q\-dP”~r  dï)  ’>  mamtenan'  q™ 
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l’on  pose  , pour  abre'ger, 


dP‘,P*.p 

dj  dx  * 9 

Ay  T àx-q" 


Au  du 
~ty~  r~àx 


(“■  > 


et  on  aura 

a = pPi  -J-  P Pi  i fi  — P Q*  *f*  Qi  Pi  : 
donc  [ ( Q'  — P,)  f*  — P Pi  ] * sera  i sous  la  même  hypo- 
thèse , le  terme  de  B qui  renfermera  z ; en  effet , si  l’on 

« dz 

différentie  yz  par  rapport  a y , on  a y — , en  sorte  que 

la  somme  des  termes  de  — dans  la  proposée,  est  ( a 4-  y } V 

en  observant  que  X ne  renferme  pas  z ; d’où  l’on  conclut 
„ y = fiQ',  et  conséquemment  y = ptQ'  — a,  ce  qui  est  la 
formule  trouvée.  On  aura  donc 

d r*  ()'  — d[(Q'-p,)^-fy,] 

K ~~  d y dx  . * 

et  posant  Q'  — P,  — Q/  » 

* d ( Ç,>  — - P*.  ) d(  Q/ft— Pfi,) 

y — d^ * 

nous  ferons 


d(V 

. r 

dx 

dx 

àp L 

d/»i 

dy 

dx 

= Q.', 

P*  J 

Ujr  U*, 

en  sorte  que 

y = Q Vp  -J-  ( Qi  — Pi)  pi  ~~  P/1*  » 

= Q*p  + Qi1  /*'  — Pp*  i 

en  représentant  Q,' — P,  par  Q3\  Or  ayant  trouvé  plus  haut 
7==:ftV,  nous  aurons  l’équation 
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( V—  Q'i  )p—  + Pft,.  = o...  .(3). 

D’ailleurs  l’équation 

fiR,  = p{R'  + rQ'  ) = «r  -f-  £ , 

après  la  substitution  des  valeurs-do  « et  /3,  devient 

fcR,  = r ( (iP,  -f*  P/t,  M-jkÇ»  + Q,/*,  i 

et  en  faisant,  pour  abréger, 

R'  — rP,  ■ — Ç,  = P,  , iV+Ç,  = &, 

on  a 

— Q4/“i  — o • • »(4)>  • 

Des  équations  (3)  et  (4),  l’une  servira  à trouver  le  facteur  p , 
et  l’autre  sera  l’équation  de  condition  qui  devra  avoir  lieu  pour 
que  la  proposée  ait  une  intégrale  de  l’ordre  immédiatement 
inférieur. 

11  ne  reste  plus  qu’à  trouver  le  tewne  de  B , fonction  de  x elyf 
que  nous  avons  désigné  par  X : or  à cause  de 

dX  dX  __  _ • 

• Ay  dx  ~ flT’ 

nous  aurons. 

* = -fpTdy; 

en  observant  de  substituer,  avant  l’intégration  , dans  pT  pour  x 
sa  valeur  en  y et  b tirée  de  l’équation  f anly -J-adx  ) ~ b.  Ainsi 
l’intégrale  première  complette  sera,  d’après  les  abréviations  pré- 
cédentes , 

é*  ( PTy+  r^£)  + )z+/b=frTijr.  • •(•>). 

Exemple  Ier.  Intégrer  l’équation 

A'z  x * d’x  î Az  x da  a 

dy’  y*  dx’  x dy  y dx  xy 

X*  - I 

on  aura  P = i , Q — o , jR  = ->  Q'  — — ; 

y x 

3i 
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R'  — — —,  V = — , T — o.  L’équation  en  rj, 

y *y 

c’est-à-dire , Pr*  ■+-  Qr  -f-  R — o , devient 

ri  — — o , d’où  r = ± — • 

y • y 

en  faisant  usage  de  la  valeur  positive , on  trouvera 

— dy  4-  adx  = Ab , , 

y 

et  en  faisant  a z=.y , on  aura  b = xy.  On  conclura 


<?.  = 

= ç + 

rP 

X 

~F* 

P,  = 

dp 

dy 

- r 

o 

h 

dç. 

dÇ.= 

XX 

. 

ç. 

d/  " 

— r 

dx 

Ç' 

-P,= 

<?'■ 

i 

Ç'.= 

d Q\ 
Ay 

- r 

-up 

h 

ÇV 

-P,= 

, z 

,==F> 

*'+ 

rQ'~ 

= o» 

• 

R,  = R,~rP,-Q,  = +^,  JV+Ç,  = Ç4  = y- 

Ainsi  les  équations  (3)  et  (4)  deviennent 

tt  * 

Z 

fl  — ^ 1 = o. 

y 

d<«  d ti 

En  prenant  p = by , d’où  /«,  s=  -j—  — r -j— ■ = b j 

Au,  du,  , 

fti  = -g—  — r — = o , les  deux  équations  precedentes  sont 

satisfaites,  et  l’intégrale  (5),  en  observant  que  b = xy , d’où 
ftxxy^x,  devient 
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Exemple  II.  Intégrer  de  nouveau  l’équation 
d’z  2tl’Z 

dy*  " dx’  ° ’ 

on  a P = t , Q = o,  R=  — c%  V=o,  Q'  = o,  P' = oj 
T = o ; r’  — c’  = o , d’où  r = dz  c ; 


£ = f { dz  cdy  -J-  dx  ) = ;£  cy  x ; 

Q,  =±C,  P,  = O,  Ç,  = G,  Ç'  Pi  = Q'i  = O y 

Q'i  = o , Q',  — P,  — Q'i  as±  c , R,  = o, 

P,  = o , Ç4  = zfc  ac  : 


ainsi  les  deux  équations  (3)  et  (4)  deviennent 


4-  c^,  -f  = o,  +ac,4,  = o; 


or  à cause  de  ^ ZjZ  c ^ , on  posera  p =.  1 , d’ot* 


— o , et  o , et  l’intégrale  (5)  deviendra 


dz  dz 

dj  + C dZ  + P (^  + *)  = °*. 

dz  dz 

Ç - c d^  +/'  (~  °r  + x)  = 0i 

on  déduit  dé  là 

~àj  + F>  ( * + V ) + /'  ( * — V ) = °* 
3C  Si  + F'  ( — f ( * — cy  ) = o ; 


multipliant  la  première  par  cày , et  la  seconde  pardx,  puis 
ajoutant  et  intégrant,  on  trouve  enfin 

z = F (*  + cy)  + / ( * — cy), 
intégrale  obtenue  précédemment. 

La  même  méthode  servirait  encore  à assigner  le  cas  dans 
lequel  une  équation  linéaire  d’un  ordre  quelconque  dont  les 
coefficiens  seraient  des  fonctions  de  «et  y,  admettrait  une 


N. 
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intégrale  de  l’ordre  immédiatement  inférieur  ; maii  l’extrême 
complication  des  calculs  ne  nous  permet  pas  de  traiter  ces  sortes 
d’équations  dont  nous  nous  bornerons  à considérer  ici  une  par- 
ticularité. 

Intégrer  l’équation  linéaire  en  des  différences  partielles 


d*z  d"  z d°z  d"z 

dx“  d\"~'dy  ds*~*dy>  dyn 

les  coefficient  A , étant  constant. 


Cette  équation  sera.  satisfaite  par  2 = f {y  -f-  ax)  , a étant 
une  constante  : cette  substitution  faite  dans  la  proposée , la 
changera  dans  celle-ci , 


a"  + Ja-~‘  + Pan  —-f. N = o , 

epii  servira  à déterminer  a.  Désignons  par  a , a' , a les  n 
racines  de  cctjc  équation  : la  proposée  sera  satisfaite  par 


*==/(  y + ax)+F(yfi-a'x)  -f-  ç (y  -j-  a”x  ) + etc., 

qui  en  sera  l’intégrale  complette  , puisqu’elle  renferme  n fonc- 
tions arbitraires.  11  resterait  a examiner  le  cas  des  racines  égales 
et  imaginaires  ; mais  nous  n’entrerons  pas  dans  ces  détails  qui 
ne  présentent  pas  de  difficultés.  On  pourra  d’ailleurs  s’exercer 
sur  une  équation  d’un  ordre  défini. 

On  peut  encore,  outre  les  Mémoires  déjà  cités,  en  con- 
sulter un  de  M.  Legendre , inséré  parmi  ceux  de  l’Académie 
des  Sciences  de  Paris  , pour  l’année  1787. 

On  doit- dire  des  fonctions  arbitraires  comprises  dans  les  in- 
tégrales des  équations  en  différences  partielles  , ce  qu’on  a dit 
des  constantes  introduites  dans  les  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles ordinaires.  Tant  qu’il  ne  s’agit  que  de  satisfaire  à 
la  proposée,  les  fonctions  arbitraires  sont  quelconques;  mais  si 
Us  résultats  doivent  être  appliqués  à des  questions  de  géomé- 
trie , de  mécanique  , ou  etc. , ces  fonctions  cessent  d’être  arbi— 


ft 
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traires  , c’cst-à-dire  qu’elles  sont  déterminées  par  les  conditions 
de  la  question.  On  peut  voir  dans  l’ouvrage  déjà  cité  de 
M.  Monge , des  exemples  de  ces  déterminations.  Mais  si,  comme 
il  arrive  souvent,  la  nature  de  la  question  ne  permet  pas  de 
déterminer  les  fonctions  arbitraires,  elles  restent  quelconques, 
et  les  propriétés  qu’on  découvre  sans  particulariser  ces  fonctions, 
sont  générales.  Une  fonction  arbitraire  de  x,  telle  que  Qx, 
représentera  une  courbe  quelconque , mèche  irrégulière  , c’est- 
à-dire  , tracée  au  hasard , discontinue  , c’est-à-dire  , formée 
d’arcs  de  différentes  courbes,  et  même  discontigue,  ou  formée  de 
parties  isolées  et  séparées  les  unes  des  autres  ; en  sorte  que  rien 
ne  .limite  la  généralité  de  ces  sortes  de  fonctions  , ainsi  que  l’a 
prouvée  Euler  contre  l’opinion  de  Valembert.  Maintenant,  dit 
M.  Lagrange , ier.  vol.  sect.  6me.  de  la  seconde  partie  de  la  méca- 
nique analytique , le  principe  de  la  discontinuité  cfes  fonctions 
arbitraires,  est  reçu  généralement  pour  les  intégrales  de  toutej  les 
équations  aux  différences  partielles,  et  les  constructions  que 
M.  Monge  a données -d’un  grand  nombre  de  ces  équations, 
jointes  à s'a  théorie  de  la»génération  des  surfaces  par  les  fonc- 
tions arbitraires,  ne  laissent  plus  aucune  incertitude  sur  l’em- 
ploi des  fonctions  discontinues  dans  les  problèmes  qui  dépendent 
des  équations  de  ce  genre. 
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* CHAPITRE  XVII. 

Des  équations  de  condition  par  lesquelles  on  peut 
reconnaître  si  une  fonction  d’un  ordre  quelconque 
de  plusieurs  variables , . est  une  différentielle 
exacte. 


• Toute  fonction  d’une  seule  variable  peut  toujours  être 
regardée  comme  une  différentielle  exacte  ; car  si  elle  n’a  pas 
une  inlégraj^  exacte  , on  peut  toujours  en  trouver  une  par  les 
séries.  Il  n’en  est  pfs  de  même  pour  les  fonctions  de  plus  d’une 
variable  ; il  est  alors  souvent  difficile  de  juger  si  elle  est  une 
différentielle  exacte  d’une  fonction  quelconque  inconnue.  Cet 
objet  fJ  dit  M.  Lagrange , à occupé  les 'géomètres  presque  dès 
la  naissance  du  Calcul  différentiel  ; ils*tmt  cherché  des  Carac- 
tères généraux  pour  reconnaître  si  une  fonction  d’un  ordre 
quelconque,  peut-être  la  différentielle  exacte  d’une  différentielle 
de  l’ordre  immédiatement  inférieur , ou  même  d’un  ordre  in- 
férieur quelconque.  Ces  caractères  sont  connus  dans  le  Calcul 
différentiel , sous  le  nom  de  conditions  cT intégrabiliti , qu 'Euler 
et  Condorcet  ont  réduites  à des  formules  simples  et  élégantes  , 
que  nous  allons  faire  connaître. 

Considérons  d’abord  nne  fonction  V de  différentes  variables  , 
et  de  leurs  coefficiens  différentiels  ou  de*leurs  dérivées , dans 
jaquelle  une  de  ces  variables  z et  scs  coefficiens  différentiels 
z' , z",  z1". ...  ne  se  trouvent  partout  qu’à  la  première  dimen- 
»ion  , et  eoit  V une  fonction  de  la  forme 

, r=Nt+Pz'  + Qz'i  4-  Rz'"  -{-  etc. , 
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N.  P,  Q , etc.  étant  des  fonctions  de  a;  ely,  etc. , et  de  leurs 
dérivées  sans  z : il  sera  facile  de  trouver  les  conditions  néces- 
saires pour  qu’une  pareille  fonction  soit  une  dérivée  exacte  , 
indépendamment  d’aucune  relation  entre  la  variable  z et  les 
autres.  Si  l’on  considère  les  fonctions  dérivées  , ou  les  coeffi- 
ciens  différentiels  successifs  du  produit  de  deux  quantités  quel- 
conques , et  qu’on  les  note  par  des  accens  dont  le  nombre 
rappellera  l’ordre  du  coefficient , on  aura 

{Pz)'  = Pz'  4-  P'z  , d’où  Pz<  = {Pz)'  — Pz  ; 
on  trouvera 

Qz«  = (Qz'y-Q'z',  ... 

ÇV=  (Ç'z)' — Q'/zi  .. 

donc  ;t 

Qz«  = (Qz>y  - (Q'zy  + Q«z  % 
et  pareillement  , 

Bz">  — ( Rz'/y  — ( R’z’y  + {Ruz)’  — R"'z  , 

et  ainsi  de  suite.  Faisant  ces  substitutions  dans  V , cette  fonction 
devient 

V=  ( N—P'+QV  — R"'  + etc.  ) x 

+ ( P*Y  - C Q'*y  + («**)'  + e‘c- 

4-  (Qz'y—  (iïV)'4-etc. 

4-  ( Rz"  )'  — etc. 

4-  etc.: 

comme  tous  les  termes  de  cette  formule  , à Texception  de  ceux 
de  la  première  ligne  , sont  des  dérivées  exactes , il  faudra  , pour 
que  la  fonction  V soit  une  dérivée  exacte  d’une  autrè  fonction  r 
que  le  produit 

(IV  — P -{-QU  — R">  -f  etc.  ) r 

soit  une  dérivée  exacte  : or  cela  est  impossible  , tant  qu’on 
n’établit  aucune  relation  entre  g et  les  autres  variables  qui  son& 
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dans  N , P',  Q" . . . ; au  delaut  de  celle  relation,  il  faut  que 
cette  première  ligne  disparaissev  d'elle-même  de  l’expression 
de  V,  ce  qui  donnera  l’équation  de  condition 

N—  P'  -4-  Q"  — R1"  + etc.  = o , 

• • 

laquelle  devra  être  identique  pour  que  la  fonction  V puisse 
avoir , en  général , une  fonction  primitive.  Lorsque  cette  con- 
dition aura  lieu  , la  fonction  primitive  de  F,  sera 

(P-Ç'-|-il®-etc.)z-|-((> — P'-|-etc.)z'-f-(iï — etc.)*® -(-etc.  ..(i). 

En  général , quelque  soit  le  nombre  des  variables  contenues 
dans  la  fonction  F,  si  l’une  d’elles  ainsi  que  ses  dérivées  sont 
linéaires,  on  aura  toujours  relativement  h celte  variable,  la 
même  équation  de  condition  pour  que  F devienne  une  fonction 
dérivée  exacte  , indépendamment  d’aucune  relation  entre  ces 
variables. 

Si  Q , R , et  les  coefficicns  suivans  sont  constans  , l’équation 
de  condition  devient 

N— P’  — o,  d’où  JV  = P'; 

d’où  il  suit  que 

F = P'z  + PP  + Qz"  4-  Rz"1  + etc. 

= (Pz)'+  Qz"  + Rz1"  + etc.  , 

dérivée  qui  a pour  primitive 

U = Pz  +■  Qz1  - f Rz"  -f  etc. , 

qu’on  obtient  en  supprimant  un  accent.  Supposons  en  second 
lieu,  que  le  cocfiicient  R et  les  suivans  soient  constans  : on  aura 

N-P'+Q"  = o,  , 

et  la  dérivée  F devient 

F = (Pz)'  + (Qz')'  _ iffsy  + Rz"  + etc. } 
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dont  la  primitive,  indépendamment  d’aucune  relation  entres 
et  les  autres  variables  , est 


U ~ Pz  -f-  Qz'  — Q'z  -j-  etc. , 

d’après  la  notation  employée , ou 

V = (P  — Q'  ) z + Qz' 4-  Rzl!  + «te. 


Pour  que  cette  ^fonction  U devienne  à son  tour  une  dérivée 
exacte  sous  l’hypothèse  précédente,  il  faut  qu’on  ait  la  con- 
dition 


P- — 2.Q'  = o,  d’où  P=ïQ 


donc  d’abord 


v=  (zQ'*y  - co,*y+  c Q~y + *** + “c- , 

= (^■0"  + ils"' + etc.  ; 

U = (Ç-r)'  -)-  ilj"  + etc.  ; 


valeur  de  U qui  n’est  que  la  précédente,  en  remplaçant  P par 
zQ1  : puis  si  l’on  désigne  par  1 V la  primitive  de  U , on  obtient 


'V  = Qz  Hz'  4*  etc. 


Mais  N=P'  — Q",  et  P'  ai  2.Q",  d’où  N = Ç"  : donc  U et 
'U sont  les  primitives  première  et  seconde  de 


V=  Q" z 4-  3ÇV  4-  Qz"  + Rz">  4-  etc. 


Nous  chercherons  à réduire  au  cas  précédent  la  recherche 
des  équations  de  condition  pour  les  fonctions  d’une  forme 

quelconque. 


\ 


f 
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Supposons  qu’une  fonction  V de  x,  y i y'i  y11  • ••  d’un  ordre 
quelconque , soit  la  fonction  dérivée  exacte  de  la  fonction  U 
de  l’ordre  immédiatement  inférieur  , indépendamment  d’aucune 
relation  entre  xetyt  il  est  clair  que  si  dans  V et  dans  U , on 
substitue  à -la-fois  y -J-  « pour  y , et  conséquemment  jr1  -f- 
pour  y' i y"  -f-  pour  y9  etc. , en  supposant  a une  fonction 
indéterminée  de  x , comme  y l’est  aussi  de  x ; ces  /onctions 
continueront  à être  l’une  la  dérivée  exacte  de  l’autre , puisque 
cette  dérivation  ne  dépend  pas  de  la  valeur  de  y,  ce  qui  aura 
encore  lieu  , si , après  les  substitutions  , on  le$  développe  sui- 
vant les  puissances  et  les  produits  de  «»,*',  j etc. 

Notons  par  U la  totalité  des  termes  du  développement  de  I/, 
où  les  quantités  « , u' , etc.  ne  se  trouvent  qu’à  la  première 

dimension  ; par  V la  totalité  des  termes  où  ces  quantités  for- 
meront deux  dimensions , etc. 

Notons  de  même  par  V la  totalité  des  termes  du  dévelop- 
pement de  V,  où  les  quantités  « , etc.  se  trouvent  à la  pre— 

a . , 

mière  dimension;  par  Vh  totalité  des  termes  où  ces  quantités 
forment  deux  dimensions  , etc. 

i a * 

On  aura  donc  U - j-  V -f-  U etc.  pour  le  développement 

de  ÎJ,  et  V+  V+  Ÿ+  etc.  pour  le  développement  de  V.  Cette 
dernière  série  sera  , comme  nous  l’avons  dit , la  dérivée  exacte 
de  la  première  , et  il  est  facile  de  voir  que  chaque  terme  du 
développement  de  V,  devra  être  la  fonction  dérivée  exacte  du 
terme  de  même  rang  du  développement  de  U , tant  que  les 
quantités  «,  m",  etc.  resteront  indéterminées  (*).  En  effet  , 

ces  quantités  n’étant  qu’à  la.  première  dimension  dans  V , sa 


(*}  Soit  U—  xy'  +y'* , d’où  V — xy"  +y'  + ny'y"  : si  on  rcmplac». 
y ' ei  y"  par  y‘  •+•  u * y"  ■+■  u"  , on  trouve 
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fonction  primitive  ne  pourra  contenir  aussi  que  les  première» 
dimensions  des  mêmes  quantités  ; par  conséquent  il  n’y  aura 

que  le  terme  U qui  puisse  être  sa  fonction  primitive  ; il  en  est 
de  même  des  termes  corresponde  ns  V et  U , où  ccs  quantités 
montent  à la  seconde  "dimension  , et  ainsi  de  suite.  Il  faut  donc 

d’abord  que  la  fonction  F soit  une  dérivée  exacte , indépen- 

I 

darnrnent  d’aucune  relation ‘entre  x , y et  « : or  , puisque  f'est 
la  partie  du  développement  de  F,  qui  ne  contient  que  les  pre- 
mières dimensions  de  «,  a" . . .,  il  est  clair  que  cette  fonction 
ne  peut-être  que  de  la  forme 

V=N*  + Pm'  + QJ  + IU"  + etc.,  ‘ 

les  caefliciens  N , P,  Q,  R , etc.  étant  des  fonctions  de 
x , y , y,  y",  etc.  sans  a.  Ainsi  tout  se  réduit  à trouver  les 
conditions  pour  qu’une  fonction  de  cette  forme  soit,  généra- 
lement parlant,  une  dérivée  exacte.  On  a donc  ici  le  cas  résolu 
précédemment , et  il  est  visible  qu’en  prenant  la  variable  a à la 
place  de  s , et  conservant  les  autres  dénominations , on  aura 
l’équation  de  condition 

■ N — P 4-  Q"  — R1"  -f  etc.  = o , 

laquelle  devant  avoir  lieu  d’ellc-même  , indépendamment  d’au- 
cune relation  entre  1 et  y,  devra  être  entièrement  identique. 
Cette  équation  ayant  lieu  , on  aura  pour  la  fonction  primi- 
tive de  V , la  fonction  (1)  en  y changeant  z Cn  a , z'  en 


V+  Ù+  U=  xjr'  + jr'*  + ( * + 3 y)  » + , 

y + F + V = xy"^ry'  +‘*y'jr"-¥  [(1+  3^")«'+(x-+*3y’)  «T]  H-  1«V'; 

donc  tj=z(x-Vl,y)<è  , 17=#’*,  y = (l-t-y*J#'+(x  + 3.y') *",F—  3#V': 
1 ) | 
ainsi  V est  la  dérivée  exacte  de  17,  et  y est  celle  de  U. 
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zn  en  te.  ; c’est-à-dire, 

Ù={P—  Q'+R'i—eicje+tQ— R'+elc.)u' +(Ii— etc.)*"+etc. 

Ayant  ainsi  la  valeur  du  premier  terme  V du  développement 
de  la  fonction  primitive  U , on  pourra  en^déduire  les  valeurs  de 

tous  les  termes  suivans  17,  Ô , etc. , par  les  principes  exposés 
{Cale,  diff.y  chap.  XIII),  en  regardant  chacune  des  quantités 
y,  y,  y",  etc.  éomme  autant  de  variables  indépendantes:  car 
en  partant  de 

U = F ( x , y,  y',  y»,  y"1,  etc.  ) , 


la  fonction  F ( x , y -j-  a , y'  -f-  <*'■>  y"  ~h  »n i etc-  ) étant  de've- 
lopée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  accroissemens 
u , etc. , deviendra  ( Cale.  diff.  , chap.  XIII  ) , en  observant 
qu’on  n’attribue  pas  d'accroissement  à x , 


„ d F AF  „ AF 

F+“^r+a>  d7  + -//v+elc', 


i A'F 

+ T 

, t ,d3F  , i 


, , 

àyi  “*  AyAy‘ 


7 + 


A'F 


2 
d 'F 


+ etc- > 


7i  + ClC-  » 


l.3  " Ay3  1 a dy'djc' 

où  F désigne  la  fonction  F {a: , y , y’,  y11 . . On  aura  donc 
ainsi 

jl  dF  , ,dF  . dF  , 

t,='17+'v+  Çî+  ’ 


U=z- 


ù=-± 


uuf  . 

<*/’  àyoy 


A'F 

*y* 

d3F 
3.3"  dj-3 


d’F 


H •**' 


7+  — “ 

d3F 


d’F 

/ld“ ^*tC- 


dj’dj 


7 + elc* 


Or  ayant  trouvé  ci-dessus  la  valeur  de  U,  la  comparaison 
des  termes  multipliés  par  a 11 , etc.  donnera 


> 
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d/> 

<!r 


— P_  Q'  _J_  Rll—e le. 


d/V* 

— r--- — = R — etc. 

' dj" 

De  ces  fonctions  dérivées , ou  coefliciens  différentiels  du 
premier  ordre  par  rapport  à chacune  des  quantités  y , y', 
y" . . • . . t on  déduira  suivant  les  règles  données,  les  coefïi- 
ciens  différentiels  du  second  ordre  et-  les  suivans  qui  feront 

connaître  les  autres  termes  U , V , etc.  du  développement  de  V. 
Mais  on  a supposé 

V = F ( x , y , y , yllr y ) 

d’où  1 • , 1 

y"  -$-•*+  etc-  ) = ^+^+t^+  l/-j-etc.: 
ainsi  on  aura  . • 

■F  (*i  J ■+*.#»  y +>\  y" + •>" + «île.)  rr-  F ( * , y,  ÿty" . . . ) 

= etc.  ; 

•> 

par  conséqudht , la  différence  des  deux*  fonctions  sera  donnée 
au  moins  par  les  séries.  Soit 

Psa/ (*,  >,  ÿ*.‘i  .•#<*))’ , 

r 

la  fonction  dont  {/  est  la  primitive  r-on  aura 

F (x  ■>&  + “ * *'»•  • • -f-  pour  la  primitive 

de  /(  x , y «r,  -f-  *'»••••  y(*>  * f*)')  i donc  la  primitive 

de  . 

f(.xty+*>  y[ +*'»•••  .^w+-*w  )-*-/(*» 

sera  donnée  et  égale  à 

4-  *>  y+*S  • • •y~*)  +•><>—>) — F(*,  j,  . •ytTr')). 
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Faisons  # = — y , la  fonction /(*,  y -j-  «...  _y(")  -f-  »("))  se 
réduira  à _/*  qui  a une  primitive  , puisque  Jx  es^  le  coefficient 
différentiel  d’une  fonction  d’une  seule  variable  j donc  aussi 
/ (a; , y , y . . . yin'i  ) admettra  une  primitive. 

Ainsi  une  fonction  quelconque  de  la  forme 


/(*! yiy\yv---) . 

ne  peut  avoir  une  fonction  primitive  indépendamment  de  toute 
relation  entre  x et  y , à moins  que  l’équation  de  condition 

N — P'  + Q«  — JR'"  -1-  etc.  = o , . 
n’ait  lieu  d’elle-mdme. 

Or  ayant  supposé  que  Nm  -f-  P*'  -f-  PJI  4*  etc.  sont  le*  pre- 
miers  termes  du  développement  de  J (ar,  y,  y,  y" . . .)  , lors- 
qu’on y change  y en  y -j-  0 , y'  en  y’  -j-  0' , etc. , on  aura 


d. 

~ ày  ’ 


R = 


d.  fÿ" 

dy«  ’ 


ete.  ; 


de  sorte  que  l’équation  de  condition  ci-dessus  deviendra 


a {Mil  a- {Mît 

- t v 1 , \ Ay':  * 


-J-  etc.  sx  o . . . . (2) . 


Exemple.  Soit  la  dérivée  du  second  ordre 
ÿ x?'  j xy"  * 

y.  y1  y ' 

. * 

qui  représente  Je  coefficient  du  d#’  dans  la  différentielle  se- 
conde 

(IL  _ 211  + si-)  a»., 

V y y y ' 


en  supposant  y fonction  indéterminée  de  * ; il  s’agit  de  recon- 
naître si  cttte  différentielle  est  exactement  celle  d’une  autre 
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différentielle  du  premier  ordre  , ou  seulement  si  son  coefficient 
est  la  dérivée  exacte  du  coefficient  du  cîîfc  dans  celle-ci  : on 
trouve  * 


Nz=- 
—P'  = 

Q"=- 


y% 

+ y ~ 

y a 

sy 

4 xr'*  , 

, 2xya 

y* 

^ 1 

1 r 

+ 

xy« 

, y 

y x 


le  coefficient  R"'  et  les  suivons  étant  nuis  ; l’équation  de  con- 
dition est  satisfaite  , et,  en  effet,  la  proposée  est  la  différen- 

tielle  exacte  de  — dx , ou , ce  qui  revient  au  même  , son 
coefficient  est  la  dérivée  exacte  de 


Si  la  fonction  proposée  contenait  non-seulement  les  variables 
xiy  avec  leurs  dérivées,  mais  de  plus,  une  autre  variable*, 
fonction  indéterminée  de  x,  avec  ses  dérivées  z ',  zn,  etc. , on 
ferait,  par^rapport  à cette  dernière  variable,  des  raisonnemens 
et  des  opérations  semblables  à ceux  faits  relativement  à la  va- 
riable^, et  on  parviendrait  à une  équation  dt  condition  entiè- 
rement analogue  à celle  qu’on  a trouvée  pour  y , et  qui  serait 


Ainsi , pour  qu’une  fonction  quelconque  delà  forme 

/(*  » ï » y'i  y"  • • ••*  , a',  z*,  etc.  ) soit  une  fonction  dérivée 
exacte  de  l’orde  immédiatement  inférieur,  il  faut  que  les 
équations  de  condition  (2)  et  (3)  aient  lieu  , et  réciproquement 
ces  deux  équations  ayant  lieu  d’elles-mêmes , on  sera  assuré 
que  la  fonction  proposée  ést  une  dérivée  exacte  , quelles  que 
soient  les  fonctions  y et  z. 
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Si  on  voulait  que  la  fonction  V fût  une  dérivée  exacte  du 
second  ordre*  il  fcudrail  de  plus  que  la  fonction  primitive 

de  V \ c’  est-à-dir&,  la  fonction  U fût  elle-même  une  dérivée 
exacte  : or  en  supposant  pour  abréger 

p — P — Q'  -(-  R11  -{-  etc. , Ç — Q — jR'  + etc. , r=R — etc., 

on  a ^ 

U = p » -J-  <]u'  -(-  etc.  y ^ 

et  il  est  facile  de  trouver  par  les  mêmes  procédés  employés 
pour  la  fonction  V,  que  la  condition  nécessaire  pour  que  la 
fonction  U soit  une  détivée  exacte  , indépendamment  de  la 
valeur  de  a , est  renfermée  dans  l’équatijfi  . 

p — q'  -J-  r"  — etc.  = o , 

laquelle,  en  remettant  pour  p,  y,  r,  etc.  leurs  valeurs , devient 
P—  2 4-  3 R"  — etc.  = d* 

donc  pour  qu’une  fonction  de  la  forme  /(  x,y,  y',  y",  etc.) 
soit  une  fonction  dérivée  exacte  du  second  ordre,  c’est-à-dire, 
une  fonction  dérivée  d’une  fonction  dérivée  , indépendamment 
d’aucune  relation  particulière  entre  a:  et  y,  on  aura  relativement 
à y , outre  la  condition  (a)  , celle-ci 


fA.JyH  - 

V dy"  y 

) , V <!>•"'  J 

djy'  do:  èxA 

et  l’on  aurait  une  partielle  condition  relativement  a z , si  la 
fonctiod  proposée  contenait  aussi  z , z' , z ",  etc. 

On  trouverait  de  même  pou*  que  la  fonction  proposée  fût 
une  dérivée  du  troisième  ordre,  relativement  à y , 


d.fy« 

, V dy'"  ) 

■ c'A  ml 

dy" 
l ainsi 

dx 

de  suite. 

^ * dx1 

etc.  ~ o. . . (5)  , 


Digitized  by  Google 


de  Calcul  intégral.  '4g7 

Considérons  une  fonction  dérivée  du  premier  ordre  , telle 
que  /(*  ,y , y'  ) : l’équation  de  condition  pour  qu’elle  soit 
une  dérivée  exacte,  est,  d’après  (2) , 

, d Ï 

à'  ff  V ty  J _ 

dy  dx  ° * 

mais  pour  que  cette  équation  puisse  être  identique  , il  faut  que 

1 j \ ày*  ' . . 

le  second  terme — ne  contienne  pas  dç  coefficient  dif- 

férentiel  relatif  à y,  d’un  ordre  plus  élevé  que  le  premier  terme 
d . Jy  ; . 

-g — : or  celui-ci  ne  peut  contenir  que^  ; dont  il  faudra  que 
d' ^y' 

,—^p — n«  contienne  pas  y'  ; autrement  sa  dérivée  par  rapport 
j f à.Jf  \ 

dy  ) 


a x 1 notée  par ^ y contiendrait  y,r  : il  suit  de  là  que 

la  fonction  proposée  ne  peut-être  de  que  la  formé 

4 

(.*>?)  + r'f  («,.r  )=./(*,  y,  y) 

et  <p  étant  des  signes  de  fonctions  : on  aura  donc 

d.Jy  d.ty  , d.qy 
dy  dy  ày  ’ 

d.fy' 

= d’où 

Ainsi  l’equation  de  condition  sera 


d (±ÊL\ 

V dy  /__d.(p  (x,y) 

d*  dx 


1 d-<P  {Xy?) 

<!r  dZ — = 0; 


3a 


♦ 
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d-<P  Q,  y) _ d.yg  d.çr  . 

dx  dx  d y 

donc  l’équation  précédente  se  réduit  à 

d.-I'y  d.®x  , d.J/y  A.fix  _ 

dj-  dx  dy  dx 

en  sorte  qu’en  désignant  ^ ( x , y ) par  P,  q>  ( x , y ) par  Q , la 
proposée  qui  devient  alors 

Pdx  + Qdy, 

n’est  intégrable  que  sous  la  condition 

dP  _ àQ  ' ’ • 

i\y  dx  * 

ce  qu’on  savait  déjà  , et  ce  qui  sert  à vérifier  l’analyse  précé- 
dente. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  proposée  soit  du 
second  ordre , et  de  la  forme  y (çr , y,  y',  y'1  ) ■ l’équation 
de  condition  pour  qu’elle  soit  une  dérivée  exacte  , sera  , 
d’après  (2)  , - 


d (à  ' /y  > 

) d’  (àW'\ 

d .{y  V ày1  J 

1 , . V dyll  ) 

11  est  d’abord  évident  que  pour  que  cette  équation  puisse  être 

- - d .Ïy" 

identique  , ' il  faut  que  - ^ ue  contienne  p ?$y//m,  autrement 

contiendrait  ytT,  et  comme  les  termes  précédens 

ne  peuvent  contenir  que  y_,  yfr  y",  y’",  Je  terme  contenant 
y,r  ne  serait  pas  détruit.'  La  fonction  proposée  ne  pourra  donc 
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être  que  de  la  forme 

'P  ) +y"<P  ( *,y,  y')  =/(*.  y»y',  y"), 

et  on  en  déduira 

àjy  _ d-4-7  . „ dyy 

dj  dj  +-r  dj 

_ d-4j'  „ d ■ <pj' 

d/'  dy  dy' 


àfy11 


d y.ii  — <p(ar.y.y/); 
en  sorte  que  l’équation  de  condition  sera 


-d  - ^ . „«  ■*•*/  . 
djr  “ dy 


+ 


/d.^y' 

\ dO^'l 

V dy' 

J 1/  dy  J 

dx 

dx 

' • <P  (*> 

dx* 

— 0 , 

donc 


d . ip  (x,y,y')  d.<px  . . d.0y  . ..  d.qjy' 

+f-sy+s" 


ilx 


dx 


*■«»  , , ‘‘D’*  Ty\) 

do:’  ^ dx*  dx  dx 

i " ' * • . î; 

Par  cette  substitution,  la  même  équation  de  condition  deviendra 

dV^L'V  1 

V dy1  / d*.<p;c 

“T 


d-4y  ,,  d.yy 
*.  dy  * J dj* 


dx  1 dx* 

* <1  [y  i.îLl 


dy  J 


Supposons,  pour  abréger, 


dx 


t **  «■  . - > 
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A.tpx  d.4y'  , , d.<?y  , 

-^-=*i^r,yy, 

la  caractéristique  4 dénotant  une  fonction  connue  de  x , y,  y'  » 
on  aura  l'équation 

*1  -4y  , d.®y  , d.<p(*,y*r') 

i r + Y~w+ — ^ • 

mais 

à.<t>(x,y,y>)  _d.<bx  , , d.<J >y  , ..,(3.®/. 

d*  — dx  dy  ^ y dy'  * 


donc  l'équation  de  condition  se  réduit  à 

"d.4>y 

dy  * " 


d'te  + ^+/^+r'[- 


dy 


*y 


"dÿ7" J — °* 


•• 

Or  il  est  visible  que  la  quantité  y"  n’entre  pas  dans  les  trois 
premiers  termes , puisqu’elle  n’entre  pas  dans  les  fonctions 
représentées  par  4"  et  ♦ : donc  pour  que  l’équation  puisse  être 
identique,  il  faut  que  les  termes  multipliés  par  y*  disparaissent  : 
par  conséquent  l’équation  de  condition  se  partagera  dans  les 
deux  suivantes  : / 


d.œy  d.4>y'  d.4y  d.<t>*  d.<J>y 

TF  + 1^='”  -3r+—  + *' 

qui  devront  avoir  lieu  séparément  pour  que  la  proposée  toit 
une  dérivée  exacte. 

Exemple.  Reprenons  la  dérivée  ( pag.  494  ) 

y *y 1 , *y” 

7~~7  + 7’  * 

on  aura  ici  • , * 

=~T—  77-’  — 

JJ  J 

d’où  on  tirera  > . 
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Soi 


d-ty  _ y'  , 
dJ  — y%  y3 


à.ty 


2xy' 


dx  y*  d \y  y3  d \ÿ 

Ainsi  les  deux  équations  de  condition  deviendront 


x x 

r + r 


f , 2xy' 

y‘+  y3 


4 


y'  zxy* 


: o , 


y'  y 3 

qui , comme  on  le  voit , se  vérifient  d’elles-mêmes. 

Il  est  prouvé  , par  ce  que  nous  venons  de  dire  , que  les  fonc- 
tions dérivées  des  deux  premiers  ordres  , ne  peuvent  être  des 
dérivées  exactes , à moins  qu’elles  ne  soient  ^e  la  forme 

4-  4 ■y,v(x>y),  4 (*,y,y'l  +y"<p(*,y,y'),  etc., 

et  on  démontrerait  de  la  même  manière  que  si  la  fonction  pro- 
posée est  de  l’ordre  n,  elle  ne  pourra  être  une  fonction  dérivée 
exacte,  à moins  qu’elle  ne  soit  de  la  forme 

y(n~’>)  +y(n)<p(x,y,y"....y(n~1)), 

et  on  prouverait  aussi  que  de  même  que  pour  les  fonctions  du 
second  ordre , l’équation  de  condition  se  décompose  en  deux 
qui  doivent  avoir  lieu  à-Ia-fois , pour  les  fonctions  du  troi- 
sième ordre,  elle  se  décomposera  en  trois  ; pour  les  fonctions 
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du  quatrième  ordre,  elle  se  décomposera  en  quatre,  et  ainsi  de 
suite. 

Cherchons , en  second  lieu , les  conditions  sous  lesquelles 
une  équation  dérivée  entre  un  nombre  quelconque  de  variables, 
peut  admettre  une  primitive  entre  les, mêmes  variables. 

Soit  V ~ o une  équation  dérivée  donnée  entre  z , x,  y et 
* les  dérivées  z',  zH,..,  y,  J'"---  de  z et  y;  et  il  s’agit  de 
trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  z soit.une  fonction 
de  x,y,y,yl/,  etc.  , indépendamment  d’aucune  relation  entre 
x ci  y-  Si  dans  F oh  z est  une  fonction  de  x , y,  y',  y11,  etc.  , 
on  écrit  partout^  -f-  a poury,  et  conséquemment^  -J-  «'  pour 
y,  y"  -f-  t»n  pour  y"  etc.,  la  quantité  « étant  supposée,  comme 
ci-dessus,  une  fonction  indéterminée  de  x,  et  qu’on  développe 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  »,  etc. , la  fonc- 

tion V deviendra  comme  plus  haut , 

• 

F + F + F + P etc. 
et  l’on  aura  les  équations 

F— o,  F = o , F—  o , ^==  o; 

C3r  si  on  imagine  qu’on  substitue  dans  F pour  z sa  valeur  en 
x,y,  y\  y",  etc.,  l’équation  F = o deviendra  identique; 
donc  cette  identité  subsistera  encore  après  la  substitution,  de 
y + *./  + Y"  + *">  etc.,  pour  y , y\  y »,  etc.,  rt 
le  développement  suivant  »,  »’, .a/,  etc.;  et  comme  ces  der- 
nières quantités  sont  supposées  indépendantes  de  x et  jfj  il  est 

«a 

visible  que  chaque  terme  F,  F,  etc. , qui  contient  les  mêmes, 
dimensions  de  » , »',  y" , etc. , devra  être  identiquement  nul 
dans  l’équation  développée 

F -f-  F -f-  F -f-  ^ + etc.  = o. 

Représentons  la  fonction  F par 

f(z,z',  z'- etc.  a etc.  } = o. 


« 
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et  dénotons  par  z , z,  etc. , les  différens  termes  du  développe- 
ment de  la  fonction  z,  dans  lesquels  les  quantités  *i,  a",  etc., 

forment  ensemble  une  , ou  deux  , ou  trois  , etc. , dimensions  : 
or  Ia"somme  des  termes  de  première  dimension  en  « , etc., 
donnés  par  la  fonction  /,  en  y regardant  pour  un  moment, 
r,  z',..  comme  des  constantes,  et  observant  que  x ne  prend 
pas  d’accroissement  ; est  ( Cal.  dff.  chap.  XIII.  ) 

d./y  d./r'  d./y^ 

mais  parce  que  z doit  être  une  fonction  de  x,y,  y' . . • que 
nous  désignons  par  <p  ( x , y-,y'i  y",  etc.),  et  que  d’ailleurs 

z représente  la  somme  des  termes  de  première  dimension  en 
etc.,  après  avoir  change  dans  <p  (x,  y,  y',yn,  etc.,  ) 

y,  y',  y", etc-  Ie"/ + »\y"  + ctc-  » on  aur.a 


t 


• Z i 

on  déduit  de  là 


Nu  -f-  Pu'  QJl  + ctc.  : 


e'  =iV',*  + (AT+P')»'4.(P+Q')*'/  + ctc., 
z"  =N»u  + (a N'  + F'  )u'  -p  ( A+ 2 P'  4-  Q")  u”  + e te. , 
etc.  ; 

il  faudra  donc,  sous  le  signe  J , changer  z , z',  z 11 , etc.  , en 

z,  z',  z^1,  etc.,  et  développer  jusqu’aux  premières  dimensions 
de  a>,  etc.,  en  regardant  comme  constantes  les  variables 

y , Y , yH en  dehors  de  z , z',  z^,  etc. , ce  qui  donnera 

ainsi  cette  autre  partie  dù  développement , 


à.Jz 


dz  T 

On  aura  donc  ainsi 


dz'  ^ 


d ,/z* 

"dzF 


etc. 
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' > à.fz  >'  à.fz'  < d./r* 

r = z-dT  + *-dF-  + '"-d ir  + e*c- 


i ~ \u  i / -vj  t u ^'Jy^ 

+ * tt  + * ~~y~  4-  • ' 


y/r  . , d--/rf 
dr  + dy 


Jy+«- 


> = O ; 


mais  comme  celte  équation  doit  avoir  lieu  inde'pendamment 
des  quantités  u , a*,  etc.,  qui  doivent  rester  indéterminées  , 

il  faudra  égaler  à zéro,  les  facteurs  de  chacune  de  ces  quantités, 
d’où  résulteront  ces  équations 

+e^+(!v+e)^-H>«'  + e") 

^4e^+(e+e,)^+(W+»e+«»)*^+.»j=o,| 

etc. , 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  les  inconnues  P,  Q , etc.; 
en  sorte  qu’il  restera  nécessairement  une  ou  plusieurs  équations 
qui  seront  les  équations  de  condition  cherchées. 

Supposons , par  exemple  , que  l’équation  proposée  soit  de  la. 
forme  # 

/(  *,  z',  x,y,y,jr»)  = o, 
on  fera  simplement 

£ = JVoi  -j-  Pêt\ 
et  l’on  aura  les  trois  équations 


<!r 

d.jy 


fe^  + (»+e,i^  = o. 


dy 

d/y  . Pd-y'-.D. 

~VT  + J -dp--0’ 


• •(6) 
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la  dernière  donnera  P,  la  seconde  donnera  N , et  la  première 
donnera,  par  la  substitution  des  valeurs  de  N et  N',  l’équation 
de  condition  nécessaire  pour  que  la  quantité  z,  dans  la  proposée, 
puisse  être  une  fonction  de  x,  y,  y',  indépendamment  d’aucune 
relation  entre  x et  y. 

Exemple  I*'.  Soit  l’équation 

*'  — x,y)—y'p(z,  x,y)=:ot 

s}/  et  p étant  deux  signes  de  fonctions  : on  aura 

/(*»  ) =*'  — ’J'  (*>  *,y)  —y'  v (*,  *».r)  — o, 

et  de  là  on  tirera  ces  valeurs 


d./z  d.-^z  'd.yz 

dz  dz  7 dz  ’ 

d.Jy  _ d.4 y d.ipy 

dy  dy  7 dy  ’ 


d.fz' 
d z’ 

d.fy 


» 

— (?(*,  x,y ) : 


d ,/y#  • ’ 

comme  la  proposée  ne  contient  pas  yn,  on  aura  " \ ’ — 0 > 

et  la  dernière  des  trois  équations  de  condition  trouvées  ci-dessus, 
donnera  sur-le-champ  P ==  o , ce  qui  réduira  les  deux  pre- 
mière* à 


— 9 (z.  *,y)  + JV  = o; 
la  dernière  donne 


JV=  <p  (*,  *,  7)  : 

donc,  substituant  dans  la  première  et  changeant  les  signes  , on 
aura 


^ • <P  *,y) 

dx 


m 
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SoG 

niais 


, d.ipz  , d.4*  , , d.<pr 

= 2 TT  + aT+' 


dx 


*y 


où  i'  = — , et  la  proposée  donne 


z'  ( z,  x,y)  ip  (t,  a,r); 
faisant  donc  ces  substitutions  et  effaçant  ce  qui  se  détruit , on 
aura  cette  équation  de  condition  -.Si  i r- 

d.skr  . d - . d.<j>x~  d.<pz  \r.\ 

qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trotwée  ( pag.  367  } 
pour  qu’une  équation  dérivée  à trois  variables,  puisse  admettre 
une  primitive  entre  ces  variables. 

•£  „ .mw  ^ 

i».  Soient  4(z,j:,j)  = , <r(z,x<jr)  — ~ J—» 

x y 

«n  sorte  que  la  prépose' e sera 


f*  » r 

Z Z Z Z 

z'  + — + —y  —o  = Az  + ~ àx  *f~d r; 
* y * y 


oti  aura 

d.4;r 


d.^z 


1 d . tyx  d . <pz 

dy  V ' dz  r . x dx  ...  ds 
tt  l’équation  de  condition  donnera 


- ' +;• 


-j O , 

JX  yx 


::i;b  cl 


laquelle  étant  identique  , annonce  que  la  proposée  admet  une 

iritégrale.  •'  ! 1-  s.-.‘  — | 

r #»*’* 

2«.  Soient  4(x,z,j)  = — — , <p  {z,  x,y)  = —.  — ‘- 

»'  . i>  11  J? 

b proposée-sfïa)  ç ( — ' ' *!  r—  ; , 


*'  + i + 1-S  ==  o = dl  + +^jyi 

XX  XX 


y 


y 
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d’où  l’on  conclut 


d-4^ 


1 d.-J/x:  d.0x  y d.0S 


dj 


d z ’ dx 


x’  ’ d z 


— o. 


le  premier  ménibre  de  l’équation  de  condition  dévient  donc 

IV 

— , fonction  qui  n’est  pas  identiquement  nulle  , en 

X x 

sorte  que  la  proposée  n’admet  pas  de  primitive  entre  x , y 
et  z.  t. 

2— y x. 

3°.  Soient  4 (i:,  x,  j)  = <ç(s,  x,y)z= — i 

y — z y~z 

on  aura  pour  proposée  v 

z'  -f-  -( — - y'  = o = dj  -j — ~ dx  -q — d y , 

y— - y—-  y—z  y—z 


et 


d.-iy  d.4^ 

dy  ~°’  dz  ~~  ’ 


d.ipx 


d.®s 


y — z dz  (y^-zy 

le  premier  membre  de  l’équation  de  condition  , savoit  : 

I X . ! 

^ JT  > n’est  Pas  nul';  cependârtt  si  l’on  pose 

~rz  + iylzÿ  = °'  d’°“  *=y  + *> 

on  trouve  que  pour  cette  valeur  de  z,  la  proposée  devient 
dy  -j-  dx  — dx  — dj'  = o , 

d’où  l’on  conclut  que  z est  unc  solution  singulière  de 

la  proposée , puisqu’elle  lui  satisfait  sans  constante  arbitraire. 

Exemple  II.  SoitTéquation  dérivée  du  second  ordre 
— zy'z"  —y’  ( i +y  -f  + (*  + zz')y1  = o 
J ("» z » z"i  xty iy\ylri)i 
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qui , multipliée  par  dx5,  revient  à celle-ci  • 

— zdyd'z  — dy  (dx*  -J-  cly’  -|-  dz’  ) -}-  ( xdx  4*  *dz  ) A'X  — °î- 
nous  aurons 


^r=-C^+3^,+*,’+ O »^r  =*+"'» 

V±=-Szii+zy, =-2yz'+zy», WL=-tyy  ^ 


en  sorte  que  les  équations  de  condition  (6)  deviennent 
N ( z'y»  — y'z»  ) -f-  N'  ( zy»  — a y'z'  ) — N»zy'  = o , 

- ( zz’l  + 3y>  + + 1 ) + P(  —y’z»  + z’ y»  ) 

+ (N+P){zy»-2yz')-(2N'+P»)zy'  = o, 

x + zz'  + Q(  —y'z»  + z’y»  ) + (P  + Q>  ) ( zy"  — ay’z *) 

-(JV+a  p + q»)zy. 


Il  serait  assez  difficile  de  s’assurer  si  ces  conditions  sont  satis- 
faites, quoique  cependant  la  proposée  soit  une  dérivée  exacte. 
Exemple  III.  Soit  enfin  la  dérivée  du  second  ordre 
V—  xzz»  -j-  xz'^yyzz'  4-  xyy"  4-  zy''yy'y'  4- *4*  zy=o , 
qui  revient  à 

xzd’z  4-  xdz’  -\-yzdxdz  4-  zydy  4-  xdj'5  -{-y'‘dydx 

4-  ( x 4-  *y  ) dx’  = o. 

On  a 


A-Jÿ 

dr 

d -fy" 
dy 11 
d.fz» 
dz"  • 


t=  zz'  4-  xy»  4-  xyy'  -f-  x , 
d ./z 

= *r  > ~jr  = xz'  +sz  > 

= xzf 


TF  = “*' +^’ 


et  les  équations  de  condition  ne  sont  pas  encore  satisfaites. 
Mais  si  l’on  multiplie  la  proposée  par  un  facteur  n , les  équa- 
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tions  de  condition  (2)  et  (3)  deviendront 

, , /d.nr  \ . /d.nr  \ 

d.nr  d\  dy'  / . d ( dy"  / 

dx* 


Sog 


d.nT 


dx 

'd.nr' 


= 0, 


dx 

d’où  l’on  déduit 
/&V  • d*r 


d.nr\ 

d Z»  ) 


dx 


dx1 


dy*  dx1  \ 

■dn 

.dy1 


d3r 

I fN  dx: 

dn  d*n 


• d*r  d3r  \ ydr_  d*r  \ dn 

V,  dy  dy' dx  dy*  dx*/ 11  Vdy’  2 dy*dx/  d* 

dr  d*n  /dn  d*n  , d3n 


<w 


dr 


dy  d_y'  dx  ' dy  * dx’ 

d»n\ar  dn  d*T 

dy  "dx/  dx  dy*  dx* 

d*r  . d3r  \ 


0* 


( dx  dx'  dx  "T~  dx*  dx’ 

dr  d*u /dn 

dx*  * dx*  \ dx 


(«)> 

\ _/£T_  d»r  \ dn 

*/n  \dx'  adx*dx/  dx 


d*n 


d3n 


dx'dx  ‘ dx*dx 


0' 


/dn  d*n  \ dr  dn  d*r  * 

’ \dx'  2dx*dx/  dx  dx*  " dx*  **"  ' ' ’ 

or  à cause  de  V = o , lis  seconds  membres  des  équations  (a) 
et  (6)  sont  nuis  : d’ailleurs , en  faisant  les  opérations  indiquées 


, on  trouve 

, : 

-*y) 

dn 

+ *y 

d*n 

dx 

dx* 

. dn 

d*n 

dx1  ° 

Eliminant  , on  obtient 
dx* 


(x  4-  x«'  +yf)  ns  o, 


) 
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équation  satisfaite  par 

x -f  zz'  +7/  — o ; 

et  comme  d'ailleurs  cette  équation  satisfait  à la. proposée,  ainsi 
qu’il  est  facile  de  s’en  assurer,  elle  ne  pourra  être  qu’une  pri - 
mitive  singulière , puisqu’elle  ne  renferme  pas  de  constante 
arbitraire. 

Dans  le  second  exemple , on  est  conduit  aux  deux  équa- 
tions 

(6ü'*»-f-6 yy+zze»1)  n + (3+3/’  + 3*'»  -f  3 «//)  iü 

Cl  JC 

* ; • d’n 

! +('+"  )3:r=«,>. 

I 9 //  , J’ïr  1.  : \ 

' ...  . d*n 

et , en  éliminant  g-j , on  trouve  , • 

(fy'z'zH  z'"  — 2 aÿ" — zzz'jr'")  n 

-f  (3/4-3/*+  3/V  + 3*/**  — 2,jy*—Zzzy/r)  4~  = o. 


- 1;  / n 


d* 


Avant  de  continuer  l’élimination,  il  çqpvient  d’examiner  si  celte 
équation  ne  serait  pas  satisfaite  en  y substituant  les  valeurs  de 
X " et  z'",  tirées  des  deux  équations  : ' 

r--dr  é - “ 

V =o,  -j— - r=  zz'ym  — Sy'yB  , — 3/ z'züss+i. zy'xl" -f- xy"1  =no: 

or  cornue  la  chose  arrive. , il  s’ensuit  nue  la  proposée  est  inté- 
grable. 

;ï 

11  est  facile  de  généraliser  ce  qui  vient  d’être  dit  ^ c’est-à-dire, 
de  1 etendre  a une  fonction  dérivée  d’un  ordre  quelconque,  et 
d’un  nombre  quelconque  de  variables,..  >0  ,,,. 


--  .'!  < 
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CHAPITRE  XVIII. 

Du  Calcul  aux-  différences  finies. 


LESpremiersauteurs  du  Calcul  différentiel, Earrow  cl  Leibnitz, 
ont  considéré  les  quantités  variables  comme  croissant  par  des 
différences  infiniment  petites  , ét  ont  inventé  les  équations 
différentielles  pour  déterminer  les  rapports  de  ces  différences. 
Comme  la  supposition  des  quantités  infiniment  petites  répugne 
à la  rigueur  de  l’analyse  , on  a considéré  depuis'  les  accrois— 
semens  des  quantités  variables  comme  finis,  et  on  a formé,  à 
l’imitation  du  Calcul  différentiel,  un  nouveau  calcul  pour  les 
différences  finies  : ce  calcul  dont  Tàylor  avait  donné  la  pre- 
mière idée  dans  son  Uléthodus  i ncremen  t orum  , et  dont  on  s’est 
beaucoup  occupé  dans  ces  derniers  teins , sous  le  nom  de 
Calcul  aux  différences  finies , sert  à trouver  la  loi  des  termes 
consécutifs  d’une  série  ou  progression  dans  laquelle  on  connaît 
1 e.xpi ession  ou  la  formation  du  terme  général,  et  réciproquement 
a trouver  l’expression  du  terme  général,  d’après  la  loi  des  termes 
consécutifs.  Ainsi  le  calcul  qu’on  a pommé  aux  différences 
finies , n’est  proprement  que  le  calcul  des  suites.  * 

Soit  une  suite  de  quantités 

o * a .1  ^ 

y ■>  y » r>  y > «c., 

ÿ*i  rt’PontÎÇnt . à cçs  quantités  eu  progression  arithmétique 
o , i , a i , 3 i , 4»,  etc.  ; 

désignons,  en  général,  un  terme  quelconque  de  la  première  suite 
par  y , et  le  terme  correspondant  de  la  seconde  suite  par  x ; 
désignons  de  plus  par  y',y\y",  etc.  les  termes  qui , dans  il 
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première  suite , suivent  le  terme  y , et  qui  répondent  aux 
termes 

* -f-  i,  x -f-  a i , x-f-dr,  etc. 

de  la  seconde  : enfin  notons , pour  plus  de  simplicité  , par  les 
caractéristiques  A , A’  , etc.  les  différences  premières  , se- 
condes , etc.  des  termes  de  la  première  suite  , de  manière  qu’on 
ait 

4 r— y —y  > *'y  =y"  — °ÿ  + y * etc- : 

à l’égard  de  la  seconde  suite,  il  est  clair  qu’on  aura  Aa;=i, 
A**  = o , tèx  = o , etc.  Cela  posé  , supposons  d’abord  que  ta 
première  suite  soit  formée  de  la  seconde  par  cette  loi  très- 
simple 

y=  ax. . . .(i)  , 

a étant  un  coefficient  constant  pour  toute  la  suite  : on  aura 
donc  aussi  en  changeant^-  en  y'  et  ar  en  * -f- i,  l’équation 

jr'=o(x  + t) (2); 

et  comme  les  deux  équations  (1)  et  (2)  doivent  avoir  lieu  en 
même  tems , on  pourra  , si  l’on  veut , en  éliminer  la  cons- 
tante a.  Retranchant,  à cet  effet,  la  première  de  la  seconde, 
il  restera 

y— y — ai,  ou  Ay=ai,  d’où  0=—^—: 

® • Af  ■ 

donc  substituant  celte  valeur  dans  la  première  , elle  deviendra 

xAs 

La  première  équation  yz=ax  donne  le  terme  général  de 
suite  , et  la  précédente  donne  la  loi  entre  les  termes  successifs  ; 
car  puisque 

4r  =y  —yi 

on  aura 
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y=^+J7-> 


x + i' 

ou  y'  = a—- — y. 


formule  qui  montre  comment  un  terme  se  forme  du  précédent.' 

Réciproquement  , connaissant  cette  loi  des  termes I 

x ày  , , . , 

y = — —•  t le  terme  general  sera  nécessairement 

; i 

y — **> 

a élant  une  constante  arbitraire  , puisqu’alors 

.1  i x : 

et  que  — ~ est  une  quantité  constante  dans  toute  l’étendue  de 
la  suite. 

Si  la  différence  i de  la  progression  arithmétique  ‘devenait 
infiniment  petite  , la  différence  correspondante  A y deviendrait 

aussi  infiniment  petite  , et  leur  rapport  =•  a serait  toujours 


le  même  : dans  l’infmiment  petit , ce  rapport  devient 


d*  ’ 


en 


regardant  y comme  fonction  de  x , et  l’équation  y-=xax  devient 
alors 

ày 


dx 


* > 


qui  est  la  dérivée  dont  y = ax  est  l’intégrale  , a étant  la  cons- 
tante arbitraire. 

Supposons  maintenant  cette  loi 

y = , 

qui  n’est  guère  plus  compliquée  que  la'  précédente  ; on  aura 
donc  aussi  en  changeant  y en  y1  et  x en  x -{-  i , 

y = ax  -f-  ai  -f-  a’ , 

retranchant  la  première  de  celle-ci , et  mettant  Ay  pour  y'  —y-, 


on  aura 


33 
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A y i 

&y  bs  ot  f d’où  a = — ~ , 
substituant  pour  a cette  valeur  dans  la  proposée,  on  aura 


y= 


équation  aux  différences  finies  , indépendante  de  la  constante  a: 
L’équation  (i)  donne  donc  l’expression  du  terme  général,  et 
l’équation  (2)  'donne  la  loi  entre  les  termes  successifs , de 
manière  que  cette  loi  étant  proposée , on  aura  par  la  première 
équation  le  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  a. 

Soit  , en  général  , 

F (.  x,y,  a)  = 0, 


l’équation  par  laquelle  le  ïerrtie  général  y est  déterminé  e» 
fonction  de  x , a étant  une  constante  quelconque  : cette  équa- 
tion est  censée  avoir  lieu  également  pour  les  termes  successifs 
y'  1 y",  etc.  qui  repondent  aux  valeurs  successive* 
x -j-  2 i , etc.  de  x : ainsi  on  aura 

F (*  + * >/'»«)  = o, 

et  on  pourra  par  la  combinaison  de  ces  deux  équations , éli- 
miner la  constante  a.  On  aura  de  cette  manière  une  équation 
sans  a , mais  qui  sera  Bn  x , y tly',  et' si  à la  place  de  y1, 
on  substitue  y-f-A_y,  l’équation  sera  en  x , y , ù.y  , et  « 
sera  une  équation  aux  différences  premières. 

De  même  si  l’équation  du  tenue  général  renferme  deux 
constantes  a et  b , comme 

F{x,y,a,  b 5 i=  0 , , 

on  pourra  faire  évanouir  ces  deux  constantes  par  le  moyen  des 
deux  équations  successives 


■F (*  + '» .7',  — 


F(x£  zi, y1',  a,  b)  = 0; 

k ' 
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l'Équation  résultante  sera  alors  entre  * , y , y,  yH,  ou  entre 
* i y » y , > en  remplaçant  y'  par  J + Ay  , y«  par 

y - f-  2 A/  -f-  A y : ce  sera  donc  une  équation  aux  différences 
secondes.  Et  ainsi  de  suite. 

Doue  réciproquement , toute  équation  aux  différences  pre- 
mières, ou  entre  deux  termes  successifs  , comportera  une  cons- 
tante arbitraire  dans  L’équation  du  terme  général  ; toute  équa<- 
tion  aux  différences  secondes,  ou  entre  trois  termes  successifs, 
comportera  deux  constantes  arbitraires  dans  liquation  du  terme 
général , et  ainsi  de  suite.  C’est  ce  qu’on  peut  encore  démontrer 
comme  il  suit. 

Considérons , par  exemple  , une  équation  quelconque  aux 
différences  premières  entre  x t y et  y' , et  supposons  qu’ayant 
tiré  de  cette  équation  la  valeur  dey',  on  ait 

’ y’  =/(*>  30  5 

comme  la  même  équation  doit  avoir  lieu  dans  toute  l’étendue 
de  la  série , si  l’on  fait  successivement 

x — o , =i,  =2i,  =3  /,  etc., 
la  variable  y deviendra 

-O  1 s 3 

yi  y,  ri  y t e‘c-» 

et  y*  deviendra  en  même  tems 

i a .3  « 

yi  y->  y,  y-»  etc-:  . . 

ainsi  l’équation  précédente  donnera  cette  suite  d’équations 

y— /(Ofr)»  7—  /(*».*)»  yss=/(ai,y),  etc.; 

donc  en  substituant  successivement  les  valeurs  précédentes , tous 
les  termes  y,  y , y , etc.  seront  donnés  par  le  premier  terme  y , 
«t  un  terme  quelconque  y,  répondant  il  *,  sera  donné  en  * et/. 
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Ainsi , l’expressien  du  terme  général,  contiendra  nécessairement 

t O 

la  valeur  arbitraire  et  constante  du  premier  terme^. 

Si  l’équation  proposée  était  aux  différences  secondes  , ou 
entre  les  termes  successifs  y , y , y11,  on  en  déduirait 

yt  =f(x,y,y); 


donc  faisant  successivement 


* ==  o , =i . 


~ 21  , 


■■  3»,  etc.  , 


on  aurait 
% 


y=/(.o,y,y),  y—/(i,y,y),  y ==/(a», y,  j)retc.; 
de  sorte  qu’en  substituant  toujours  les  valeurs  precedentes,  on 

a 3 4 o I 

'aurait  lçs  termes  yy  y,  yy  etc.  donnés  en  yyy;  par  consé- 
quent le  terme  général  y répondant  à ar,  serait  exprimé  en 

O 1 O 1 

x i y ■>  y i et  y,  y aurait  des  valeurs  arbitraires  et  constantes. 
Et  ainsi  pour  les  équations  aux  différences  plus  élevées. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  des  constantes  arbitraires,  qui 
doivent  entrer  dans  l’expression  du  terme  général , est  néces- 
sairement égal  à l’exposant  de  la  plus  haute  différence  qui  entre 
dans  la  proposée  ; d’où  l’on  doit  conclure  que  toute  expression 
du  ternie  général , qui  satisfera  à une  équation  aux  différences  , 
et  qui  aura  autant  de  constantes  arbitraires  que  cette  équation 
en  admet , à raison  de  l’ordre  de  ces  différences , devra  être 
regardée  comme  complette , de  quelque  manière  qu’on  y soit 
parvenu  (Caic.  diff. , chap.  VIII  ). 

Le  calcul  inverse  des  différences  est  au  calcul  direct  ce 
qu’est  le  Calcul  intégral  au  Calcul  différentiel  ; en  effet  , il  a 
pour  objet  de  remonter  dçs  différences  aux  fonctions  primitives 
qu’on  nomme  encore  intégrales  : malheureusement  les  règles 
sont  encore  en  très-petit  nombre,  et  les  cas  dans  lesquels  on 
peut  s’en  servie  , sont  très-bornés. 

Ayant  donc  une  fonction  en  x , on  en  formera  la  différence 
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5,7 

première,  én  changeant  x en  x-f-  Ax,  ou  en  x-{-i  , et  retran- 
chant la  fonction  primitive  de  cette  fonction  variée  ; d’où  il 
suit , i°.  que 

A(X+  Y—Z)=aX+aY—aZ,  ' 
et  en  remontant  à la  primitive  , on  a 

s(aX  + aY—  aZ)  = 2aX  + saF—  2aZ  = X+Y—  Zy 

le  signe  2 étant  celui  de  l’intégration  des  différences  finies  : 
ainsi  V intégrale  d'un  polynôme , est  la  somme  des  intégrales  de 
chacun  des  termes. 
a*.  Que 

A(aX)x=a  AX,  d’où  àX  = S.aAX  = BïiX; 
d’où  l’on  voit  qu’on  peut  à volonté  Jaire  sortir  du  signe  S , ou 
introduire  sous  ce  signe  un  Jacteur  constant. 

3“.  Soit  <y  = x'”+l  , m étant  un  nombre  entier:  on  en  tire 


77ï4— t . . (m+\)m(m-i)  ... 

Ar  = — 2—  x’"/+  L-ZLL-*— «/«J-  \-L-L-L -x"'-»iî 

J i ^ î.a  n i.2.3 


(m-}-i)m(77i-i)(m-a)  ^ Jü 

î .2.3.4 


*4+ 


•+*" 


en  intégrant  terme  à terme  chacun  des  membres  de  cette  équa- 
tion, écrijjgnt  dans  le  premier  x'“+1  au  lieu  de  y , et  passant 
hors  du  sigfc  S les  facteurs  constans , on  obtiendra 

. 7n-)-i  . . fm  4- 1)  77»  . 

jj-n  + I __  1 lZxm  -4-  — l * 2X"  ~ ‘ 

1 1.2 


4- 


(771-f-i)  m (771—1)  ,a 

1.2.3 


p Sx"1""* 


(771-4-1)771(771 — 1 ) (771 — 2)  . 


1.3. 3. 4 


j4sxm~4  . .-f- 


,*  m 4- 1 «c  -r* 


Cette  équation  ferait  connaître  l’intégrale  Tx"1,  si  l’on  savait 
obtenir  les  intégrales  Sa’1"1 , 2x"r,....Sx1’  . puisqu’on  es. 
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xm4"  Ç m . mfm  — 1)  . 

= — < z xxm~  *4 i‘Xxm-* 

(77l+l)l  \t.2  ^ 1.2.3 


+ • 


I , ) 

I™X  X°'  / . 

TO  + I ) 


Recherchons  d’abord  Sac*  : or  dejyzrx,  on  déduit  Ay—  i=wl, 
d’où  ,y=  z2x%  et 

y x 

Xx”  = -4-  = ■ — • 

i < 

Faisant  ensuite  dans  la  formule  précédente  m = i , = a, 
s=  3 , etc. , on  en  obtiendra  ces  intégrales 


2x’  = 

I 

jr1 

i 

x 4-c, 

a 

i 

2 

î 

x* 

I 

I 

Xx1  = 

3 

i 

2 

x34-  — zx  4-c, 
2.0 

Xx3  s 

I 

x'* 

I 

x3  4 — — i*’  4-  c , 

4 

i 

2 

2.2 

2x^  = 

1 

5 

X5 

i 

1 

2 

*4+"r,v“5^*3x+e 

2x5  = 

I 

x6  • 

I 

5 , 

(à 

i 

a 

x ~T  c lx  — c 1 x "T  c 

2.6  2.6 

e représentant  la  constante. 

On  peut  donc  intégrer  les  polynômes  tels  que 
Ax3  + Bx * + Cx  + D.  En  effet , 

2( dx 5 + Bx » + Cx  4- jD)  = ^2x34-2?2x’4-C2x4-  Dxx*', 

et  en  mettant  pour  ïa3,  Sx’,  Xx,  î*“  leurs  valeurs  connues, 
on  aura 


2 {4x3  + iSx’-j-Cx  + D)  = — x4- 

4* 


3 Ai—zB 

6z 


, Æ'  — zBi+zC  . . £z»_ 3CZ4-GO 
T — X’  + — — — x 4-  const. 


4* 


6* 
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' 11  existe  yn  genre  de  fonctions  rationnelles  qui  s’intégrent 
avec  la  plus  grande  facilité  : tels  sont  les  produits  de  la  forme 

a = (x  + a)  (x  + a + *')  (x  + a + a»  ). . . .(x  + a + mi)  : 
• * . ' 
en  effet,  en  écrivant  x + i pour  x,  u devient  « + Au,  et 

retranchant  le  premier  développement  du  second , on  a 

Aur=  (x+a+f)(x+a+2i)(x+a+3i).,. «(at+a+fm+i)*  ) 
t—  (x  -J-  a)  (x  + a + i)  (■*  + «-f -a»). . . . (x  + o + mt  ) 
s=  (x+a+  » ) (x  + a+  21)..  • •(*+a  + »i«)(m + i)  / ,• 


(Au  \ X Au  u 

-, — i — r--  ) — T — ; — r--  = 7 — ; — r-.  > 

(m  + i)»y  («n  + i)«  (m  + O*  * 


on  aura 


*{(x-f-«-l-«)Cat4-o+a»),,,(ar4-a4-mO}  = ^ 

(ï+a)(r+«+i)  (x+a  + ai)...(x+a-t-»n)  . 

= 7 ; - : . : h const.; 

( m + 1 ) t 

en  écrivant  dans  ce  résultat  x — i au  lieu  de  x,  etœ+-i  au 
lieu  de  m , on  aura 

2{(x  + a)(x  + a+j)  (x  + a + ai). . . .(x+a  + mt  ) J 

(x+a— i)(x  + a)(x+ a + i). . ..(x-+-«  + n»  ) 

= 7 ; ri h const. 

(m  + a ) t 

Venons  aux  fractions  rationnelles , et  supposons  les  décom- 
posées en  fractions  simples,  comme  on  le  fait  pour  l’intégration  1. 
on  a 

-A = 

x+a+*  x + a x+a 

«t  en  prenant  l’intégrale  de  chaque  membre,  il  vient 

_ f A A î A 


(x+a  + j x 


x+à 


Soit , pour  exemple , la  fraction  —— ; rr-  ÿ 

. * (a  + «)  (ï  + si) 
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sa  décomposition  en  fractions  simples  donne  Heu  à celle-ci , 

I 2 1 


_J 

i x i x-f-i 


x-J-2i 


en  sorte  que 


3x  -f-  ai 


__  i i i ^ r 

” x (x  + 1 ) (a  -J-  a » ) i x i i + i 

i x 4-  ai 

or  par  la  formule  obtenue  plus  haut , on  a 

’ A A A 


^ ^ - ^ ^ ■ ■ 1 1 ■.  ■ • 

x-J-o  x + « -J- 1 x-f-a 

et  par  conséquent , en  faisant  a = o et  divisant  par  .//  qui 
est  une  constante  , 


1 1 t 

x i-f  ‘ * 


en  substituant  cette  valeur , ou  trouvera 
3x-f-i 


. 3*  + 1'  __  2 L 1 s_L_l L. JL- 

x(x  + i)(x-4-2i)  i \ x + i x-f-21}  t x’ 

is  S < — — — - — ; > = — - — ; : il  viendra  donc 

(x  + 21  x-J-iJ  x-f-i 

3 x -f-  ai 


mais 


x (x-J-i  ) (x  -J-  21  ) 


— r — [-  const.  ' 

r \ »■*» 


i (x-f-i  ) i» 
3x  -f-  i 


f-  const. 


ix  (x  -f- 1 ) 

Il  arrive  bien  rarement  qu’nne  fracîion  rationnelle  proposée 
soit  la  différence  exacte  d’une  fonction  primitive  , et  consé- 
quemment qu’elle  soit  intégrable. 

Passons  aux  fonctions  transcendantes.  De  ce  que 

...  A(«')=**(«i--0» 
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il  s’ensuit  que  ' 

a* 

ïa'= f-  corisf. 

a'  — i 

On  intègre  aussi  l’expression  aTy , lorsque 

y ■=.  a -+-  /S  x -J-  y*’  -f-  i'x^  -J-  e,c-  i 
a , j3 , y , etc.  étant  des  coefficiens  constans.  Car  si  l’on 
suppose 

2 .o*  («-f-gx-f-yx1-}-  -f-  etc.)  = a*  (_A  -J-  Bx  -f -<?x’  -f-  Dx3-f-  etc.), 

et  qu’on  prenne  la  différence  de  chaque  membre  , on  aura 

ax(_a-f-/3x-f-  yx’-f-  J'x3  -f*  etc.)  = ar+‘  (vif -f- 2?  (x -f-  *’)  -f-C(x-J-t)*  + etc.) 

— a*  .Bx-f-C*’-}- etc.)  , 

développant  le  second  membre,  divisant  par  a' , et  comparant 
les  termes  semblables , on  évaluera  A , B , C , etc.  en  «t,  /3  , y, 
a et  j , et  il  restera  à reporter  ces  valeurs  dans  l’expression 
. supposée  de  2 . a*  (*  -J-  /Sx  -f-  etc-  )• 

En  partant  de 


A ( /x)  = î(s+i)  — lx=  l ^ i -| — > 
et  intégrant  de  part  et  d’autre  , on  a 


Ix  ■ 


l désignant  un  logarithme  népérien. 

Venons  mainlenant'à  l’intégration  des  fonctions  circulaires. 
1*.  Cette  formule  connue 

cos  A — ros  B = — a sin  — ( A — B ) sin  — ( A -J-  B ) , 

2 2 

sous  les  hypothèses  A = x i , £ = x , devient 

cos  (x  -f- 1 ) -—  cos  * = ûcos  x =—  2 sin  — i sin  (x  -j-  — » i 
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sin  H » ^ — 


A COS  X 


2 sin  — i 
a 


et  en  écrivant  x — — i au  Heu  de  x , 


unr  = «> 


A.eos^ac *—i  ^ 


et  intégrant 


cos 


2 sin  * = ■ 


2 sin  — i 


(*-tO 


* . 

2 sin  — i 
2 


-f-  const. 


2*.  De  cette  formule 

sin  A — sin  B = 2 sin  — ( A — B ) cos  — (sf  5 ) ? 
•n  déduit  pour  yf  = ar-|-'»  Z?  = » T 
sin  ( x -f- » ) — sin  ar  = A sin  x = 2 sin  — i cos  -f-  — » 
d’où  l’on  tire 

(i,  ,\  A sin  x 

*+-‘)=  . , . ■ 


COS  I 

et  en  intégrant 

2 eos  ^a:  + ~ 1 ^ ; 

et  en  écrivant  a:  — — i pour  ar  , 


a sin  — * 
a 


sm  x 


asm  — i 
2 


-f-  , 
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Sa3 


sin 


-f-  tons/. 


i sm  — i 

a 


L’intégration  par  parties  se  pratique  sur  les  différences  aussi 
bien  que  sur  les  différentielles  ! soient  P et  Q deux  fonction* 
quelconques  de  x,  et  faisons 

Z.P<>=  ÇzP-Ms 

-en  prenant  la  différence  de  chaque  membre  de  cette  équation , 
on  aura 


PQ  = (Ç  -f  A Q ) Z ( P +^P)  — A*  » 

développant  et  réduisant,  en  observant  qu eÇsAP=ÇP,  pare» 
que  les  deux  signes  Z et  A se  détruisent , il  viendra  ^ 

«t=  aÇz(P4*  AP)  4-Ax^.,  d’où  A*  = — aQ2(P4-aP)i 
et  par  conséquent 

x = — s(aÇs  (P+  aP))=—  zaÇsP,, 

P,  désignant  P 4-  A P.  Donc 

s.P(2  = ÇsP—  sCaÇsP,). 

Soit  encore  , 

. s(aQ.sP,)  = aQs\P,+  c, 

en  observant  que  de  même  qu’on  a écrit  A'X,  A’X,  etc.,  au 
lieu  de  A (.&X),  A (A  (ir)),  etc. , on  écrit  Z 'X , ZJX,  etc. , au 
lieu  de  Z (2  X)  , 2,(2  (2*)),  etc.  ; si  l’on  prend  tes  différences 
et  que  l’on  opère  comme  ci-dessus , on  trouvera  successive- 
ment 

AQ  2 P,  = ( AÇ  + A’Ç)  2 ( 2 P,  + P,  ) — AÇ2’P.  + **  » 
o^A'ÇzCzP.+PO-p-Ar  , d’où  As=  — A’Qz(zP,4-P)  î 
or  zP,  + P,  = ZP,  + AZP,  = 2 ( P,  4-  AP,  ) = ZP, , et  par 
conséquent  ir  = — A’Qz ’P> , et 

Z.PÇ  = QzP  — AÇz’P  4-  Z ( A’Qz’Pa ). 
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On  aurait  de  ia  morne  manière 


Z.PÇ  = ÇzP  — AQz\P,-f  A’ÇZ’P*  — Z(A3ÇZ3P3)  , 

et , en  général  , 

Z.JPÇ  = ÇzP  — AQx'P,  -f  A'QX'P*  — A’Qz^Pi 

-f-  — etc. , 

formule  due  à Taylor.  Si  l’on  y met  pour  P, , P, , P3 , etc.  , 
leurs  valeurs  en  P,  , et  qu’on  effectue  les  intégrations  possibles, 
on  obtiendra  celle-ci , 

» 

2.PÇ=  ÇzP—  a(?  (Z>P-f  ZP)  + A’Ç(Z3P-f  2Z’P  + zP) 

— • A3Q  ( Z*P  -j-  3 Z 3 P + 3 Z'P  -f  Z P ) -f-  etc. 

cette  formule  s’arrête , lorsque  la  fonction  Q mène  à des  dif- 
férences ^nstantes  d’un  ordre  quelconque.  _ , 

- Nous  allons  rechercher  la  relat^pn  entre  le  terme  général 
d’une  suite  , son  intégrale  première  , et  le  terme  aommotoire. 

L’intégration  des  fonctions  et  la  sommation  des  suites,  ont 
entre  elles  des  rapports  intimes  , et  tels  que  si  on  ne  s’est  pas 
fait  une  idée  nette  de  ces  deux  opérations , on  est  exposé  à 
les  confondre  l’une  avec  l’autre.  Nous  allons  donc  établir  une 
notion  précise  de  la  sommation  cl  de  l’intégration.  * 

Soient  u°,  u',  u'",  etc.  une  suite  de  quantités  qu’on  sup- 

pose être  les  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonction  u , soft 
en  vertu  des  variations  qu’elle  éprouve  par  elle-même  , soit  par 
l’effet  de  celles  que  reçoit  une  variable  dont  elle  est  fonction. 

On  aura 

Zu°  = Za° 

Z u’  = Z u°  -j-  u® 

Z u”  =±:  Z u‘  + u'  = Z -f-  «°  -f-  u' 

ïu*'  — 2 «//-(-  u"z=  Z u“  -J-  n»  -j-  u'-J-  u o 

etc., 

•.  zb!>; = z u\n  - o -f-  u."  r * > = z u’’ + u"  u/,'+ etc-  + - ’i- 
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Pour  ve'rifier  la  troisième  de  ces  formules , par  exemple  , on 
prendra  les  différence?  <Je  part  et  d’autre  , ce  qui  donnera 

, «//  e=  u'-f-  Aa'  = u'-j-  h'7  — u'  = u7/, 

et  on  s’assurera  dé  la  rnème  manière  que  toutes  les  autres  ont 

lien.  Nommant  5uW  la  somme  des  termes.. s... 

u°  -f-  + • • • • + -f-  mW  , et  Observant  d’après  ce 

qui  a déjà  été  dit , que  2 u°  est  une  quantité  arbitraire  ou 
constante , on  a ■ • , 

Z «(")  -f-  A — SuW  — u(") , d’où  ÆuM  s=  2 uW  -}-  «(")  -J-  ^ : 

v ’ " . 1 '*  S 

i/l")  est  le  terme  général  de  la  série  dont  Su!n)  est  le  terme 
sommatoire  depuis  et  y compris  u°  jusqu’il  b(">  inclusivement , 
2 «("j  est  l’intégrale  première,  et  A la  valeur  de  l’intégrale, 
lorsque  u("i  devient  u°,  et  ce  terme  sert  à déterminer  une  des 
limites  de  l’intégrale.  »•-'  — 

La  quantité  u(")  est  la  différence  entre  Sus.")  et  Su\n~ 1 ) , ce 
.qui  fournit  l’égalité 

1 : ~ . «W  ~ A &»(*-*.»),  ■/  i-i.v/ 

et  comme  - 


ai")  s±z  2 (a(n-**0  — uC"))  = ïu(,+‘)'' — 2n(H)  = a2h(m), 
l’équation  précédente  peut  s’écrire  ainsi 

ASu("~l)  = AZmW.  * 

Le  terme  «(“)  peut-être , en  même  tems , considéré  comme  la 
différence  du  terme  ïa(") , et  comme  l’intégrale  de  AnW  ; on  a 

donc  •_  -x  . 1 - 

A2uW  = 2Am("). 

,•  i . (;* 

Lorsqu’il  s’agit  des  sommes,  on  a * 

=r5«Cn+1)  SuW  ! 

= u',-4-u'-{-uw-f-.  • • .■+-m^,‘+0  — (u° 

= u"-f-  (V—  u"  j -j-  u'  ) j- . . . -f-  («(" +')  — mW)  , 
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eonséquemment 

A5bW  — -f-AK/+..ï. 4.  aiA)  ; 


d’autre  part 

S.AuW  =4b,  + Ait'  + Au"  -f-.. . .4-  Aa(")  , • 
d’où  on  conclut 

A. Su"  = S.AuW  4-  «“• 


Ces  notions  suffisent  pour  établir  la  distinction  entre  les  inté- 
grales et  les  sommes  , et  faire  voir  comment  elles  sont  données 
réciproquement  les  unes  par  les  autres. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut 

z*  = — r x 4.  A : 

,21  2 

maintenant  la  série  des  Z*  étant  liée  à celle  des  * par  la  seule 
relation 

z*(B + * ) — z *W  = a z*W=  xir) , 


on  peut  faire  correspondre  à une  certaine  valeur  de  Z * une 
hypothèse  quelconque  pour  *,  pourvu  que  les  valeurs  précé* 
dentes  et  suivantes  y satisfassent  : je  suppose  , par  exemple  , 
que  le  premier  terme  de  la  série  des  1x  est  o , et  que  U terme 
correspondant  de  «elle  des  x,  est  10:  substituant  ces  deux 
valeurs  simultanées  dans  l’équation  précédente , on  en  tire 


et  ('intégrale  devient 


j r 5o 

A = 5 — — 7—  * 

1. 


■ €o 


Z*: 


- — *4-5. 

a 


On  aura  ensuite 


— *•  — 5o 

* „ 2 . I . r 

Sx  — . 4“  — * 4"  ^ * 

l 2 

terme  sommatoire  d’une  progression  arithmétique^  dont  les 
termes  extrêmes  sont  lo  et  x}  et  la  différence  un  nombre 
quelconque  i\ 
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. Dans  les  intégrales  ïi1 , Sas»,  ïiJ,  etc.  obtenues 
( pag.  5i8),  on  peut  déterminer  la  constante  c , de  manière  que 
l’intégrale  s’évanouisse  avee  x , ce  qui  arrive  pour  c — o : 

comme  le  second  terme  de  la  valeur  de  2*en  , èst — x",  et 

2 

que  pour  avoir  Sx * , il  faut  {pag.5a£)  ajouter  xn  à ïï",  il  suf- 
fira donc  pour  transformer  l’intégrale  en  Somme , de  changer  le 
signe  du  second  terme  de  l'intégrale.  En  sorte  qu’on  obtient  bien 
simplement  le  terme  sommatoire  des  puissances  d’une  suite  des 
nombres  procédetis  par  des  intervalles  égaux  à i.  Nous  nous 
dispenserons  de  rapporter  ces  formules. 

Exemple.  Soit  la  série 

. 3a,  5h’,  7«sv. ..(t  vf-à&j) a*, 

dont  (r  -f-a*)ax  est  le  terme  général  u'n)  : on  aura  pour 
l’expression  du  terme  sommatoire  t 

S—  2{  I -f-  2X)  ( I 4.  21)  a1  -f-  A. 

Or  ,•  d’après  la  règle  donnée  ( pag.  5a  t ) pour  intégrer 
ax  (« étc.  )j  on  trouve 


'donc 


(t  4*ûit:)aT  =vT  ( 1 ■ - V 

\«-i  («—»)’/  « 


„ /a*-.  o-4-i\  , . 

s-°"  ( ^zrr'- +■«•('  + 1* ) -i- * • 

•'  =**■(-! L + ;!i)  + i, 

\a  — t (a — i)V 

Pour  déterminer  la  constante,  on  observera  que  pour  x=o, 
on  a 5 = o,  et  qu’ainsi  l’équation  précédente  devient 

«(«  — 3)  . , „ » . afa— 31 

0 — —, r—  + A , d ou  yf  = L. 

(«— O (0—1)»  * 

détermination  qu’on  portera  dans  la  valeur  de  5.  . 
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PROBLÈME.  i°.  Assigner  le  terme  général  d’une  suite 
récurrente  dotit  f échelle  de  relation  a deux  termes. 

. • » 

Soient  a et  b les  deux  premiers  termes  de  la  suite  , lesquels 
sont  donnés , q et  p les  deux  termes  donnés  de  l’échelle  de 
relation  : en  sorte  qu’un  terme  de  la  suite  est  égal  au  précédent 
multiplié  par  q , plus  à l’antépénultième  multiplié  par  p.  Ainsi 
+ «^ant  u-0'*  termes  consécutifs  de 
cette  suite  , et  çx  le  moins  avancé  , on  a 

<pO  + 2)  = 9'P(*+1)+P<?*  + > 

d'où 

(p(*  + a)—  qip  , 

équation  qu’il  s’agit  d’intégrer,  ou  dont  il  faut  déduire  le  terme 
général  ç.t. 

Je  suppose  que  l’intégrale  soit 

h et  & étant  des  quantités  indéterminées,  et  C la  constante: 
en  différentiant  par  les  différences  finies , ce  qui  revient  à 
changer  ddns  l’intégrale  *en*+i,  et  à retrancher  ensuite 
l’intégrale  , on  trouvera  après  la  division  par  A* , 

<p  (x-f  a)  + '?(*  + « ) — hçx  = o...(fi)  , 

comparant  terme  à terme  cette  équation  avec  l’équation  ( A ) * 
ou  aura 

h = p,  hlf — 

dont  la  seconde  devient 
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ainsi  h n’a  qn’une  valeur,  et  à en  a deux  que  nous  repré- 
senterons par  k'  et  k Si  l’on  nomme  C et  C les  deux  valeurs 
de  la  constante  qui  répondent  à A'  et  à k11,  on  aura  ces  deux 
équations 

k <p  (x  -f  1 ) + ph,x  <px  = C, 
kH*—'  q>  ( x -f-  i ) -f-  pk "x  <p  x = C'  ; 


éliminant  <p  (x-f-  i ) , puis  dégageant  çx,  on  trouvera  cette 
expression  du  terme  général , 


(fxz= 


Ck"*-'  — Cfr*-' 

( pk ' — pk")  k,x— 'k"1—  ‘ 


Pour  déterminer  les  deux  constantes  C et  C',  on  observera  que 
pour  x = i , x désignant  le  rang  du  ternie  général,  ce  terme 
devient  a,  et  que  pour  a:  =2,  il  devient  b ; on  aura  donc 

— C~° 

° pk‘ — pk"  ’ 

^ _ Ck"  — C'k' 

~ ( pk'—pk")k'k " ' 

La  seconde  de  ces  équations  peut  se  simplifier,  en  observant 

tju’on  a k'k"zx j de  sorte  que 

P 

z _ C'k'—Ck" 
b ~ " k'-k«  } 

dégageant  C et  Cr  au  moyen  des  valeurs  de  a et  b , on  trouvera 

C — b apk',  C xx  h -f-  npk"  ; 

substituant  ces  valeurs  de  C et  C'  dans  l’expression  du  terme 
général  çx , on  trouvera 

{b-\-apk')  kPx—  — (ÿ-f  npk»)k'x-' 

p {k1  — k"  ) k'*-‘  k"x~'  ’ 

ou  tout  est  connu  , et  x désigne  le  rang  du  terme  géne'ral.  Oit 

34 


V. 
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simplifiera  celte  expression  , en  posant  k = — t ce  qui 

change  l'équation  pk  «—  — = **-  q en  celle-ci  A1  — qx  — p , 

A»  * ^ 

qui  donne 

A_  9 Vïp+w  . 

2 2 • 

représentant  ces  deux  racines  par  a et  a'  , évaluant  A',  p , t] 

en  A , A',  faisant  ces  substitutions  dans  ça: , remplaçant  aa' 

b — a A'  . ax  — b 

par  — p,  et  posant  -y- — — A , 


A(A  — a') 
terme  général  sera  de  la  forme 


A'(A— A') 


— B , le 


<px  = A a*  *f-  Bx'". 


Lorsque  les  racines  A et  a'  deviennent  réelles  et  égales  , on  dé- 
montre aisément,  ainsi  qu’on  la  fait  (pag.  a5S  et  suiv.),  que 
le  tenue  général  prend  cette  forme 


<px  = Kxx*  -f-  Gx*t 


2*.  Trouver  le  tenue  sommatoire  de  la  suite  récurrente  ci- 
dessus. 

En  nommant  S ce  terme  sommatoire  qui  comprend  jus- 
qu’au terme  Axr  -f-  Bx'x  inclusivement,  on  remarquera  que 
AS  est  le  terme  suivant  ; en  sorte  que 

aS  = Ax*+'  + Bx,x+'  = Ax.xx  + B a' .a", 

donc 

S = A A2AX  -f  B x’zx'1  : 

or  , comme  la  différence  i de  x est  l’unité  , on  a {Cale.  inté. , 
pag.  5ïi  ) 
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zax  = 


A — I 


ZA,Jr  = 


A'-I  ' 


donc 


s=dî£.+  ^£-  + c. 


. A — I 

La  constante  C doit  être  telle  que  l’intégrale  s’évanouisse  pour 
x = o ; donc 

r A a B\' 

■ » 


A' — I 


et 


S = A (**+'  — *')  + B ( a'x+‘ 


A') 


A — I 


A' — X 


3".  Assigner  le  terme  général  d'une  suite  telle  que  chaque  terme 
soit  égal  au  produit  des  deux  précédens  respectivement  mul- 
tipliés par  p et  q , plus  une  Jonction  donnée  X du  rang  x de  ce 
terme  général. 

En  conservant  les  dénominations  ci-dessus , on  a l’équation 
<p  ( x - j-  a ) — 9<p(x-f-x)  — p<pxz=:  X....(A)* 

laquelle  multipliée  par  üc*,  devient 

t*Q  (x  -{-a  ) — qk*tq  (x  i ) — pk* tpx  = kxX  , 

k laquelle  on  supposera  l’intégrale 

k*~ 1 <p  ( x -f-  x ) -(-  k*hefx  =s  ?.k*X  -f-  C. . . .( B ) j 
en  différentiant  cette  intégrale  et  divisant  par  kz  , on  trouvera 

<p(x-f  a)  + Çhk  — ç (x  + i)  — hçx  = X; 

•n  comparant  cette  équation  avec  ( A ) , on  a h = p • 

hk — — = — q ; soient  toujours  k? , k"  les  deux  valeurs  de  k; 
l’intégrale  ( B ),  après  ces  substitutions,  donnera  lien  aux  deux 
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équations 

k'*~ ‘p(a:-f- 1)  + k,xpç> x='zk> IX-\-  C , 
Affj,-,<p  (ar-f  i)  + kllxptfx='Z,k"xX+  C' , 

c’est-à-dire 

,,  zA'-X+C 

<p(*+0+M^*= — jrjzr, — =iV/’ 


2A'"X+C' 

4>(*+0  +M  >*= — p?iri — ='ZV’ 

éliminant  <p  ( .t  -f-  i ) , on  aura 

M-N- 

^x  — p^'  — k"): 

les  deux  constantes  C et  C'  se  déterminent  par  la  condition 
qu’en  nommant  a et  A les  deux  premiers  termes  de  la  suite,  et 
faisant  successivement  x = 1 , x — 2 , on  ait 


M—N 


M—N' 


.b. 


’ p (A'  — A") 

Si  l’on  désigne  par  M'  et  N'  ce  que  deviennent  M et  N 
lorsqu’on  remplace  x par  x -f-  i , et  qu’oa  représente  par  S 
le  terme  sommataire,  on  aura,  commme  dans  le  problème 
précédent, 

M'—N'  - ■ - M' — N' 


aS  = 


d’où  5=  £• 


-4-  consf. 


p^LLkt-*  “““ 

Consultez  sur  cette  matière , /«  Mémoires  de  t académie  de 
Turin , fora.  J";  /«  Savons  étrangers,  tom.  VI  et  VII  y et  les 
Mémoires  de  [académie  de  Berlin  , année  177b-. 

On  peut  déduire  des  principes  précédera  la  formule  du  bi- 
nôme , dans  tous  les  cas  de  l’exposant,  en  la  supposant  démon- 
trée pour  le  cas  de  l’exposant  entier  ( Alg . t'r-  sect.)r.  c est 
l’objet  de  l’analyse  suivante. 


Digitized  by  Google 


DE  Calcue  intégrai. 


533 


Soit 

(i-+-x)'“  =i-\-Ax  -f-Gx3  -fetc.: 

on  a 

( i -{-  ar)m-,_,= i -J-  A'x  -f-  B’!' -j-  C'x3+etc.; 
et  on  sait  que 

A'  = A+  i,  D'=B+A,  C = C-+-B , etc., 

d’où 

A'—A—aA=i,  B'—B=aB=A  , O — C—aC—B  , etc., 

conséquemment 

A — 'Zt,  B = zA,  C = zB , etc.; 
or  ici  la  variable  m est  devenue  m -f-  i ; donc  en  faisant  x = tn 
et  i = t dans  les  formules  ( pag.  5i8)  , on  aura 

A = ïra*  = m , 

m’  m mf/7i  — O 

B = Tm  = = — - , 

2a»  2 


eu  observant  que  A,  B , C,  etc.,  doivent  être  nuis  pour 
m = o. 

L’un  des  principaux  avantages  du  calcul  des  différences,  con- 
siste dans  l 'interpolation  des  suites;  opération  par  laquelle  on  ' 

insère  entre  les  termes  d’une  suite  donnée,  de  nouveaux  termes 
assujettis  à la  même  loi  que  les  premiers. 

Soient  u , , uÀ , 1/3 , etc. , les  valeurs  particulières  que  reçoit 
une  fonction  quelconque  u dépendante  de  la  variable  x , lors- 
qu’on y change  successivement  x en  x -J-  i , x-J-  2/ , x +3f,  etc.  t 


Digitized  by  Google 


634  Leçons 

en  aura  ces  deux  suites  correspondantes. 

*,  x-f-j,  as-J"2*’,  *-f-3»,  etc., 

k , , u,,  v},  etc.  ; 

mais  outre  les  valeurs  ci-dessus,  la  fonction  u en  prend  infinité 
d’autres  résultantes  des  valeurs  de  x , intermédiaires  entre  celley 
qui  répondent  aux  termes  de  la  suite  proposée  : déterminer  ces 
nouvelles  valeurs  de  u , sans  connaître  l’expression  du  terme 
général  de  la  suite  , ou  la  manière  dont  ta  fonction  u est  com- 
posée en  x , et  seulement  par  le  secours  des  valeurs  numé- 
riques u , u, , u,  , u3  , etc. , est  ce  qu’on  appelle  interpoler. 

La  question  proposée  revient  donc  à trouver  la  valeur  de  u , 
lorsque  celle  de  x se  change  en  x -J-  i7,  V désignant  une  quan-« 
tilé  quelconque , en  n’employant  que  les  différences  de  la 
fonction  u , calculées  dans  l’hypothèse  où  x varie  de  la  quan-~ 
tité  i. 

Si  dans  l’identité 

x x%  x? 

er  — i -| 1 1 4-  etc.  % 

l 1.2  1.2 .3 

, du  . 

on  change  x en  -z — i , on  aura 
ux 

du 

dx  * d ai  du’  /*  du3  P 

6 =1  + diT  + d^r^+d^ïTO+ctr-’ 

d’où 

d u . 

dx*  du  i du1  P du3  P 

e — i = j H -j— h Tl 5 + etc- 

dx  i dx’  1.2  dx1  1.2.3 

Si,  dans  le  second  mefnbre,  on -transporte  à la  caractéristique  d, 
les  exposans  de  du , ce  second  membre  deviendra  (Cal.  dijf  , 
pag.  35  et  36)  le  développement  de  Au , et  on  aura  cette  formule 
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.pourvu  que  dans  le  développement  de  , on  ait  soin  de 

changer  les  exposans  des  puissances  de  dy,  en  indices  de  diffé- 
rentielles. 

Maintenant,  si  dans  u on  fait  x = x + /',  et  qu’on,  note  par 
A' u l’accroissement  que  reçoit  la  fonction  u dans  le  passage  de 
six -f  on  aura 


d u , d’y  i . d5u  tvî  . _ 

A“  ==diI'  + X^T7  + T^r^  + etc--,-(/0  * 


dxa  1.2'  dx3  2 . 3 


mais  (*) 


dn« 


d"+,u  , 


Anu  . . 

dx"  dx”"*"1 


An+,a= ... 


dn+,« 

dxn+’ 


.■»+i 


■-f -A” 
-j-A, 


A”+>U 


dn+,u  . 
dx'1  2 1 
d“+ay  , 
dxn+aI 
d"+a« 
dx"+,t 


’-f-etc.  j 


‘-f-etc. 


’+etc.j 


developpemens  dans  lesquels  les  coefficiens  différentiels  ne 
montent  qu’au  premier  degré,  A'yA"...  A,'  etc.  étant  des 
coefficiens  numériques  : on  peut. donc  poser 

~Jn==Ar,u-\-B'A7l+'u-]rBHAn+'u-t-Bl"An-*-iu...  (Æ)  ; 

\ 

et  on  obtiendrait  facilement  les  valeurs  des  coefficiens  inconnus 


(*)  Si  dan»  la  formule  (n)  ( Cale . àiff. , pag.  i5)  , on  change  /(»», 
Ax  en  1,  qu’on  multiplie  par  1»,  et  qu’on  remplace  Vy  V , et  par 
d”u  d^'u 

■ ■ > etc. , on  aura  le  développement  suppose  de  A"u , et  lea 
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...  . , d"4"'» 

B',  Bn,  B1",  etc. , par  l’élimination  successtve  de  ^ n^-t  y 
d"+*u 

T T-  e,c- 

dxn+* 

Mais  on  pourra  parvenir  plus  commodément  à ces  déter- 
minations , comme  il  suit  : l’identité  (JS)  devant  avoir  liett^ 
quelque  soit  u , subsistera  encore  lorsqu’on  y fera  u — r%  ce 
qui  donnera 

(a)--  = e1,  A'a  = e*  ( e1  — t )*'  (*)  ....  (£)  , 


quelque  valeur  qu’ait  le  nombre  entier  i : en  effet,  cette  iden- 
tité devient  par  les  substitutions  (a)  et  (£) , et  après  la  division 
par  er , 


»"=  ' e*  — i -(-  JS'  (<*  — i )"+*  -f  B»  ( «*  — i f+’-f  etc....(C)  : 

or  en  posant  t = 7(  i -f  ( e*  — t ) ) , développant  et  ordonnant 
suivant  les  puissances  de  e*  — i , ce  qui  donne 

i = («T— i) — («•'—  l)*  + ÿ («'—  i)3  + etc.; 

puis  élevant  de  part  et  d’autre  à la  puissance  n , on  aura  un 
développement  comparable  à la  série  (6'),  et,  au  moyen  de 
celte  identité  , on  pourra  déterminer  les  coefEciens  JS',  B1',  etc. 

Or  en  remplaçant  dans  ( A ),  les  coefficiens  différentiels-^-  , 

dx 

, etc.  par  leurs  valeurs  tirées  de  {B),  et  données  par  les 

Q X 

hypothèses  n ==  i , =a  , =3  , etc. , on  aura  ce  développement 


(*)  En  effet 

Au  — e*-*-»  — cr  = , •A*U‘=z  (o— »)  (**4**  — (««  — jj*»  f 

et  ainsi  de  suite. 


• Digitized  by  Google 


DE  Calcui  intégrai. 


537 


(k  A'u  suivant  A u , A*u,  etc. , 

, + A'U=«-f  + (5' 7- + iO  A’“ 

+ \ i + a l*  ^ T 

2v  / r iv*  \ 

= A+yA«+(c/T^C»F)A-« 


+ (c/  + cji  Ç + cv"  Ç)  a’«  + <*ic. , 

O,  CK,  C,',  CJI,  C,'",  etc. , étant  des  corfficiens  indépetidans 
de  /'  et  1.  Cette  dernière  identité  devant  avoir  lieu  , quelque 
soit  u , subsistera  encore  pour  u = e*  : or,  d’après  (b) , son 
second  membre  deviendra 


i + e*  |y  (*•—  1)  +(6V-7+C*V)  (•'— 

et  le  premier  1 -}-  A 'u  n’est  autre  chose  que  1 -J-  ex~h‘'  — ** 
— 1 -(-  eT  ( e"  — 1 ) : on  a donc  l'identité 


e,7=i  +— r (e1 — 1)  -f-  ( C'  — + Cn  — ) (e’ — i)’  + etc.  > 

dont  on  ramène , par  le  développement,  le  premier  membre 

1" 

à la  forme  du  second  , en  écrivant  ( 1 -f-  ( e‘  — 1 ) ) 1 pour  e1': 
en  sorte  que 

.. 

-i- 

. ( I + ( **  ->))*=  I + -(*■-  O 

+ Çc'  4 + C"  Ç)  («•  — !)’+  etc.  J 

et  comme  d’ailleurs  en  remplaçant  dans  cette  identité,  e‘  — j 
par  Au,  (e‘  — 1 )*  par  a’u  , etc.,  le  second  membre  devient 


1 -f-A'u,  tandis  que  le  premier  sc  change  cn  ( 1 4- Au) 


538 

on  doit  conclure  que 


Leçons 


y 

i -f-  A'u  t=(i-f-Au)ft 


pourvu  qu’on  se  rappelle  de  transporter  à la  caractéristique  A , 
les  exposans  des  puissances  de  Au. 

i' 

Or  en  développant  ( i -f*  Au  ) * , ainsi  qu’il  a été  prescrit* 
on  trouve 


(il/). . . A 'u=—  Au  -4-  ——7 A’u  4 

l 1.21 


i'(i' — i)  i'(i' — »)(»'— ai) 

_ : A’»  j i _ ' 


i.3  i 


A3u-{-etc.* 


et  pour  i = i , on  a 


A'u  = i'Au  - 


*'(»'— O 


A’u-f 


i .a 

Exemple  I*c.  Soit  la  suite 


I .2.3 


Asu  -{-etc. 


3 7 19  3g  67  etc., 

correspondante  aux  indices 

oia34  etc- : 

on  a pour  ce  cas  u =r  3 , x—o,  1 = 1,  Au  = 7 — 3 = 4» 
A ’u  = 8,  A3«  = o,  A*u=o,  etc.  : conséquemment 

A'u  = 4»'  -f  4 i'  ( i'  — 1 ) = 4i'\ 

Ainsi , en  observant  que  A'u  est  l’augmentation  de  u , lorsque 
a:  = 0 devient  x -f-  i ',  ou  o -(-  »v*  et  en  désignant  u + A'u  par 
u',  on  aura 

u'  = 3 -f  4 »'*. 

5 

En  prenant  V = — , on  trouvera  que  le  terme  corres- 
pondant à cet  indice , est  1/  = 28. 

Exemple  II,  Soient  la  suite 

si 

t 4 2 ^ 9 16  etc.. 


•>> — --- * 
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et  les  indices  ' 

o . i 2 3 4 5 etc.  : 


539  , 


1 = 1 , v = x , Au  — 3 , A'u  — — 5 , 

A3u  = 8 , A*u  = — 6 , A "'u  = o , etc.  , et  la  série  ( M ) donne 

t/=  1 + — — 5 — + 8 

1"»' — i)(ir— aV*' — 3) 

— 6 — : > 


c’est-à-dire , 


1 .2.3.4 


xa-f-uGr'  — nuVl4-  34*'*— 3 f* 


où  on  peut  donner  à V une  valeur  quelconque  pour  laquelle  on 
calculera  le  terme  correspondant  u'. 

Il  est  important  de  remarquer  que  l’expression  de  u’  dans  cet 
exemple  et  dans  le  précédent , étant  rigoureuse  et  convenant  a 
toutes  les  valeurs  de  i ',  offre  le  terme  général  de  la  suite  pro- 
posée, en  faisant  successivement  1'  =0,  = 1,  =2,  etc.,  et 
qu’il  en  sera  toujours  de  même  quand  la  série  aura  des  diffé- 
rences constantes. 


Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquemment  la  formule 
(M),  sont  ceux  dans  lesquels  les  différences  vont  en  décroissant, 
parce  qu’alors  la  série  est  convergente. 

Exemple  III.  On  veut  le  logarithme  ordinairede 3, 1 4*5926536 
par  le  moyen  d’une  tahle  contenant  les  logarithmes  depuis  1 jus- 
qu’à 1000  avec  10  décimales.  On  regardera  alors  les  logarithmes  * 
contenus  dans  la  table  comme  les  valeurs  particulières  de  la  fonc- 
tion u,  les  nombres  correspondans  comme  les  indices,  et  on  for- 
mera le  tableau  suivant  ; 


fi 


¥ 
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u = 0,45)69296481 
u,  = o,45)83  io6538 
ua  = 0,41)968-0826 

»3  = O,5oio592622 

«4  = 0,5024271200 


I 3809057 
13766288 
13721796 
13678678 


— 43769 

— 43492 

— 432l8 


î ~ -3 

4-  274 


dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  des  nombres 
3, 1 4 î 3, 1 5 ; 3,i6;  3,17;  3,i8;  et  les  suivantes  offrent  les  diffé- 
rences première , seconde,  troisième  çt  quatrième,  cette  der- 
nière étant  trois  unités  du  dernier  ordre.  On  a donc 

Au  — 0,0013809057,  A’u  = — 0,000004376g, 

A^u  = 0,0000000277,  A *u  = — o,ooooooooo3; 

en  observant  qu’ici  .»  = 3,  i4,  eu  sorte  que  la  différence  cons- 
tante 1 = 0,01 , et  i'  = o,  ooi5g26536  , on  aura 


— =0,1 5926536 , 


t 

i 

ï—i 

ai 

i'  — zi 


v 1 

= — : £a=  — 0,42036732  , 

22  2 


? 
3 i 
»' 


1 2 

= «r  — -rr  = — 0,61357821  , 


3i 

i' — 3 * 

4* 

ces  valeurs  reportées  dans  la  formule 


= — — = — 0,71018366  ; 

4*  4 


fi'— 1) 


— Au -f-  — ; J.  A’u 

1 1.2.1 

, i'(i'—i)(V— ai)(î»-3f)  , 

• Ah/  -| : — . : ■ , . A-*u  4-  etc. , 

I.  21.01.  ni 


i.ui.ài 

donneront  u'  = 0,4971498726. 

Nous  passerons  à l’intégration  de  l’équation  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre 

Aj-f  Pfi=Q, 

analogue  à l’équation  différentielle  linéaire  traitée  'Cale,  inti.j 


♦ 
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pag.  168)  et  dans  laquelle  P et  Q ne  renferment  qne  la 
variable  x,  et  la  différence  Ax  — i.  Un  procédé  semblable 
à celui  qu’on  a employé  dans  ce  numéro,  fera  connaître  l’in- 
tégrale. Faisons  j = uz , et  nous  aurons 

Ay  = uAz  -(-  z Au  -f-  AuAz , 
ce  qui  changera  la  proposée  dans  la  suivante 

Ay  — uAz  -j-  zAu  AuAz  -|-  Paz  = Q. 

En  posant  séparément 

z Au  Puz  = o t d’où  Au  -}-  Pu  — o , 

il  restera 

Q 


uAz  4-  AuAz  ==  0,  d’où  Az  = — • , 

, * u -f-  Au 


et 


: 2.  ■ 


U -j-  AU  ' ■ ' 1 

La  question  se  réduit  donc  à intégrer 

Au  -(-  Pu  =st  ° , 

qui  n’est  que  la  proposée  , en  y faisant  Q — o : on  en  tir* 

U 

et  de  cette  manière  les  variables  sont  séparées , puisque  P ne 
contient  que  x.  Prenons  u = e‘\  il  en  résultera 

= et  — : 

* ' 


At 


-i  = -p. 


d’où  l’on  tirera 

eAf=s  — P-f  i,  Af=?(i-P),  et  r = 2./(i— P)* 
mais  d’après  la  relation  entre  le  terme  sommatoire  et  le  terme 
intégral  ( pag.  5a5  ) , on  a, 

* = ».  (t— P.)  -f-  Z (t  — P,>  + . . . . -H  (i  — Pr-î} 

-f"  Z(t  ■* — P»—»)  + Z (l Pm  — v)  » 
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* — P„,  I— -Pi.»»,  étant  les  valeurs  successives  que  reçoit 
x— P,  depuis  ar  = o jusqu’à  *— x , c’est-à-dire,  entre  les 
limites  de  l’intégrale  ; donc 

<=2Z(i-P)  = /{(,_po)(,_p,)  (x -Pô- -O-**-.,) 

C1  Pe-*«]  désignant  le  prc^luit  continuel  des  valeurs  ci- 
dessus  de  i — P,  depuis  zéro  jusqu’à  x — x , valeurs  qui  sont 
en  nombre  x.  On  a donc 


tle—lc‘=l[i  — Px_,  ]'  , 

d’où 


' «=«*  = [l  — Px_,]' 

# + AB  = ( I —Pzy+tf 

en  observant  qu’on  passe  de  b,  à u -j-  en  changeant  x en 
* + *'»  et  conséquemment 


donc 


* = [*  — P»-,]*  s. 


M.  Lagrange  applique  ensuite 
de  l’équation 


Q . 

Px?  + * ’ 

- g 

[l  -pxp+‘ 

cette  méthode  à l’intégration 


y + = flj-  + Q : 

en  comparant  cette  dernière  avec  la  précédente 
Ay+Py—Q, 

on  a P=  x — - P , d’où  x —P=  R , et  par  conséquent 

y — CB*-«]X  s • pj^T+r  + consL 


On  remarquera  que  l’hypothèse  de  a x = x ,s  est  rappellée  par 
les  indices  inférieurs  de  P dans  i — P.  , i — P,. . . . i — P,_ ,, 
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51  l’on  suppose  le  coefficient  R constant,  l’intégrale  précédente 
devient 

Y— Rx 2,  ■ ‘ 4-  consi . 

Nous  traiterons  à part  l’équation 

Ay-Bf-X, 

où  A , B et  X sont  des  fonctions  de  x , et  y*  =y-\-Ay.  Faisons 
y z=  cut , et  la  proposée  prendra  la  forme 

(Aeu  — Beu  + Au)t—  Beu  + *uAt  = X> 
équation  qu’on  pourra  partager  dans  celles-ci , 

A — BeAu=  o , —Beu'At  = X, 

en  désignant  u -(-  Au  par  u'  : on  tire  de  la  première 

, A 

Au=zl— —y  et  en  intégrant 

JJ 


, A 

a = 2/- — , 
li  7 


d’où  ur=Sl~, 


A'  et  B'  étant  ce  que  deviennent  A et  B , en  y changeant  x 
tnx-f-Ax  ; cette  valeur  substituée  dans  la  seconde  équation  t 
donne  après  l’intégration, 


t = C — 2e 


-SI  x 
£■  A 


donc 


B 7 


— S!  ~ 
C—Se  B 


4 


Soit  X = o , A Ax , B — 1 : si  on  intègre  depuis  x = x 
jusqu'à  x , on  aura 

SlAjc  — — IA 1 -j-  IA2  4 ^A 3 -j- .«*■  lAjg 
= lAi>AfAi%  1 • •A* } 


/ 
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mais  zlAxle  = le  * lAt.At. . . .A*  : donc..... 

e = A,  A, . . . .Ax , et 

y = AfAi.As»  é • • Ax- 

t Exemple  I,r.  Trouver  le  nombre  des  arrangemens  qu'on  peut 
faire  avec  x lettres. 

Soit  y le  nombre  inconnu  des  arrangemens  de  x lettres  , 
y Ay  sera  celui  des  arrangemens  de  x -f- 1 lettres  ; et  comme 
on  passe  des  premiers  arrangemens  aux  seconds,  en  écrivant  la 
nouvelle  lettre  à toutes  les  places  possibles  dans  les  arrangemens 
de  x lettres , places  dont  le  nombre  est  x -jr  i T on  aura  cette 
équation  en  différences  finies 

^+^=(*+1)^,  d’où  &y  — xy  = o , 


équation  qui  revient  à celle-ci , 

A u -f-  Pu  — o , 

en  faisant  P — — x s or  ayant  posé  u — e'y  nous  avons  trouvé 
précédemment,  t = 2./(i — P)  ; d’où  il  s’ensuit  qu’on  a 
l’intégrale 

. i t • 

donc  celle  de  la  proposée  sera 
C étant  la  constante.  Or 


£•  / ( i>  + ic  ) — li  -J-  la  4*  13  -f*.  i*«4  le, 

en  observant  que'  le  nonïbrer  dés  logarithmes  consécutifs  , doit 
être  x,  ci  conséquemment 

eït(X+,)_  1*2*3.  ..  a X S 

on  aura  donc 

y z=zC.  i .2.3. . . 
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et  comme  avec  une  seule  lettre , on  ne  peut,  faire  qu’un  seul 
arrangement  , on  aura  y — i pour  x = i , et  conséquemment 
aussi  C = i j donc 

y = i.a.3. . . .x , 

* 

comme  on  le  sait  ( Algeb .). 

Exemple  II.  Intégrer  l’équation. 

^ + C*  + i)Ajr4-«(2x+i)  = o: 

En  la  comparant  avec  la  proposée  Py  Ay  — Q , on  a 


P = 


l a(2x-ft) 

f X.  — ~ 


*+I 


Rt=i  —P=. 


X 1 


X 

X I 

X — 2 

x — 3 

X -+■  I 

X 

* X I 

• f 

X 2 

X I 

X 2 

x — 3 

, etc. = 

X 

X—  I 

X 2 

x i * 


• a 


S l 


X-f-I 

alors 

t = 

<lonc 

I C 

y = -—[C-aE(2x+i)]=-^ x 

€ 

x 9 

X*  — • X 

•en  observant  que  Si=jcetr*  = ÿ donc 

xy  -j-  ax'  — C. 

Intégrer  V équation  linéaire  du  second  ordre  , 

A y -f  BAy  -j-  CA’y  = X, 

A , B , C étant  des  coefjiciens  constans  et  X une  Jonction  de  x. 
En  faisant  A y=p,  d’où  A ys=Ap,  on  a les  deux  équations 
Ay  —p  — o,  jly  + Bp+CAp—X. 

On  multipliera  la  première  par  un  coefficient  constant , et  on 

35 


( 
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ajoutera  le  produit  à la  seconde , ce  qui  donnera 

Ay  + ( B — fi)p  + CAp  = X. 

Cela  posé , soit 

tfijr-{-Cp  — s,  d’où  fiAy  -f-  CAp  e=  As  : 
l’équation  précédente  deviendra 

4y  + ( B — fi  ) p + aj = x , 

et  il  est  clair  que-  celle-ci  ne  serait  qu’un  cas  particulier  de 
l’équation  intégrée  (pag.  54o  et  suiv.  ),  si  A y -f-  ( B — fi)  p 
était  un  multiple  de  s.  Soit  donc  , 

Xy  + ( B — fi  ) p = D s = fiDy  -f  CDp  , 
d’après  fiy  Cp  z=  s\  on  tire  de  là 

A — fiD,  B —fi=  CD-, 
et  par  conséquent  - • 

fi  = B — CD, 

D étant  donné  par  l’équation  du  second  degré , 

A — BD  -f-  CD%  = o. 

L’équation 

Ds  As  — X , 

à laquelle  la  proposée  se  trouve  réduite,  donne 

’=c*'-'^rck.]+c' 

en  posant  t — D = R.  Or,  si  nous  nommons  D',,  DU  les  deux 
valeurs  de  D , fi' , fiK  les  valeurs  correspondantes  de  fi,  sr , s"  t 
les  deux  valeurs  correspondantes  de  s,  nous  aurons  les  deux 
équations 

fi' y -f  Cp  = s' , fi«  y + Cp  — s » , 
et  éliminant  p , on  obtient 

_s'  — s" 

^ ~~  fi'  — fi"' 
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11  resterait  à examiner  les  cas  des  racines  égales  et  imaginaires  ; 
mais  nous  n’entrerons  pas  dans  ces  details  qui  d’ailleurs  ne 
présentent  plus  de  difficultés. 

Intégrer  V équation  linéaire  du  troisième  ordre , 

Ay  -f-  BAy  -f-  CA’y  + Di3y  = X , 

ou  A , B , C , D sont  constans  et  X une  fonction  de  x. 

On  fera  Ay  ~p , Ap  = g , et  on  aura  les  trois  équations 

Ay  — p — o , Ap  — q=  O , Ay  Bp  Cq  D&q  = X. 

On  multiplia  la  première  par  fi  , la  seconde  par  y,  et  on  ajoute 
la  somme  des  deux  premiers  produits  à la  troisième , ce  qui 
donne  * 

Ay  + (B  — fi)p  + (C—r)  9 + £4T  + V&P  + D A?  = X. 
Soit 

fiy  + VP  -4-  Dq  = s , d’où  , Q\y  -f-  y Ap  -{•  Daç  = As  ; 
l’équation  précédente  deviendra 

■4y  + (E  — fi)p  + ( C—v)q-\-  Ass=X, 
qu’on  intégrerait  facilement  si  Ay  (B  — fi  ) p { C — y ) g 
était  un  multiple  de  s.  On  fera  donc , comme  ci-dessus. 

yfy  -h(B  — 0)  p -j-  (C  — y)  g + Fs  — fiFy  4-  yFp+DFq; 
d’où  l’on  tire 

A =r  fi  F , B — fi  “ y F , C — y “ DF  f 

et  par  conséquent 

y = C — DF,  fi  = B—CF  + DF>, 

F étant  donné  par  l’équation  du  troisième  degré 
A — B F -f  CF3  — DF3  — o : 

nommant  F',  F ",  F"1  les  trois  valeurs  de  F,  fi',  fi",  fi"',  y',  y", y1", 
s',  s",  s1"  les  trois  valeurs  correspondantes  de  chacune  des 
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quantités  F,  p , y,  * , on  aura  ces  trois  équations  , 

ey +l'P+  % = *' 

$Hy  + y" p -f-  Df  = sv 

fi"'y  -f  y1" P -f-  Dq  = 

d’où  l’on  tire  par  l’élimination  de  p et  q , la  valeur  y. 

On  intégrerait  de  la  même  manière  l'équation  linéaire  de 
l’ordre  n. 

Exemple.  La  suite  i -4-  3«**+-a«3+6^+  ioz^-^-ziz6  -f-  42x7 

1 ~ z 

•f  - 862*  etc.,  est  le  développement  de  la  fraction  — - : 

en  nommant^  le  terme  général  des  coefliciens  1 , o,  a,  2,  6,  etc. , 
’y,"y  les  deuxtermes  qui  précèdent  yy  on  a y—  'y-\-^iy\  cette 
suite  est  récurrente  et  a pour  échelle  de  relation  1 -f-  2.  Au  lieu 
de  y = ’y  -j-  a "y,  on  peut  écrire  y11  1 -f-  37 , y , y' , y"  étant 
toujours  trois  termes  consécutifs  , et  y le  moins  avancé  : rempla- 
çant^' par  y + Ay;  r"  par  A'y  + 2 Ly  + ./»  l’équation  pré- 
cédente devient 

a y — Ay  — &'y  — o, 

et  en  la  comparant  avec  Ay  -j-  BAy  + CA'y  = X , on  trouve 
A =z  2 , B — — x,  C — — 1 , X ~ o.  On  formera  d’abord 
l’équation  du  second  degré 

2 D — D*  = o, 

d’où  l’on  tire  D'  = 2,  D11  — — 1,  = 1 , S®  =s  — a» 

1 —D'=li'=—  1,  1 — D"  = R«  =2,  et 


donc 


y = C(  — 1}',  sii=C'(*y 
ci  — 1 y — cr  21. 

y-  5 


Pour  déterminer  les  deux  constantes  arbitraires  C,  O , je  re- 
marque que  x s=  o donne  y — 1 , et  x 2=  1 donnc_y  — 0,2:  étant 
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le  rang  du  terme  de  la  suite  proposée  dont  y est 
néral  des  coefficiens  : on  a donc 
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le  terme  gé- 


3 = C—C',  — C — 2C'=o,  d’où  C = a,  C'  — 

• 1 | * 2 

Ainsi  on  a pour  terme  général  ,,  g* —.y,  en  prenant  le 

signe  -f-  lorsque  x sera  pair,  et  le  signe  — lorsque  x sera 
impair. 

Intégrer  l'équation  A”z  = o , z étant  une  fonction  de  x. 

. t 

On  sait  que 

&z=z'—z,  à'z=z"—2z'+z,  A3z=z'i'—  3z"+  3r'— z,  etc., 
et  l’analogie  indique  cette  expression  générale 

A"*=  •zl")  — ifceC"—*)  ÎLLî! : 

en  sorte  que  de  A"z  = o , on  déduit 

zW  = nz(’’—,)  — r ("”») 


n (n  1 ) (n  — 2) 

— TA  n 


2.3 


*(”-3) — . . . . ; 


ainsi  dans  cette  question  , un  terme  quelconque  z(")  est  donné 
par  un  nombre  n de  termes  préccdens  , et  il  s’agit  ici  de 
trouver  z ou  le  terme  général  de  celte  série  récurrente  dont 

l’échelle  de  relation  est  n , — Ti^n~l\  f elc  L’intégrale  pre- 
mière , est 


A— * z xx  A’  ; 

l’intégrale  seconde,  est  (pag,  5i8) 

A"- ’z  = 2 A‘  z=  -f  Ai  ; 

l’intégrale  troisième , est 
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A'x » 


, A'x  . 

An~iZ  = 2 — : h 2 A",z 

t SJ* 


^±X+A»'i 


en  général , l’intégrale  n'm*.  sera  de  la  forme 

z=*  + *'x+  «"x-\-a!"x 3 +. h 

a,  a',  a"....  étant  des  constantes  arbitraires  en  nombre  n ; 
qui  se  déterminent  d’après  des  conditions  particulières. 

" Intégrer  T équation 

Azrx)  -f-  A'z(I+i)  -j-  Affz(x  -{-•  • • • -4* 

A , A' . . . . AC”)  e'/ant  coejftciens  constans. 

Les  termes  *(*),  r(r+1). • • + ? sont  ceux  d’une  suite 

récurrente  dont  les  coefficiens  A,  A\  A11 . . . . forment  l’échelle 
de  relation  : en  sorte  que  le  terme  z(x+n)  est  donné  par  un 
nombre  n de  termes  précédens. 

On  a (Cale.  difj. , pag.  n ) 


^(x)  + AZ(X) 

+ 0 = *(*)  + 2Az(x)  + A’r(,) 
etc., 


n (n  — î ) 

z(*  + »)  = Z[x)  + nAz(x)  H ; A’r^ 


+ 


n(n — i)(n — a) 
2.3 


A3*(*)H 


on  peut  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  lui 
donner  la  forme 


AZ(x)  4-  A'AZ(x)  4-  X^A'Z^)  -f-.  . . .-J~  = o. ...(2)  , 

A,  A'....  aW  étant  des  coefficiens  constans  et  connus.  L’équa- 
tion (1)  représente  donc  une  équation  de  l’ordre  n , et  son 
intégration  qui  revient  à celle  de  l’équation  (2)  , se  réduit  à 
la  recherche  du  terme  général  z(x)  de  la  série... 
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Pour  intégrer  l’équation  (i)  , soit  «(>)=«*,  d’où 

Z'x  + I)  = «.*  + ' , Z[x  + i)  = »'r+I,  etc.,  et  nous  aurons  pour 
transformée 

A«x+A’*r  + ' + A"*1*'....  -4-  A = o. . . . (3) , 
laquelle,  après  la  division  par  a1 , devient 

A + A' a + A"*'-\ MW«n  = o. . . .(4)  ; 

d’où  on  tirera  un  nombre  n de  valeurs  de  «,  quenous  désignerons 
par  , an  , . . • . *;„)  : en  sorte  qu’on  satisfera  à la  proposée,  en 
remplaçant  z(x) , r(j-4.,5 , etc.,  par  les  puissances  x , 1,  etc. 

de  l’une  quelconque  des  racines  a, , a //  # • • • Bien  plus  , et 
comme  on  l’a  fait  voir  ( Cale.  inté. , pag.  247  et  suiv.)  , la 
proposée  sera  encore  satisfaite  par 

"F  ftnanx  4*.  • ••4*  Pi*)  , 

fi,,  ft/l,  etc.  étant  des  constantes:  d’où 

*(*+0  = f*i  */'+’  + +‘  4-. ...  + ft{n)  * 

etc. 

et  l’équation  (5)  qui  représente  les  suivantes,  donne  la  valeur 
cherchée  du  terme  général  z;x)  de  la  suite  , et  par  conséquent 
l’intégrale  complette  des  équations  (1)  ou  (2) , puisque  cette 
intégrale  renferme  n constantes  arbitraires  fi, , fin,  fim,  etc.  Ces 
71  constantes  seront  déterminées  par  n conditions  qni  énonce- 
ront qu’aux  n valeurs  de  x , 


répondent  ces  valeurs  connues  de  z, 

zn  zii  > • • • r (»)• 

Il  resterait  à considérer  i°.  le  cas  des  racines  égales  a,, 
qui  met  l’intégrale  (5)  en  défaut,  en  ce  sens  qu’elle  ne  ren- 
ferme plus  autant  de  constantes  arbitraires  qu’il  y a d’unités  dans 
le  nombre  qui  indique  l’ordre  de  l’équation  aux  différences  ; 
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3°.  celui  des  racines  imaginaires  : mais  nous  renverons  à ce  qui 
, a été  dit  ( pag.  citée). 

Disons  quelque  chose  des  équations  aux  différences  finies 
et  partielles. 

Si  zx  , exprime  une  fonction  quelconque  de  x et  y , cette 
notation  + r représentera  la  même  fonction,  en  faisant 
varier  x d’une  unité,  y ne  changeant  pas,  et  ex,J  + , sera  la 
valeur  de  la  même  fonction , lorsque  * restant  constante  , y 
devient  y -fr  x.  Ainsi  ex+, , sera  la  différence  par- 
tielle de  prise  par  rapport  à x , et  zx,  T + 1 — zx,  T 

sera  la  différence  partielle  prise  par  rapport  à y.  Les  équation* 
qui  renferment  zx,yy  *X+I,r,  a,,7+I,  Zx+,,f+,,  etc.se 
nomment  équations  aux  différences  finies  et  partielles. 

Pour  montrer  l'usage  de  ces  équations  , supposons  qu'on 
donne  la  série 


*o»  0 

o 

O*  • • *Zx  J 

0 

^OJ  1 

» > 

^î)  i • • • • 9 

1 

^#1  * 

a 

a 

*0  ) y 

*»  » y 

*3» /•  • • » 

7 • 

si  un  terme  quelconque  r,  , 7 de  cette  série , est  constamment 
égal  à un  nombre  quelconque  de  termes  précédens  pris  dans 
la  ligne  de  zx  y r,  ou  dans  les  lignes  supérieurs  , et  multipliés 
chacun  par  une  fonction  de  x,  y , cette  série  sera  dite  dou- 
blement récurrente  (*),  et  la  recherche  du  terme  général  zX9  y 

(*)  Soit  , par  exemple , la  série 


* . 

i , 

«» 

» » 

1 . 1 > 

etc. 

o. 

i j 

a» 

3, 

4,  5 , 

etc. 

°x 

* > 

3, 

6,  io, 

etc. 

0) 

0, 

°» 

» . 

4»  JO) 

etc. 

0| 

0, 

o, 

etc. 

0 , 
X 

« » 5 » 

etc. 
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dépendra  d’une  équation  aux  différences  finies  et  partielles, 
comme  la  recherche  du  terme  général  d’une  série  simplement 
récurrente , dépend  , ainsi  que  nous  venons  de  le  voir , de  l’in- 
tégration d’équations  ordinaires  en  différences  finies.  Deux 
grands  géomètres , MM.  Lagrange  et  Laplace  se  sont  occupés 
avec  succès  de  ce  genre  d’équations  , le  premier  dans  les 
Mémoires  de  Berlin  de  1775,  et  le  second  dans  les  tomes  VI 
et  YI1  des  Mémoires  de  P Académie  des  sciences  de  Paris. 

Intégrer  l'équation 

Zi , y 4*  i — 1 , y — 1 -f-Qz.  — * . y — id"*'  • • •'4~NZjc — n , v — n • — T , 

où  x et  y varient  également  dans  chaque  terme,  P,  Q....  N,  T 
étant  des  Jonctions  données  de  x et  y. 

1 Au  lieu  des  variables  a:  et  y,  introduisons-cn  deux  autres 
v et  t , telles  que  u = x — y , t = x : puisque  dans  la  pro- 
posée * et  y varient  également  , u ne  changera  pas  , et  on 
aura 

*jr  1J'==Pu  » t » »».r—»=PrH«  — »*  *"tC.  , 

et  la  proposée  prendra  la  forme 

Q.‘Pui  1—1  *}*••••  4'-^  » < — » ==  » 

où  les  coefficiens  P,,  IV, , T,  sont  fonctions  de  «et  t. 


dont  les  colonnes  verticales  sont  les  coefficient  numériques  des  puissances 
l*r. , a*. , 3*.  , etc.  d’un  binôme  : on  sait  qu’un  terme  quelconque  est  égal 
tu  terme  s gauche  dans  la  même  ligne , ajouté  à celui  qui  est  au-dessus 
de  ce  dernier.  Or  jr  étant  le  numéro  d’une  colonne  verticale,  et  Y celui 
d’uue  colonne  horisontale  , la  loi  énoncée  est  traduite  par 

x ~ **— i,  y **—  1 > ,r— 1 » 

tr.r  étant  un  terme  quelconque:  l’iuîégrale  de  Cette  équation,  c’est- 
à-dire  , U valeur  du  terme  général  ax,T  n’est  autre  cbo.se  que  le  terme 
général  dea  coefficient  du  biuome.  Cette  équation  est  aux  différences  Unies 
tt  partielles. 
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L’intégrale  de  cette  équation  en  différences  finies  ordinaires  j 
deviendra  celle  de  la  proposée  , en  remplaçant  les  n constantes- 
arbitraires  par  autant  de  fonctions  de  u ou  de  x — y. 
Exemple.  Soit  l’équation 

-x  i r —if  j — i - — O } 

on' aura  pour  transformée  . 

Pui  i + t ( t — u ) pu , = o : 

or  dans  l’hypothèse  ’dc  u constante  , on  a 

Put  ,=  Ci.a.3....  /(« — i)(b  — a) (u  — /)  (*). 

Ainsi  1’intégrâle  de  la  proposée  , sera 

zJ,,=l.a.3....a:(a:  — y — i)  (*— y—  2)....  X — yE {x— y)  , 

F étant  un. signe  de  fonction;  et,  en  effet,  cette  intégrale 
satisfait  à la  proposée  , ainsi  qu’il  est  facile  de  s’en  assurer. 

Il  nous  resterait  à parler  des  équations  linéaires  en  différences 
finies  et  partielles  ; mais  les  bornes  de  cct  ouvrage  ne  nous 
permettant  pas  de  nous  étendre  davantage  sur  la  matière  de  ce 
chapitre  , nous  le  terminerons  par  une  très-courte  digression 
sur  les  équations  aux  différences  mêlées , pour  passer  de  suite 
au  calcul  des  variations,  dont  l’importance  exige  des  dévclop- 
pemens  qui  ne  doivent  pas  être  sacrifiés  à des  doctrines  encore 
trcs-incomplettes. 


(*)  La  transformée  p » , 1 + I ( t — u)  p„ti  — „ — o , comparée  avec 
’Azy — y' = o traitée  ( png.  543  et  544  ) > donne  Ax  = — t[t — u) 

= t ( u — f ) ; donc  A,  — 1 ( u — il,  Ax  '=  a ( u — a ) , 

Aj  = 3 ( u — 3 ) . . . . Ax  — x (u  — x)  : ainsi  l'intégrale  trouvée  (pog.  citée  ) 

y — A j A 2 • • A x , 

devient 

pu,t  = C 1 .2.3. . . ,x  (u  — 1 ) ( t«  — a )....(  u — t): 
or  , à cause  de  u — { = — y et  dc’C=  lu  — F ( x — y)  , on  retombe 
sur  la  proposée. 


SraTis:  "~~!v  (îWdÿlc 
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Ce  genre  d’équations  dont  Condorcet  et  M.  Laplace  se  sont 
occupés  les  premiers , n’est  pas  une  simple  combinaison  de 
formules  analytiques  ; il  répond  dans  la  théorie  des  courbes  à 
des  questions  aussi  difficiles  que  variées,  et  quelques-unes  de 
ces  questions  s’étaient  déjà  offertes  aux  géomètres  des  l’origne 

du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

. 

L’équation 

dy 

a — \-  b A y -j-  c.y  ==  o , 

QJC 

du  premier  degré  et  du  premier  ordre  , est  une  des  plus  simples 
en  ce  genre.  Si  l’on  suppose  , on  pourra  faire 

y = Ce'"* , 

et  elle  se  changera  dans  celle-ci , 

am  -}-  i ( em  — ; ) -f-  c = o , 


et  toute  valeur  de  m qui  satisfera  à cette  dernière  équation,' 
donnera  une  valeur  de  y renfermant  une  constante  arbitraire. 

La  même  hypothèse  y = 6'c"'^*satisfait  encore  l’équation 
d . A y . dy 

air+i¥  + cv+^=0’ 

qui  diffère  de  la  précédente  par  le  terme  a --  j— - dans  lequel 

les  caractéristiques  A et  d se  trouvent  combinées  : on  aurait  , 
dans  cette  hypothèse  , 
dy  . . dAy 


• = Ce'nxm  , A_y= Cemx(em— i)  , 


— r-  . - — m . u j — v t,  » c.  — x i • . 

dx  J ûx 

et  la  valeur  de  m serait  donnée  par  l’équation 

am  ( em  — i ) + bm  -j-  c ( em  — i ) -{-  j = o. 
Considérons  ensuite  l’équation 


— Cemxm{em — i). 


jhr_  _ _ A ty  1 /A  ,]r  y 

do;  dx  4 \ dx  ) * 
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qui , en  posant 


dy  , . 

-^  = p,  devient 


p = xAp ^-(Ap)*: 

si  on  en  prend  la  différence  finie , on  trouvera  un  résultat  de 
la  forme 


A’p  x /(*,  A p,  A’p)  = o , 


en  intégrant  le  premier  facteur  qui  est  le  plus  simple  , on  a 
Ap  = a , et  de  là 


1 

p—ax — a'  y 

4 


équation  intégrable  ; et,  en  effet , cette  valeur  de  p satisfait  à la 
proposée  , ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer , en  la  substituant  ainsi 
que  sa  différence  Apdans  l’équation  donnée.  Nous  ne  recher- 
cherons pas  l’intégrale  de  l’autre  facteur.  Nous  nous  bornerons 
à observer,  t”.  que  ces  sortes  d’équations  aux  différences  mêlées 
sont  susceptibles  de  deux  intégrations  distinctes  , l’une  par  rap- 
port à la  caractéristique  A , l’autre  par  rapport  à la  caracté- 
ristique d ; que  lorsque  celle  des  différentielles  peut  s’effectuer 
la  première , le  résultat  contient  une  constante  arbitraire  , et 
qu’ensuile  l’intégration  aux  différences,  introduit  une  fonction 
arbitraire  ; mais  que  si  l’on  intègre  d’abord  par  rapport  aux 
différences , on  sera  souvent  obligé  de  particulariser  la  fonction 
arbitraire , pour  effectuer  l’intégration  aux  différentielles. 

On  peut  transformer  les  équations  aux  différences  mêlées , 
en  équations  différentielles  d’un  ordre  indéfini,  en  y substituant 
pour  Ayt 


<b  ■ . ày 

dx  *"  d*’ 


P d y p 

-j-  j — ; -r  + etc.  f 

i . a d*3  1.2,3 


et  conséquemment  pour  A. 


jf 

dx 


f 
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d>~  « ■ 
datf  1 


cFy  i* 
d*3  1 . 2 


+ etc. , 


il  restera  ensuite  à satisfaire  à ces  dernières  équations  trans- 
formées de  la  manière  la  plus  générale  , ce  qui  offrira  souvent 
de  très-grandes  difficultés. 


Problème,  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  soutan- 
gente  PT  soit  à la  sousècante  PS  dans  le  rapport  i ; a , en  Fig.  =3. 
supposant  que  la  seconde  ordonnée  P'  M'  soit  éloignée  de  la  pre- 
mière d’une  quantité  donnée  PP'  = i. 

Ce  problème  conduit  à l'équation 


si  l’on  écrit  pour  Ay  son  développement  en  série  , on  aura 
l’équation  différentielle  d’un  ordre  indéfini , 


(a— i) 


àv  d’y  i d'y 

dx+adï—  + fld^ 


• -f  etc.  = o 


9 


à laquelle  on  satisfait  par  y=Ce"'x , pourvu  que  le  nombre  m 
«oit  déterminé  par  l’équation 

, . . . m'i  , m,i'* 

( a — i ) m -f-  a -f-  a T + etc-  = o } , 

2 2.0 

d’où  l’on  conclut  d’abord  m — o,  puis 


, mi  m'i* 

(a  — i ) -f  a a — — -f-  etc.  = o : 

2 2.0 


si  l’on  désigne  par  m m11,  m’",  etc.  les  racines  de  cette  der- 
nière , on  aura  évidemment  ’ ' 

y=C+  Cem,x  CV*X  -f  etc. 

et  comme  l’équation  précédente  comporte  au  moins  une  racine 
réelle  , dont  otl  peut  obtenir  le  développement  suivant  les  puis- 
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sances  de  ( Cale,  difj pag.  86,  87  et  180),  on  aura 

pour  résoudre  la  question  , cette  équation 
y = C 4-  C'em,x. 

Nous  venons  d’avancer  que  les  intégrales  des  équations  aux 
dillérences  finies,  contenaient  des  fonctions  arbitraires  qui  ne 
sont  pas  constantes  comme  celles  qui  complettent  les  intégrales 
des  équations  différentielles  : c’est  ce  que  nous  allons  expliquer 
sur  l’intégrale  de  l’équation  Ay  = o.  En  effet,  cette,  équation 
n’exprime  pas  absolument  que  la  fonction  y soit  constante  , 
mais  seulement  qn’elle  ne  change  pas  de  valeur,  lorsque  la 
variable  indépendante  x devient  x -j-  A x . 

Si , par  exemple,  il  est  constant  et  = i , on  pourra  prendre 
pour  y toutes  les  fonctions  de  x qui  conservent  la  même  valeur, 
quand  on  y met  * -{-  1 pour  x.  Or,  il  est  facile  de  voir  que, 
parmi  les  fonctions  circulaires , il  s’en  trouve  un  nombre  infini 
qni  jouissent  de  cette  propriété  ; telles  sont  les  fonctions  de 

tin  , cos  — , lorsque  * désigne  la  demi-circonférence  ; 

car  la  substitution  de  x -f-  * pour  x dans  ces  fonctions,  donne 


On  peut  donc , dans  cette  hypothèse , prendre 

(.  ' * x ' xx  \ 

sln  —7—  1 cos— --  1, 

pour  l’intégrale  de  Ay  = o , au  lieu  de  y zzz  C , en  considérant 
d’ailleurs  la  fonction  comme  entièrement  arbitraire  et  sus- 
ceptible de  toutes  les  formes  possibles  : en  effeP,  on  a 
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y + Aj  = <f  Qin  Qr  -f  ^ , cos 

(.  TT  X TTX  \ 

sin  —7—  9 cos  — ; — j y 

d’où  a y — o.  Celle  remarque  importante  est  Jue  à Euler. 

Nous  observerons  que  si  a=/3  F*  est  l’intégrale  d’une 

équation  aux  différences  partielles , a étant  une  fonction  de 
x, y t z ; /3  , « et  t des  fonctions  de  a:,  y seulement,  et  Fa 
des  fonctions  arbitraires  introduites  par  l’intégration  , et  si  ces 
fonctions  doivent  être  déterminées  de  manière  à ce  qu’elles  satis- 
fassent aux  deux  conditions  suivantes,  i°.  qu’en  faisant  y = X , 
on  ait  z = k ; a°.  qu’en  faisant  jy=X, , on  ait  z — k,,  X,  X,, 
A,  A;,  étant  des  fonctions  données  de  * et  de  constantes,  on 
est  conduit  à l’intégration  d’une  équation  aux  différences  finies. 
Voyez  l'excellent  Traité  des  différences  et  des  séries  par 
XJ.  Lacroix , et  les  Leçons  de  M.  Prony  consignées  dans  les 
premiers  cahiers  du  Journal  de  l’Ecole  polytechnique  , ouvrages 
dans  lesquels  on  trouvera  d’ailleurs  les  indications  des  Mémoires 
à consulter. 
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CHAPITRE  XIX. 

Calcul  des  variations. 

Nous  avons  extrait  du  Calcul  des  fondions , par  M.  Lagrange, 
l'historique  suivant  qu'on  lira  avec  intérêt. 

« Les  questions  de  maximis  et  minimis  n’ont  pas  été  incon- 
« nues  aux  anciens  géomètres  : car  on  a un  livre  entier  A'Apol- 
« lonius  qui  traite  presqu’uniquement  des  |>lus  grandes  et  des 
« petites  lignes  droites  qui  peuvent  être  menées  de  points  donnés 

* aux  arcs  de  sections  coniques.  » 

« La  méthode  à' Apollonius  se  réduit  simplement  à prouver 
« que  toute  autre  droite  menée  du  même  point  à la  section 
« conique , serait  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum , et  plus 
« grande  dans  le  cas  du  minimum  que  celle  qui  a été  déter- 

• minée;  et  cette  méthode  a été  suivie  par  tous  ceux  qui, 
« après  lui , ont  cherché  à résoudre  par  la  simple  géométrie  , 
« les  problèmes  relatifs  aux  maxima  et  aux  minima.  » 

« Fermât  est  le  premier  qui  ait  donné  pour  la  solution  des 
« problèmes  de  ce  genre,  une  méthode  directe  et  analytique, 
« que  l’algorithme  du  Calcul  différentiel  a ensuite  simplifiée  et 
« généralisée  ; elle  se  réduit  , comme  on  l’a  vu  ( Cale.  diJJ.  , 
« chap.  XVIII  et  XXV)  à égaler  à zéro  la  différentielle  ou  le 
« coefficient  différentiel  de  la- fonction  qui  doit  être  un  maxi- 
« mum  ou  un  minimum i en  regardant  comme  variable  l’incon— 
« nue  par  rapport  à laquelle  la  fonction  donnée  doit  devenir  la 
« plus  grande  ou  la  plus  petite,  et  nous  avons  exposé  dans  toute 
m sa  généralité  les  principes  et  la  marche  de  cette  méthode.  « 


r 
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« On  peut  dire  que  c’est  à la  considération  des  courbes  qu’on 
« doit  les  principales  méthodes  de  l’analyse  ; la  détermination 
« des  plus  grandes  et  des  plus  petites  ordonnées  dans  les  lignes 
« et  dans  les  surfaces  courbes , avait  donné  naissance  aux  ques- 
« lions  de  maximis  et  mini mis , dont  nous  venons  de  parler  • 
« mais  on  s’éleva  bientôt  à des  problèmes  d’un  genre  nouveau 
« et  beaucoup  plus  difficiles.  Il  s’agissait  de  trouver  les  courbes 
« mêmes  dans  lesquelles  des  quantités  dépendantes  de  toute 
« l’etendue  de  la  courbe  cherchée,  prises  entres  des  limites 
« données  , fussent  ou  maximum  ou  un  minimum  , par  rapport 
« a toutes  les  autres  courbes  possibles  , comme  par  exemple  , 
« la  courbe  qui  renferme  le  plus  grand  espace  suivant  des 
« conditions  données  , ou  qui  produit  par  sa  révolution  le  plus 
« grand  solide  entre  des  limites  données,  etc.;  mais  c’est  la 
mécanique  qui  a fourni  les  premiers  problèmes  de  ce  nou- 
« veau  genre.  Newton  a cherché  le  premier  la  courbe  qui,  eu 
« tournant  autour  de  son  axe,  produit  le  solide  qui  étant  mu 
« dans  un  fluide  , éprouve  la  moindre  résistance  possible.  » 

« Mais  c’est  proprement  du  fameux  problème  de  la  Bra- 

* chystochrone  ou  ligne  de  plus  vite  descente,  proposée  en  1793, 

« par  Jean  Bernoulli , que  date  la  découverte  d’une  analyse 
« propre  à ces  sortes  de  recherches  : on  l’a  appliquée  à des 
« problèmes  plus  compliqués  , tel  que  celui  des  isopérimètres, 

« où  il  s'agissait  de  trouver  entre  toutes  les  courbes  possibles 
« qui  ont  même  périmètre  ou  même  longueur,  celles  qui 

* entre  des  limites  données,  renfermaient  les  plus  grands  ou 
« les  plus  petits  espaces,  ou  en  faisant  une  révolution  autour 

* e leurs  axes  , produisaient  les  plus  grandes  ou  les  plus 
« petites  superficies , ou  les  plus  grands  ou  les  plus  petits 
« solides  ; ou  enfin  une  courbe  telle  qu’en  construisant  sur  son 
« axe  une  seconde  courbe  dont  les  ordonnées  soient  des  fonc- 
“ Uons  quelconques  des  ordonnées  et  des  arcs  de  celle-là  , 
«l’aire  de  la  seconde  courbe  forme  u ».  maximum  ou  un 
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a minimum  ; les  difficultés  de  ces  problèmes  jointes  à la  celé— 
« brité  que  le»  travaux  des  deux  frères  Bernouilli , de  Taylor 
« et  d'Euler  lui  acquirent,  ont  fait  donner,  en  géqéral , le  nom 
« d'isopérimètres  à tous  les  problèmes  dans  lesquels  il  s’agit 
« de  trouver  des  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété  de 
n maximum  ou  minimum , avec  ou  sans  la  condition  de  l’égalité 
a de  longueur  de  la  courbe.  » 

A la  suite  de  quelques  remarques  sur  les  solutions  du  pro- 
blèmes des  isopérimètres  par  les  Bernoulli , Taylor  et  Euler , 
M.  Lagrange,  ajoute  : « l’ouvrage  d'Euler , intitulé  : Mèthodus 
« imeniendi  lineas  curvas  maximi  minimique  proprietate  gau— 
« dentes , n’aurait  rien  laissé  à desirer  sur  les  problèmes  rela- 
« tifs  aux  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété  de 
« maximum  ou  minimum , s’il  avait  pour  base  une  analyse 
« plus  conforme  à l’esprit  du  Calcul  différentiel,  n 

« Il  restait  donc  è trouver  la  manière  de  plier  ce  calcul  à 
« ce  genre  de  problèmes  qui  sont  essentiellement  de  son  res- 
« sort , et  de  les  résoudre  sanà  s’écarter  de  la  marche  simple 
k et  uniforme  de  ce  calcul.  Cet  objet  a été  rempli  par  la 
« méthode  des  variations,  (due  à M.  Lagrange ) et  publiée 
« dans  le  second  et  h quatrième  tomes  des  Mémoires  de  l'aca — 
« démie  de  Turin.  » 

Commençons  par  des  particularités  propres  à servit  d’inlro-r 
duction  à ce  qui  doit  suivre , et  soit 

« r=  F etc.  ), 

-,  : . r 

une  fonction  qui  doive  jouir  de  la  propriété  d’ètre  un  maximum 
ou  un  minimum  , ce  qui  suppose  une  relation  entre  * et  y , 
que  nous  désignerons  par 

y — <qx  : 

si  cette  relation  est  donnée,  on  en  déduira  y ,y/,  y11,  etc.  en 
fonctions  de  x , qu’on  substituera  dans  V,  et  alors  la  question 


9 


N 
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rentrera  dans  celle  tics  maxima  et  minima  ordinaires.  Mais  s1 
la  relation 

n’est  pas  donnée , alors  en  supposant  successivement  pour  çx 
différentes  formes,  la  fonction  V variera  elle -même,  et  il 
s’agira  de  trouver  pour  9 x une  forme  telle  que  la  fonction  V 
soit  plus  grande  ou  plus  petite  qu’elle  ne  le  serait  pour  toute 
autre  forme  de  qx  , indépendamment  de  toute  valeur  de  x : 
ainsi  fa:  est  ici  l’inconnue  de  la  question  , et  quoique  la  rela- 
tion qui  lie  j à x , soit  inconnue,  cependant  les  variables  x et  y 
ne  sont  pas  -indépendantes. 

Ecrivons  x -|-  i pour  x et  y -J-  k pour  y dans  V , et  nous 


F,  = F ( x -f  i , y + k , y'+  k' , y"  -j-  k" . . .)  , 

1 et  h étant  deux  fonctions  de  * , dont  l’une  est  arbitraire  , 
et  l’autre  en  dépend  par  la  relation  j-  — çx  : on  aura  donc 

or  par  la  nature  de  la  question,  il  faut  que  la  fonction  <f  x ait 
été  prise  de  telle  manière  que  , quelle  que  soit  la  valeur  de  a?, 
on  ait  toujours 

K > V ou  < V ; 

en  raisonnant  comme  dans  la  théorie  des  plus  grands  et  des 
moindres  ( Cale.  dijf. , chap,  XXV  ) , on  conclura 


AV  , AV  , AV 

1 * 47  + *'  Âÿ  + ctc- 


da: 


si  l’on  pose 
AV 


do; 


= o, 


AV 

<!r 


AV 


= o} 


Ay ' 


— O,. 


: o: 


AV 

dy{n) 


- = o, 


X 
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ce  qui  revient  à chercher  le  maximum  ou  le  minimum  , rela-* 
tivement  à chacune  «les  quantités  , il  pourra  arriver  que  ces 
diverses  équations  s’accordent  entre  elles  , quelle  que  soit  la 
variable  ar,  et  alors  la  relation  résultante  sera  y — qx.  On 
distinguera  le  maximum  du  minimum , comme  on  le  sait. 

Mais  si  toutes  ces  équations  donnent  des  relations  différentes 
entre  x et^,  le  problème  sera  impossible  dans  l’état  de  géné- 
ralité supposé  ; et  s’il  arrive  que  quelqnes-unes  seulement  de 
ces  relation^  s'accordent  entre  elles,  alors  la  fonction  V aura 
des  maxima  ou  minima  relatifs  a quelques-unes  des  quantités 
x , y , y' , etc.  Si  l’on  ne  veut  rendre  V un  maximum  ou  un 
minimum  , que  par  rapport  à l’une  des  quantités  x,  y , y ‘ , etc. , 
comme  alors  il  ne  faudra  satisfaire  qu’à  une  équation  , le 
problème  sera  toujours  possible. 

Problème  Ier.  Trouver  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété 
qu’en  chacun  de  ces  points  , le  produit 

v = [y+(rn  — *)y'][y  + (n  — O y']. 

. . * „ 

soit  un  maximum  ou  un  minimum  ! 

L’équation  de  la  tangente  eu  un  point  x , y,  est  (Cale . àijj -, 
chap.  XV  ) 

9 — r + — —y  + ( p — *)./» 

p désignant  l’abscisse  , et  q l’ordonnée  d’un  point  quelconque  de 
b tangente.  Soient  AP—  m , AP v — n ; on  aura 

Pm  — y (m  — x)^',  P"m,i  =y  - (- ( » — x)_y*, 

dent  le  produit  doit  «’-tre  un  maximum  ou  un  minimum. 

_ , . dF  dr  d V ..  . . . ,, 

Lu  cherchant  -r— , — — j il  sera  aise  de  reconnaître 
dx  d y dy 

«pic  les  résultats"  égalés  à zéro  donnent  des  équations  incotn^- 
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patibles , tant  que  m est  différent  de  n.  Mais  pour  m = n , 
on  a 

v=  (r  + (»  — *)?)'; 

d’où  l’on  tire  trois  équations  auxquelles  on  satisfait  en  même 
tems , en  faisant 

jr-¥  (m— x)y  = o, 

c’est-à-dire , 

jrdx  -f(m  — x ) dy  = o , * 

qui  a pour  intégrale 

y~  C(m— -x)  , 

équation  d’une  droite  : cette  relation  rend  Vxx  o , et  cette 
fonction  est  évidemment  positive  dans  toute  autre  hypothèse. 
àV 

Si  l’on  pose  seulement  -j— - = o , on  aura  l’équaiion 
J « 

[y+O*— *)y]  (m  — x)  + D + ('»-*)/](»-*)=o, 

laquelle  donne 

(î*-m-B)y 


s=- 


....(M), 


2 ( m — x)  ( n — x) 
pour  l’équation  de  la  courbe  cherchée.  On  aura  ensuite  la 


fonction 


d’F 


— x)  (n  — x) 


dy'> v ' * 

laquelle  fait  voir  que  le  maximum  aura  lieu , lorsque  les  fac- 
teurs m — x , n — x seront  de  signes  différens  , et  que  le 
minimum  aura  lieu , lorsque  les  facteurs  m — x et  n — x 
seront  de  même  signe. 

On  tire  de  l’équation  (M) 


dx 


dx 


x — m x — n 
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qui  a pour  intégrale 

3.  ly  z=z  l (*— -bi)  -J-  1 (*  — n)  -f"  ^ i 
et 

y'  = C (x  — m)  (*  — n)  , 

C étant  la  constante  arbitraire.  Pour  m = n , on  retombe  sur 
y —C  (x  — m). 

Ainsi  la  position  de  la  tangente  à chaque  point  de  la  courbe, 
est  telle  que  le  produit  en  question  est  un  maximum  pour 
l’ellipse  , et  un  minimum  ou  un  maximum  négatif  pour  l’hy- 
perbole. * 

Problème  II.  Trouver  la  courbe  pour  laquelle , en  chacun 
des  points , le  carré  de  la  sounormale  augmenté  de  V abscisse  , 
soit  un  minimum  ? 

On  a ( Cale,  diff. , chap.  XV  ) 

V—  (yf  + 

' d’où  l’on  tire  trois  équations  qui  s’accordent , en  faisant 

, : yy'  + x = 0 —y h 4-  » 

équation  qui  a pour  intégrale  , 

y'  + **  = • 

en  sorte  que  le  cercle  décrit  de  l’origine  comme  centre  satisfait 
seul  à la  question. 

Supposons  actuellement  qu’on  demande  la  courbe  dans  la- 
quelle le  maximum  ou  le  mininum  ne  soit  plus  la  fonction 

l"  r=ï(x7y,y....), 

mais  la  fonction  primitive  ou  l’intégrale  de  çelle-ci.  Les  pro- 
blèmes de  ce  genre  sont  proprement  ceux  qui  se  rapportent  au 
Calcul  des  variations.  Ainsi  il  s’agit  ici  de  faire  jouir  des  pro- 
< priétés  de  maximum  ou  de  minimum  entre  des  limites  données, 
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qui  répondent  à des  valeurs  données  de  x,  non  plus  la  fonc- 
tion V , mais  son  intégrale  que  nous  désignerons  par  U.  Comme 
la  fonction  V est  censée  n’avoir  pas  de  primitive  dans  l’état  où 
elle  est , pour  qu’elle  en  ait  une  , il  faudra  supposer 

jr  = <ÇX, 

et  en  faisant  varier  tant  soit  peu  la  fonction  Qx,  la  valeur 
de  U,  prise  entre  les  limites  correspondantes  aux  valeurs  don- 
nées de  Æ,  doit  diminuer  dans  le  cas  du  maximum  et  aug- 
menter dans  celui  du  minimum. 

Dans  toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel,  On  sup- 
pose que  la  dépendance  des  variables  demeure  constamment  la 
même  dans  le  cours  de  la  question  ; mais  dans  les  problèmes 
dont  nous  nous  occupons  ici , il  faut  concevoir  que  cette  dé- 
pendance change.  Ainsi  V désignant  une  fonction  de  x , y et 
des  coefficiens  différentiels,  l’intégrale  U—fVàx  est  suscep- 
tible , entre  les  mêmes  valeurs  de  *■ , d’une  infinité  de  valeurs 
qui  dépendent  de  la  relation  yx=çx  : en  sorte  qu’on  peut 
demander  qu’elle  est  parmi  toutes  les  relations  possibles  entre 
y et  x , cfelle  qui  fait  prendre  à l’intégrale  f Vdx , entre  les 
limites  données , la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur.  L’inté- 
grale f Vdx,  lorsqu’on  ne  particularise  pas  la  relation  de  y à x, 
exprimant  une  propriété  commune  à toutes  les  courbes , on 
demande  pour  quelle  courbe  cette  propriété  est  un  maximum 
ou  un  minimum.  Pour  satisfaire  à cette  condition , il  faut 
rechercher  la  différence  qu’un  changement  quelconque  dans  la 
relation  de  y à x,  ou  dans  la  nature  ou  le  paramètre  de  la 
courbe  qui  représente  cette  relation  , produit  sur  l’intégrale 
[Vdx  : on  passe  donc  ici  d’une  courbe  à une  autre  ; en  sorte 
qu’il  faut  distinguer  entre  les  variations  de  l’ordonnée  dans  la 
même  courbe,  et  celles  qui  ont  lieu  en  passant  de  la  première 
courbe  à la  courbe  variée.  En  mécanique  ( Mèc.  analyt.  , 
a t.idit.'),  lorsqu’il  s’agit  d’un  corps  d’une  masse  finie,  dont 
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tous  les  points  sont  animés  par  des  forces  quelconques  , il  se 
présente  naturellement  deux  sortes  de  différentielles  qu’il  faut 
bien  distinguer , les  unes  ce  rapportent  aux  différons  points  qui 
composent  se  corps  : les  autres  sont  indépendantes  de  la  position 
mutuelle  de  ces  points,  et  représentent  les  espaces  infiniment 
petits  que  chaque  point  peut  parcourir,  en  supposant  que  la 
situation  du  corps  varie  infiniment  peu  : on  a conservé  la  carac- 
téristique d pour  désigner  les  différentielles  de  la  première 
espèce  qui  sont  analogues  à colles  que  l’on  considère  communé- 
ment en  géométrie , et  on  a dénoté  par  une  nouvelle  caracté- 
ristique les  différentielles  de  la  seconde  espèce.  Du  reste , les 
memes  formules  qui  donnent  les  différentielles  ordinaires  , 
donneront  aussi  les  variation^ , en  sublituant  / à la  place  de  d. 

On  considérera  donc  que  comme  les  caractéristiques  d et  i' 
marquent  deux  espèces  de  différences  absolument  indépen- 
dantes entre  elles,  quand  ces  caractéristiques  se  trouvent  en- 
semble , il  doit  êlro  indifférent  dans  quel  ordre  elles  se  suc- 
cèdent , parce  qu’en  supposant  qu’une  quantité  varie  de  deux 
manières  diffétentes , on  a toujours  le  même  résultat , quelque 
soit  l’ordrè  dans  lequel  se  font  ces  variations.  Ainsi  j tlx  sera 
la  même  chose  que  d^x,  et  pareillement  ^d!a:  sera  la  même 
chose  que  d'^x  ou  que  dédx,  et  ainsi  de  suite:  on  pourra 
donc  toujours  changer  à volonté  l’ordre  des  caractéristiques  , 
sans  altérer  les  résultats.  Par  la  même  raison  , on  pourra  chan- 
Sf  en  Ji,f  étant  le  signe  de  l’intégration,  c’est  en  quoi 
consiste  le  principe  fondamental  du  Calcul  des  variations. 

Mais  on  peut  démontrer  ces  deux  propositions  comme  il 
suit  : 

i*.  Soit  y=q>x  la  relation  primitive  entre  y et  x , et 
y + i'jr  — 4'X  la  relation  variée  , <p  et  41  étant  deux  signes  de 
fonction  : on  aura 

, t * » 

= — <?*  = r-y,  . , 
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i étant  un  autre  signe  de  fonction  : d’après  cette  loi,  et  en  faisant 
’ pour  abréger  y -j-  dy  = y' , on  aura  i 

d’où  on  conclura 

S y'  — S'y  = vy'  — tj  = d ( t y ) = d .S'y  ; 

mais  comme  Ay  — y' — y , il  viendra  , en  prenant  les  varia- 
tions , c’est-à-dire,  en  différentiant  suivant  S, 

r = *ÿ—ty, 

d’où  on  conclut 

S.Ay=zA.ïy (,), 

ce  qui  est  le  premier  théorème. 

En  supposant  y = mAy,  la  formule  (i)  devient 
| ^.md^  = d.d'mdj  = A'Sy, 

et,  parce  que  m est  une  constante,  elle  se  réduit  à 

<Tdy  = d d’dj  — A'Sy (a)  ; 

ainsi,  on  parviendra  à celte  conclusion  générale 
S Any  s=  A"  J y. 

2°.  Si- l’on  représente  fV  par  V,  , on  aura 
dF,t=V  et  $AV,—ÏV, 

OU 

d.i'Vt  = S V et  d’ V,  =7>r; 

puis  mettant  pour  F,  sa  valeur  fV%  on  obtient 

èfV=fiV, 

ce  qui  est  l’autre  théorème. 

On  sait  que  dans  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et  de 
leurs  différentielles  des  ordres  supérieurs' au  premier,  on  peut 
toujours  prendre  une  des  différentielles  premières  pour  cons- 
tante , ce  qui  simplifie  la  fonction  sans  rien  ôter  à sa  généralité  ; 
mais  alors  dans  les  différentiations  par  d,  il  faut  aussi  regarde’ 
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comme  constante  la  variable  dont  1a  différentielle  a été  sup- 
posée constante  ; et  si  l’on  veut  ensuite  attribuer  des  variations 
à toutes  les  variables , il  faudra  rétablir  la  variabilité  de  la 
différentielle  supposée  constante. 

• • dy  d’ y 

Soit  V une  fonction  de  x,y,  etc.  » où  dx  est 

• d’y 

supposé  constant:  si  l’on  fait  -j — ~y'  y =y'\  la  quan- 
tité V deviendra  fonction  de  x,  y,  y',  y",  etc.,  et  on  aura 


AV 


AV 


AV 


dV=  -d~dx+—ty  + TT’  df  + 


AV 


Ay 


d \ÿ>  elc-  > 


pour  passer  à la  variation  SV,  il  suffira  de  changer  dx , ây , 
Ay,  etc. , en  S~x,  S'y,  Sy\  etc. , ce  qui-  donnera 


AV 


AV 


AV 


AV 


>r=  S + -ÇT  *+  iÿ  ^+  ÿ?  . 

. , _ . iv  àr  i r 

en  observant  que  les  coelhciens  -j — , , etc.  , ne 

changent  pas  lorsqu’on  passe  de  la  différentiation  par  d à la 
différentiation  par  S.  Maintenant,  en  faisant  tout  Varier,  on 
aura 

ASx 


— _ JL^î  —à^z  __v 

J dx  dx  dx  dx  dx  * dx 


A^Sy-y'Sx) 

dx 


-f y " Sx, 


frf  = A-  +y»Sx 

+y"'Sx, 

sy»  = - +rT s* 


âx 

A'(ty-y  Sx) 

dx’ 

d3  ( — r'Sx  ) 

dx3 
etc. 
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Substituant  ces  valeurs,  et  faisant,  pour  abréger  , 
iy — y'ix  = £u. 


5 7 « 


on  aura 

^=(^+^^  + Wf'+  jpz” +«•)'* 

mais  en  différantiant  par  d la  fonction  F,  et  substituant  j^dx 
pour  dy  , .y^dx  pour  dy',  etc. , on  a 

àv  dF 

dy  ^ +dj»' 

d’où  l’on  tire 


jr=Æ+-^ 


r JW  J ^ \ 

■S+dÿr',  + tyiy,"  + elc-)ix’ 


_/dF  dV 

\ dx 
lire 

ÀV  . AV  . . AV  _ _ i 


donc  enfin 


4-I^-r'  4-  — - v^  + etc.  = 4-dF: 

dx+  AyJ  ^ df*  ^ dx 


AV 


AV  diu  . dF  d'J'a 


4 


. . y — — etc. 

fy * d*1 


17  ' ” T dy'  " d* 

Si  la  quantité  ^contenait  une  autre  variable*,  avec  ses  dérivées 

4—  j 4—  etc. , en  faisant  4~  = -j — — zH  etc- 1 el  opérant 

d*  dx*  dx  dx 

la  même  manière  , on  trouverait  les  termes  suivans 


AV  „ dV  div 

^,'  + ï?x  TT 


AV  d*JV  , 

. - — x — : h etc. 

d z11  dx* 


d * 

dans  lesquels 

<lv  — }z  — z?  ix; 

à ajouter  •>  la  valeur  précédente  de  S~V,  ce  qui  donnerait 

.i  AV  dV  d <h<  dV  d'in  , 

*V==-Â7if'**+Hy  «a  + dp-  ST+  d^,“d^“+etc’ 


dx 

dF 

de 

ainsi  de  suite. 


dF  dïv 
de1  dx 


dF  d’Jv 


de"  dx* 


-f-etc. 
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Donc  , si  l’on  a la  fonction  intégrale  / J Fdx , on  fera 

i'.f  Vdx  —fS{Vdx)  —J  ( d a- i V -f-  l V dx ) =/ (dx/F-f-  Fd<fx). 

Mais  f VdSx  = VSx — / d VSx  ; donc 

S / Fdx;=  -j-  j\dxSV  — d VSx  ) 

„ f t , dF.  , dF  d/u 

zxVSx+fdxi-^dïSx  + ^-Suy 


dV  „ 

+ -&**  + 


dy  X dx  • 
dF  dSr 
d*'  X dx 


dF  d’^tt 
■s — t.  x — : — etc., 
dy"  dx1 

dF  d’Sv 
.x 


AyH  ~ dx* 


dF  ^ dF  dF 

” d7  *x  ~ ~dÿyix  - dÿ  s"**  ~ e,c- 

dV  dF  „v 

-j—  * Sx t—z«Sx  — etc. 

d z di' 

,,  . , , . . d F dF  dF 

Or,  en  désignant  pour  plus  de  brievete——,  — — , — — , etc. 

dx  d y dy 

„ „ _ dF  dF  dJV 

par  M,  N, P,  Q,  etc.  -j-  , , etc.  parn,  p,ç,  etc. ; 

Su  par  »,  Sv  par  p etc. , on  aura  , en  intégrant  par  parties, 

/Pd«  ==!P»  — "àx 


et  pareillement 


etc. 


fpip  — pp-J 

r , du  dft  y A q , 

dx  -J-dï  ^ 


— „ Aft  <]9  , fy 

^ dx  dx  ‘ ’ J di 

etc.  : 


d.'ï'é*' 
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donc  par  tontes  res  substitutions  , 
i'fVAx=/\AV-AV)ix 


5;3 


+/{*- 


+ JLd. 

dx  dx  dx 


^ +-i-a  .il 

^ dx  dx 


— etc.  1 u 

i 


dx 


etc.  \ fiilx 


ë+«4 


+ VSx 

j 

{ 

f 

X 

-j-  etc. 


+ \ Ç — etc 


^ dm 

j dx 


• >...(0 


s 


+ \p- 


dq 


dx 


etc. 


etc. 


En  posant 

A=  AV—  AV— o, 
AV  i . AV 


AV 


B = ; — d . h — d’ .;  T -j  — etc.  , 

Ay  dx  dy  dx’  A y" 

AV  i , AV  i . AV 


ç i . u y i a y 

As  dx  dz'  dx’  dx* 


etc.  , 


on  remarque  qu’il  ne  restera  sous  le  signe  J , que  des  termes  de 
la  forme 


( AS x -(-  Biu  -f-  C J'y)  dx, 
a cause  de  w = iu , et  p — Sv , ou  de  celle-ci , 

{ B iy  -f  Ciz  — ( By'  -f  Cz'  ) ix  } dx, 

en  remplaçant  Su  par  iy  — y'ix,  JV  = iz  — x'Jx,  etc.,  et 
observant  que  A = o. 
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Si  la  fonction  f f'Ax  qui  représente  une  intégrale  définie  , on 
prise  entre  des  limites  qui  répondent  à des  valeurs  données 
de  x,  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum , il  faut  qu’entre 
Ces  limites  , on  ait 

ifVAxz=f»VAx=ot 

quelles  que  soient  les  variations  ix,  iy,  le;  et  comme  la  partie 
sous  le  signe  f,  et  celle  qui  est  dégagée  de  ce  signe,  ne  peuvent 
être  comparées  entre  elles,  et  conséquemment  se  détruire,  puis- 
que la  première  n’est  pas  inlégrab'e  , tant  que  ix  , iy,  iz  etc. 
conservent  l’indépendance  qu’exige  la  nature  de  la  question  , 
on  doit  avoir  d’abord 

BS  y + Ci  z — ( By1  -4-  Cz'  ) ix  = o , 
d’où  l’on  ne  tire  que  les  deux  équation* 


lesquelles,  en  désignant 


dx 


AP  d‘Q  Ap  d’o 

T-  j i — — > etc. , —f— , , etc. 

dx  * dx’  ’Ax  dx* 


dx  r 
» 


ÉîJ’r,  ,lc  > - s 

forment  dans  celles-ci , 


N — ? + — K"  + etc.  =o  1 

n — p'  -f-  l"  — P"  + e*c.  = o J " " 2 , 

en  observant  que  la  troisième  By' -{-Cz1  ■=  à , est  en  même  tems 
satisfaite.Ceséquations  contiennent  les  relations  entre  les  variable* 
et  s pour  l’existence  du  maximum  ou  du  minimum.  Si  la 
proposée  ne  renferme  pas  y,  les  deux  équations  ci-dessus  se 
réduisent  à B = o , c’est-à-dire  , à 

N — P -f-  Q#  — etc.  = o....  (3):  , 

en  géométrie , cette  équation  est  celle  d«  la  courbe  qui  jouit 


I 


i 
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■de  la  propriété  du  maximum  ou  minimum  ; il  est  facile  de  voir 
quelle  sera  , en  général,  de  l’ordre  an,  si  la  proposée  est  de 
l’ordre  n,  c’est-à-dire  , si  elle  contient  la  dérivée  y'")  ; de  sorte 
que  son  intégrale  contiendra  a n constantes  arbitraires. 

Désignons  par  U ce  que  dévient  l’intégrale  / SFdx  , sous  les 
conditions  B = o , C=o;  pour  que  cette  intégrale  soit  nulle 
entre  les  limites  données,  il  faudra  que  la  différence  des  valeurs 
qui  répondent  à ces  limites,  soit  nulle  : désignons  par  U„  , U,  , 
ces  valeurs  de  V , qui  répondent  à la  première  et  à la  seconde 
limite , dans  lesquelles  les  variables  auront  pour  l’une  les  valeurs 
dominées  x<,,  yot  y1 0 etc.  x„ , z' a , etc. , et  pour  l’autre  x,,ylt 
y',,  etc. , z/,  etc.  : on  aura  cette  équation  particulière  aux 

limites 

U0-U,,  = o <4)  » 

et  les  conditions  qui  en  résulteront,  serviront  à déterminer  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations  des  équa- 
tions du maximujp  ou  du  minimum. C’est  ce  que  nous  éclaircirons 
bientôt  par  plusieurs  exemples. 

Supposons  actuellement  l’expression  J Fdx  , sous  la  forme  f F, 
V représentant  la  fonction  différentielle  , c’est-à-dire  , conte- 
nant alors  x,y,  z et  leurs  différentielles  dx,  dy,  d a,  d’x,  d’y, 

d "z que  nous  représenterons,  pour  plus  de  commodité 

Par  y,i  y H > ZU  » etc'  » ««sorte  que 

V=xF  ( x,  y,  z,  x,,  y, , r/t  xu  , yu  , z„ ); 

si  x,  y , z reçoivent  les  variations  d’x,  S'y,  iz , x,  deviendra 
d(x  -f-  Sx  ) = Sx  -f-  dSx  = dx  -f-  dd*  = x,  + Sx,  ; de 
même  xH  croîtra  de  dx^  , et  ainsi  des  autres.  De  sorte  que  de 

dV  = Mdx  -{-  Ndx,  -f-  Pdx/;  etc. 

+ md y 4.  ndy,  4-  pdyu  4-  etc. 

-}-  ftdz  4-  ,dz,  4-  *d tu  4-  etc. 

on  conclura 
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tP  — Mî'x-\-  Ntx,  -4-  Ptxn  4 etc. 

4-  **ty+  n ^y,  4 ptyn  + etc. 

I -h  /*£z  + • fz,  4 » ïz/i  + etc. 

= Mêx-\-  Nÿdx  4 Pi'd’x  4 etc. 

+ mly  4 nïdy  4 p i'dy  4 etc. 

4 fci'z  4 dts’  4 * & d’r  4 etc. 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  obtient 

f'Nê'dx  = /2Vd  £x  = JSt'x  — J'dNt'x  ‘ 

JPtd'x  =JPd'tx  — Pdé'x  — d Plx  4/d’Pé'x 
fQïdïx  =/Qd  Px  = Qd'tx  — dQdïx  4 d’Qix 

- fVQÏx, 

et  ainsi  des  autres  intégrales.  En  réunissant  ces  résultats, 
trouve 

J(M-àN  + d’F  — d3Ç  4 diP—  etc.  ) tx 
+ (A1-  — dP  4 d’Ç  •—  d,/«4  etc.  ) di~X 
4 ( P — dÇ  4 J1  P etc.)  dé'x 
4 (Q  — dP  4 etc.)  d’<Tx  * 

4 (P  — etc.  ) dV* 
etc.  : 

conséquemment 

— d N 4 d3Q  — etc.  ) ta 
+/(  m — dn  4 d'p  — etc.  ) iy 
4/(  f*  — d » 4 d’T  — etc.  ) J'z 

4 (JV—  dP4d’Ç— d^Petc.  )^x 
4 ( n — dp  4 d’y  — dV  etc.  ) d'y 

4 ( P — d » — etc ) tz 

4 (P  — dQ  4 d’P )d/x 

4 { p — d’y  4 ) d J'y 

4 ( * — d » 4 •••••••••»••.,)  d^1  z 

4 ( Q ~~  dü4 ......)d‘2*4e|e. 

4 K , 

K étant  la  constante  arbitraire  due  & l’intégration. 


4 
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La  condition  du  maximum  ou  du  minimum  exige  encore  que 
if V = o entre  les  limites  désignées,  quelles  que  soient  les  varia- 
tions ix  , iy  , iz.  Or  if  V ne  peut  devenir  = o , à moins  que 
la  partie  sous  le  signe  J ne  soit  nulle  d’elle-même , et  à cause 
de  l’indépendance  des  variations  ix,  iy,  iz,  il  faut  qu’on  ait  ces 
trois  équations  séparées: 


M — diV  -f-  d ’P  — etc.  = o 
m — dn  -f-  d 7>  — etc.  = o 
fi  — d»  -f-  d1»  — etc.  = o. 


Comme  Vdx  et  V sont  deux  formes  différentes  de  la  même 
fonction  , on  peut  considérer  indifféremment  if  Vdx  ou  ifV. 

Avant  d’aller  plus  loin  , faisons  une  application  qui  jettera 
du  jour  sur  ce  qui  vient  d’être  dit , et  choissons  la  plus  simple 
des  questions  auxquelles  on  applique  cette  méthode.  » 


Problème  III.  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  donnés. 


En  supposant  que  la  ligne  cherchée  soit  toute  entière  dans 
nn  plan  , et  prenant  x,  y pour  ses  coordonnées,  la  longueur 
de  la  ligne  sera  fdxy i -\-y en  sorte  que 


fVdx  =zfdx\/  i-j-y'M • 


dV  dV  ' ' '"f"  " 

Dans  ce  cas,  M = — — = o , iV=  = o » 

d*  d y 


P_d  v_  y 

~dy~ 


Q — o,  etc. , n — o , p — o , etc. , 


V f' 

et  la  première  des  équations  (a)  donne 


f jrj 


’S 


ii 

■S 


by 
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d’où  l’on  déduit 
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— ■ _ — consl.  t 

l/i+j" 

c’esl-à-dirc  , 

y = b , d’où  y = bx  -j-  c , 

b et  c étant  deux  constantes  arbitraires , ce  qui  est  l’équation 
générale  de  la  ligne  droite. 

Si  les  deux  extrémités  db  la  ligne  étaient  données , on  aurait 
dx,  = o , S~yv  = o , dx,  = o , ïy,  = o , et  par  conséquent 
l’équation  aux  limites  (4)  , savoir  : 

U,  - Ua  = o , 

aurait  lieu  sans  aucune  condition  , et  on  déterminerait  les  cons- 
tantes b et  c , en  assujettissant  la  droite  à passer  par  les  deux 
points  donnés. 

11  reste  à résoudre  le  cas  où  la  ligne  la  plus  courte  doit 
être  terminée  de  part  et  d’autre  par  deux  lignes  données  droites 
ou  courbes.  A cet  effet , reprenons  l’intégrale 

fSVàx  =f (2V  — P'-f-  etc.  ) «dx  -f-  Vïx  -f-  |P — Ç'-f-  etc,}* 

+ {Ç  — etc.f  + etc., 

où  a—  S'y  — y’S'x-,  et  comme  on  a déjà  employé  réquation 
du  minimum  , , 

. N — P + *tc-  — o , 

il  ne  reste  plus  qu’à  considérer  le  surplus  de  l’équation  aux 
limites , qui  est 

11=  VS-x  -f-  JP — Q'  -f-  etc. } « + etc. , 
c’est-à-dire  , 

u = /*  l/7+F + —£=  (ïy—yix)  = 

Vi  +y‘  v't  +y"’ 
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lequel  sert  à former  l’équation  aux  limites 

V,  — U.  = o : 

si  l’on  suppose  , en  premier  lieu  , que  la  droite  donnée  doive 
être  terminée  des  deux  côtés  par  des  lignes  perpendiculaires  à 
l’axe  des  x , les  abscisses  x de  ces  limites  étant  constantes,  on 
a Sx0=o}  Sx,  = 0,  et  l’équation  aux  limites  devient 

U,-U0=z  A—  {Sy,~Sya')  = o , 

V*  + b‘ 

à cause  de  y'  = b ; et  comme  S y, Sya  restent  arbitraires  ,• 
on  a b = o , en  sorte  que  y — c •,  ce  qui  réduit  la  ligne  la 
plus  courte  à une  droite  parallèle  à l’axe  des  x.  La  conclusion 
resterait  la  même  si  l’une  des  limites  était  un  point,  l’autre 
étant  une  perpendiculaire  à l’axe  des  x.  Supposons,  en  second 
lieu  , que  les  deux  limites  soient  indépendantes  l’une  de  l’autre:'' 
on  aura  séparément 

• U,  s=  o , ■ • l/„  =3  o , ••  . ‘ t 

et  par  conséquent  ‘ • \ > . 

y‘Syt  + J'*I  = o , y*  S y*  + Sxt  =0: 

soit  maintenant  4>(x,y)=o,  l’équation _ de  la  ligne  qui 
forme  la  première  limite , ou  sur  laquelle  doit  se  trouver  l’une 
des  extrémités  de  la  plus  courte  distance  ; on  en  déduira 

Sx  4>'x  4-  Sy  «'y  = o , <t>'x  +y'<t>'y  = o , 

de  sorte  que  la  combinaison  de  ces  deux  équations , produira 
celle-ci, 

Sy  — y'Sx  = o : 

il  faut  remarquer  à l’égard  de  cette  équation  que  les  valeurs 
Sx  , S y sont  censées  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
désignées  ci-dessus  par  Sx0  , Sya  , parce, que  ce  sont  les  varia- 
tions des  coordonnées  à la  première  limite,  variations  que  nous 
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avons  notées  par  Jx0,  J y»',  mais  la  dérivée  y*  n’est  pas  la 
même  que  la  dérivée  yQ ',  quoiqu’elles  se  rapportent  toutes  les 
deux  au  même  point  ; car  celle-ci  se  rapporte  à la  ligne  la  plus 
courte , et  exprime  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  de 
cette  ligne  avec  l’axe  , au  lieu  que  l’autre  se  rapporte  à la 
courbe  qui  sert  de  limite  , et  exprime  de  même  la  tangente  de 
l’angle  que  la  tangente  à cette  ligne  fait  avec  le.  même  axe.  “ 
Nous  désignerons  celte  dernière  dérivée  par  ) , et  appli- 
quant le  chiffre  au  bas  de  chaque  lettre  pour  la  rapporter  à la 
première  limite , l’équation  précédente  deviendra 

ty°  — if  )•  ^*0  = o. 

Telle  est  l’équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les 
variations  J~ya  et  i x0  : ainsi  substituant  dans  c’est-à- 

dire  , dans 

yo'i'y*  + t"  xa  — o , 

la  valeur  de  J'y,,  tirée  de  l’équation  précédente,  on  aura  celle-ci. 


[So'(f)o+  i]J'x0  = o , d’où  y0'(f%  + 1=0. 

On  conclut  de  cette  dernière  relation  entre  les  tangentes  trigo- 
nomélriques  que  les  deux  lignes,  celle  qui  doit  être  la  plus 
courte,  et  celle  qui  forme  sa  première  limite,  doivent  se  couper 
à angles  droits.  , 

Et  comme  l’équation  à la  seconde  limite  est  tout-à-fait  sem- 
blable à l’équation  à la  première  , on  trouvera  nécessairement 
le  même  résultat  relativement  à la  seconde  limite  ; c’est-à-dire  , 
que  la  ligne  la  plus  courte  devra  aussi  tomber  à angles  droits  sur 
la  courbe  qui  forme  la  seconde  limite.  On  satisfera  à ces  con- 
ditions par  le  moyen  des  équations 

r.'if  ).  + i = 0 , 

et  des  constantes  arbitraires  b et  c de  l’équation  i 

■ • / . . , ■ 

y = bx  c \ .i:t 


W.-J 


« 
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car  les  précédentes  deviennent 

1 *(/).+  1 =°t  *(j')i4-t=o; 

or  , la  ligne  la  plus  courte  devant  passer  par  les  points 
*,  , y.  \ x, , y,,  on  a 


x„  — x, 

la  substitution  de  cette  valeur  de  b , donne 


( y» — ) Cr'). + (*.  — *.)  = °» 

• iy « — y*  ) (>■')■+  *<>•—*.  =o, 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  des  courbes  données , 
rapportées  aux  points  extrêmes,  fera  connaître  les  coordonnées 
«les  points  extrêmes  de  la  ligne  la  plus  courte  , ce  qui  coin- 
plelte  la  solution  générale  du  problème  proposée. 

Pour  donner  plus  de  généralité  au  problème  précédent  , 
supposons  qu’on  demande  la  ligne  la  plus  courte  dans  l’espace , 
sous  la  condition  qu’elle  doive  être  toute  entière  dans  le  même 
plan  : en  prenant  x,y,  z pour  les  trois  coordonnées,  dont  deux 
y et  z sont  censées  fonctions  de  la  troisième  , on  aura  la  fonction 

Vdx=dx  V 1 + (-£y  + (ij)1  = àx\/i+y'‘+  » 

dont  l’intégrale  exprimera  l'a  longueur  de  la  ligne  cherchée , et 
dçvra  par  conséquent  être  un  minimum . Pour  ce  cas  , les 
équations  (a)  du  minimum  , deviennent 


savoir  : 


— P'  — o,  —p’  = o , 


. D W dP 

•n  observant  que  P=  — , p = ; on  en  t;re 


y 


~r-a> 
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a et  b étant  des  constantes  arbitraires , et  comme 

V —y'  1 -f -y'  ' , il'  s’ensuit  que  V sera  une  fonction  d« 

constantes,  et  qu’ainsij''  et  z'  auront  des  valeurs  constantes  qui 
étant  désignées  par  e et  /,  donneront 

y = cx-\-m,  z —fx  -f  n , 

m et  n étant  aussi  des  constantes  arbitraires.  Ces  deux  équations 
font  voir  que  la  ligne  cherchée  et*  une  droite  dont  la  position 
est  arbitraire. 

Il  faut  maintenant  considérer  l’équation  aux  limites.  Or  si 
l’on  suppose  , comme  on  l’a  d’abord  fait  dans  le  problème  pré- 
cédent , que  les  deux  limites  soient  indépendantes  l’une  de 
l’autre,  cette  équation  se  partagera  toute  de  suite  dans  celles-ci 

U0  = o , U,  = o : 
or 

V=  VSx  ( P — Q'  -f-  etc.  ) « -f-  etc. , 

+ ( P — 9'  4-  f tc-  ) f*  + elc-  » 

ty  f g* 

OÙ  m = Sy  — y'ix,  ftz=  i-Z  — z'àz  , P=  — - , p = -y  } 
en  sorte  que  ' 

£/=  Vi  X -f  -Ç  ( ty -y' S x)  H-  -Ç  {Sz  - *'i*  ) 

Sx  + y'Sy  -f-  z’Sz 

ÿ » 

d’où  on  conclut  en  multipliant  par  le  dénominateur 

UQ  = Sx,  +y,'Sy.  + Zc'Sz„  = o , 

U,  = Sx,  +y,'Sy,  + e,'Sz,\=  o , 

équations  qui  auront  lieu  d’elles-mémes , si  les  deux  extrémités 
de'  la  ligne  sont  données  de  position , parce  qu’alors  les  varia- 
tions des  coordonnées  x0  , y0 , z0  , *, , y,  , z,  seront  milles. 

Supposons  actuellement  que  la  première  limite  soit  une  courbe 
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qui  ait  pour  équations  de  ses  projections 

«K  *tr)  = °i  4(*>«)  = o; 
la  première  donnera , comme  on  la  vu  plus  haut  , 
ifo  — (/).<^*.  = o, 
et  la  seconde  donnera  de  même 

i *o  (*0«  ^ = ° î 


tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  ly„ , i z„ , et  les 
substituant  dans  la  première  des  deux  équations  ci-dessus  , on 
* aura 

C > -hfo'(f')»  + **'  (*')„  ] ix,  = o ; 


et  comme  la  variation  ixa  doit  demeurer  indéterminée , il  en 
résultera  cette  équation  de  condition  pour  1a  première  limite 


1 +fo'(y')o+  z.'(r')o=  o * 

à laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  de  l’une  des  constantes  • 
arbitraire  l’autre  devant  être  déterminée  par  l’équation 

de  condition  de  ta  seconde  limite  , laquelle  sera 

i+fi'  OO. + *.'(*').  = o. 

Mais  si  l’on  veut  savoir  ce  que  représentent  ces  deux  der- 
nières équations , il  faut  se  rappeler  que , dans  la  théorie  du 
contact  des  courbes  ( Caliçdiff. , chap.XXll),  on  démontre  qu’en 
regardant ya'  et  ta'  comme  constantes,  les  detfle  équations 

z=z0'x+i, 

où  fi  et  t sont  aussi  des  constantes  par  rapport  à a;  et  y , 

* et  z , représentent  les  projections  de  la  droite,  qui  louche  )a. 
ligne  la  plus  courte  , et  qu’aussi  les  deux  équations 

J=  C7')o*+ , 

xeprésentent  les  projections  de  la  droite  qui  touche  au  même 
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point , la  première  limite , * et  f étant  aussi  des  constantes  pat' 
rapport  à * et  y. 

Or , on  démontre  ( Giom.  analy . ) que  les  deux  droites 
représentées  par  ces  équations  font , si  elles  se  coupent , un 
angle  dont  le  cosinus  est 

» + 

+ v + (*').•{ 

donc  puisque , dans  le  cas  présent , le  numérateur  de  cette 
expression  devient  nul , il  s’ensuit  que  l’angle  des  deux  droites  , 
sera  droit  ; par  conséquent  il  faudra  que  la  ligne  la  plus  courte  * 
tombe  à angles  droits  sur  la  courbe  de  la  première  limite. 

On  parviendra  de  la  même  manière  à une  conclusion  sem- 
blable pour  la  seconde  limite.  D’où  il  résulte  que  la  ligne  la 
plus  courte  que  l’on  puisse  mener  entre  deux  courbes  quel- 
conques, est  toujours  la  droite  qui  coupera  ces  courbes  à angles 
droits  ; théorème  connu  depuis  longtems  et  qu’on  a démontré 
de  plusieurs  manières. 

Mais  si  au  lieu  d’une  simple  ligne , on  avait  une  surface 
pour  limite  de  la  ligne  la  plus  courte , ayant  pour  équation 

(*1^)  ~ ) =o. 

on  en  déduirait  l’équation  variée 

-f-  = o , 

qu’il  faudrait  combiner  avec  l’équation 

+ yj£y0  + zJÏZo  = O ; 

■ substituant  dans  l’équation  précédente  la  valeur  de  J>xa  tirée  de 
celle-ci , on  aura 

( <b'y  _ yj<b*x  ) iy0  + ( <t'z  — z0’<b'x  ) iza  — o ; 
et  comme  les  variations  Sy„ , £z„  doivent  demeurer  indéter— 
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minées  , on  coqclut  ccs  deux  équation  , ’ 

<l>'y  —y0'0'x  — o , ’ <!>'  z — s J '4>'x  — o , 

auxquelles  il  faut  satisfaire  par  deux  des  constantes  arbitraires 
de  la  ligne  la  plus  courte. 

On  trouvera  deux  équations  semblables  pour  la  seconde 
limite , si  elle  est  aussi  formée  par  une  surface  donnée. 

Pour  voir  maintenant  ce  que  -signifient  ces  deux  équations  , 
on  remarquera  qqe  l’équation  de  la  surface 

* C*».r»  *)  =o, 

donne  la  dérivée  , 

x'&x  -f-  y'Q'y  -{-  z'Q'z  ~ o , 

dont  la  primitive  en  regardant  les  coefficiens  de  x' , y1,  z? 
comme  constans  , savoir  : 

x <b'x  -{-y  t'y  -J-  a Q's  -f-  C — o , 

représente  le  plan  tangent  à cette  surface  ( Cale.  dijf.  , 
chap.  XXIII , pag.  3G4)  , C étant  une  constante  arbitraire  par  > 
rapport  à x , y , z. 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  Q'y,  Q'z  tirées  ' 
des  deux  équations  trouvées  ci-dessus , elle  deviendra  en  la 
divisant  par  <l>'x  qui  est  regardée  ici  comme  une  constante, 

• C 

x +y*r  + 

, <p'X 

d’un  autre  côté , on  sait  ( Gèom . analy.  ) que  cette  équation 
représente  aussi  jin  plan  perpendiculaire  à la  droite  dont  les 
équations  seraient 

y —y0'x  + (*  » « = *•'*  + » > 

les  quantités  ya\  z / étant  regardées  comme  constantes , ainsi 
que  (t  et  » ; donc  puisque  ces  équations  sont  celles  de  la  tan-* 
gente  à l’extrémité  de  la  ligne  la  plus  courte , que  nous  regar- 
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dons  , en  général , comme  une  courbe  quelconque  , il  s’ensuit 
que  les  deux  équations  données  plus  haut,  expriment  que  la 
ligne  la  plus  courte  doit  rencontrer  la  surface  donnée  à angles 
droits  ; et  comme  la  même  conclusion  aurait  aussi  lieu  pour 
l’autre  limite  , si  elle  était  aussi  formée  par  une  surface  , il 
en  résulte  que  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  surfaces 
données , sera  encore  celle  qui  rencontre  ces  surfaces  à angles 
droits. 

Jusqu’ici  on  n’a  cherché -que  la  ligne  la  plus  courte  parmi 
toutes  les  lignes  possibles  qu’on  peut  mener  entre  des  points , 
des  lignes  ou  des  surfaces  données , problème  que  la  simple 
géométrie  peut  résoudre.  Mais  si  l'on  demande , en  général, 
la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  quelconque  donnée , le 
problème  dépend  alors  essentiellement  de  la  méthode  des. 
variations. 

Nous  observerons  d’abord  que  de 

F=i/(,+y> + *'•), 

on  déduit 

j.r_  ?*/+***' 


formule  qui  se  transforme  dans  celle-ci , 

mx  = - *d  (■£)  - »zà  (~) 


l , i i •*  x ^ My+x'Mx 

en  observant  que  le  second  membre  se  réduit  a - — — 


y'i-(fix)  -|-  «'^(x'dx) 
— . y 


y i'y'  X dx  -f-  z'S'z'  x dx 

, P 


à cause  du  dx  constant , en  sorte  que  le  second  membre  n’est 
autre  chose  que  1 dx.  On  a donc  ^ 
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flVàx  = - f[i  (Ç)  x h+  d (yr)  x l*  ] . 

■+■  -Ç  *y  + -jr  *z  » 

«t  pour  l’équation  générale  du  minimum 

d (tf)  x *?+a(tf)  * ^-°  » 

et  pour  l’équat  on  aux  limites 

,,  y h + *'*z 

v= V 

Mais  si  l’on  veut  avoir  *égard  i la  variation  de  x , qui  n influe 

que  sur  l’équation  aux  limites,  il  faut  d’abord  ajouter  le  terme 

VS'Xy  puis  ch^hger  £y  en  ty — yi'x,  S'z  «n  Sz  — z'Sx 

dans  U , ce  qui  donne 

TT  Sx  -f  ÿty  -)-  zfSz 
U = y f 

expression  trouvée  plus  haut. 

Soit  actuellement 

F{*,y,zï  =,»t 

l'équation  de  la  surface  sur  laquelle  doit  être  tracée  la  ligue 
la  plus  courte  : elle  donnera  l’équation  variée 
S'y  F'y  + S'z. F' z = o , 

laquelle  étant  combinée  avec  celle  du  minimum  , produit 
celle-ci 

d x F' z — d xF'y=  o : 

telle  est  donc  l’équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  .une 
surface. 

Nous  nous  bornerons  ici  à démontrer  que  cette  ligne  jouit 
d’une  propriété  particulière  et  caractéristique  qui  consiste  en 
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ce  que  ses  rayons  osculatcurs  sont  tous  perpendiculaires  à la 
'surface.  Pour  voir  comment  cette  propriété  résulte  de  l’équa- 
tion trouvée  pour  la  ligne  la  plus  courte  , nous  remarquerons 
d’abord  que  l’équation  du  plan  tangent  à la  surface  représentée 

par 

«st , {Cale.  diJJ. , chap.  XXIII  ) 

xF'x  -f-  J F' y -}-  zF'z  -f-  «■  = o , 

les  fonctions  F'x  , F' y , F'z  étant  regardées  comme  constante:-, 

ainsi  que  a.  Nous  remtirquerons  ensuite  que  si  l’on  représente 

/ 

par 

x -f-  Ay  -j-  Bz  -J-  C =s  o ; 

l’équation  du  plan  du  cercle  osculatcur  d’une  ligne  à double 
courbure  , il  faut  , conformément  à la  théorie  des  contacts 
(Cale.  di(f.,  chap.  XXII),  que  cette  équation  et  ses  deux 
dérivées  première  et  seconde  aient  lieu  en  prenant  les  coor- 
données x , y et  z du  plan  pour  celles  de  la  courbe  donnée, 
et  en  regardant , dans  la  formation  de  ces  dérivées  , tes  coeffi- 
ciens  A , h , C comme  constans  ( Cale.  diff. , chap.  XXII , 
pag.  34o  , (4)  et  (6)  ).  On  aura  donc  ainsi  ; . 

1 -j-  Ay'  -f-  Bz'  = o , Ay"  -f-  — 0 î 

4y* 


la  dernière  donne  B—  — 

z" 

tituée  dans  la  précédente  , on  aura 
SH 


et  cette  valeur  étant  subs- 


A= 


*y 


II - 


B = — 


z‘y 11  — ÿz" 


Nous  observerons  de  plus  qu’il  suffit  que  le  plan  du  cercle 
osculateur , soit  perpendiculaire  au  plan  tangent  à la  surface  , 
pour  que  le  rayon  oscillateur  soit  perpendiculaire  à la  surface, 
parce  que  ce  rayon  est  déjà  perpendiculaire  à 1a  courbe  tracée 
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*ur  la  surface  {Cale.  diff. , pag.  346  ).  Or  on  sait  {Giom.  analy.) 
que  la  condition  pour  que  deux  plans  repsésentés  par 

xF'x  -h  y F'y  -f*  zFz  -f-  « = o , 
x -+-  Ay  -f-  Bz  + C = ° , 
se  coupent  à angles  droits  , est  renfermée  dans  l’équation 
, Fx  -f-  A. F’y  -(-  B.F'z  = o ; 

l’équation  de  la  surface 

F{x,y , *)  = o, 
donne  aussi  la  dérivée 

F'x -\-y'F'y  -f- z'F'z  = o,  d’où  F'x  =■  — y' F'y  — z'F'z  : 
cette  valeur  substituée  dans  la  précédente  donnera  celle-ci , 

( A — y ) F'y  + { B -z'  ) F' z = o , 

laquelle  en  substituant  les  valeurs  de  A et  B trouvées  ci-dessus, 
devient 

J ~z*—~y'{z'yl,—y'z,iy\F'y  — {yn-\-z'  {z'yn — y'z,0)  F'z  = o: 


or  si  l’on  divise  le  coefficient  de  F'y  par  F‘ 

on  a la  dérivée  de  —y , et  de  même  le  coefficient  de  F'z  divisée 

1 ^ yf  , * 1 

par  F%  , devient  la  dérivéede  -y- , comme  il  est  facile  de  s’en 

assurer  par  le  calcul.  Donc  en  divisant  toute  l’équation  par  V a» 
elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

d (t*)  x F'y  — d (jjr)  * F'*  — o , 


qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la  ligne 
la  plus  courte.  * 

Clairaut  a remarqué  le  premier  dans  les  Mémoires  de  l’ Aca- 
démie des  sciences , de  1733,  que  quelle  que  soit  la  figure  de  la 
terre,  la  ligne  qu’on  y tracerait  en  plantant  continuellement 
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des  piquets  perpendiculaires  à l’horison , de  manière  qu’ils 
soient  effacés  les  uns 'par  les  autres,  comme  on  la  pratiqué  ' 
dans  la  description  de  la  perpendiculaire  à la  méridienne  de 
Paris  , aurait  la  propriété  d’ètre  la  ligne  la  plus  courte  entre 
tous  ses  poi*M  : ainsi  la  détermination  de  cette  ligne  dépend  de 
l’équation  générale  qu’on  vient  de  trouver. 

Supposons  plus  généralement  que  la  fonction  intégrale  dont 
on  demande  le  maximum  ou  le  minimum , étant  une  fonction 
de  x,y , z et  de  leurs  différentielles,  la  variable  z dépende 
de  l’équation  de  condition  X = o , X étant  une  fonction  de 
x ■>  y 1 y' 1 Y9*  etc-  » z » z\  z"  » etc.  î ce«e  équation  étant  dif- 
férentiée  par  i',  donnera 

' iL  =c  o : 

il  n’y  aura  donc  qu’à  multiplier  celle-ci  par  un  coefficient  in- 
déterminé A , ajouter  l’équation  intégrale  fx  i'Ldx  , à l’équation 
du  maximum  ou  du  minimum  JiVdx,  et  considérer  ensuite 
les  variations  ix , S y , i z comme  indépendantes  : or  en 
changeant  (pag.  5y3)  Ven  V-+-  xL  t et  regardant  A comme 
constant  par  rapport  à la  différentiation  suivant  on  aura 
f tVAx  — ( iVAx  -f-  xi'  Ldx)  —or  ensorte  que  les  quantités  ' 

A , B , C deviendront 


A 

= 

AdX 

B 

dV 

+ ; 

dX 

1 , 

/d r dt>. 

= 

11  dr 

— djd| 

ld^  + A^) 

I 

AV 

dX 

\ 

+ 

dx’ 

*( 

Ay» 

•etc.  J , 

dV 

1 ►. 

AL 

1 a( 

'dV  dX\ 

Li 

dz 

T A 

dz 

dx  dV 

».  d z'  A d z'  J 

1 

àr 

dX 

+ 

dx* 

d’( 

. dz^ 

+ Ad^' 

- etc. J ; 

or  à cause  de  X : 

= 0 

, on 

a dX  = 0 , 

, ce  qui  donnera 

oogle 
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•ainsi  en  égalant  à zéro  les  coefliciens  des  trois  variations  Ix  , 

èy , èz  , on  n’aura  dans  la  somme 

| Biy  -j-  CS'z  — ( [By  -f-  Cz1')  ïx | dx , des  termes  sous  le  signe/] 
( pag.  573),  que  les  deux  équations 

Ê = o , C = o , 

dont  l’une  servira  à éliminer  l’indéterminée  A ; de  sorte  qu'il 
ne  restera,  pour  la  solution  dn  problème,  qu’une  seule  équa- 
tion en  x ,y,  g,  qu’il  faudra  combiner  avec  l’cquation  donnée 
L = o. 

Pour  qu’il  ne  reste  aucun  doute  à cet  égard  , nous  partirons 
de  l’intégrale  f a Ldx  , qui  donne , comme  on  l’a  vu  plus  haut 
dans  un  cas  analogue  , 

}.f\Làx  =/V(  Aidx)  = f(\dx$L  + \LSdx) 

— f ( Adx  i'L  -j-  Aid  i'x  ) , 

fxL.à  S'x  = h L ê x — f J'xd.  a L ; 


mais 

donc 


S'f A Ldx  = hLïpc  -f-/(Adx<Mi  — S' x.  dxL) 
or  en  changeant  ( pag.  57i  ) F en  L , on  trouve 


i jr  k dL  - dL  dd'u  . 

*}L  = -3—  Adl^x  -j-  A -j—  i'u  -J-  a — — - x —5 etc. 

dx  dy  dy’  dx 

dL  dL  d.Sv 


Ainsi 

/ fxLdx  =zfx  S Ldx  — A L S'x 

+fixiiïxdUx+>^*'t+*~èi* 


dy 

dL 


i-i^x 


+ A 
d.AL 


dy' 

dL 


dSv 

dx 

d^c 


-|-  etc. 
— etc., 


. |l.  a L . 

y **— -Âzr-y”**—*1*- 


dy  J . dy' 

d s’ S'x  — ■ snSx — etc.  :1 


de 


dg' 


Digitized  by  Google 


5q2  Leçons 

, . dL  AL  AL  AL  _ 

or  en  désignant  -g— -,  j— etc.,  par  F,  G,  H,  A,  etc., 

AL  AL  AL  , * t 

— — , _ — , -j — -,  etc.,  par#,  ft,  A,  etc.,  et  représentant  tou- 

Az  Az'  de" 

jours  ïu  par  «,  ïv  par  p,  on  aura  comme  on  l’a  vu  (pag.  672), 
"’d.  aG 


. • , _ r'A.xG  , 

JxGAi  = aG« — J — • «dx, 


Ax 

A.xH 


dx 


etc. 


et  pareillement 


,+/d7 


/a  gA  n = xg fl  — t*à* 


A.xH 

dx 


»dx  , 


etc. 


Par  ces  substitutions , la  formule  ci-dessus  dévient 

A.xH 

■ - ~.j . 


fxtLàx=xLAx+f'^G- 

+/V 

+ (a  H- 


1 A.xK  ) 

d.— ; etc.)  «dx 


dx  ' dx  dx 

A.xz  1 , A.xg 


dx 

d.AAT 


dx 


fdTd-3T-“c]'‘d* 

-{-  etc.^  « 


-f-  (a K — etc. 

etc. 
d.A* 


d» 

dx 


( a k — etc.... 


füL 

5 dx  ’ 


à quoi  il  faut  ajouter  le  développement  de  //  VAx  (pag.  573  }; 
en  sorte  que  les  deux  équations  du  maximum  et  du  minimum , 
sont  en  effet  B — 0,  C = o. 
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Problème  IV.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres  entre  deux 
points  donnés  A et  D , déterminer  celle  pour  laquelle  J Y dx  est 
un  maximum  ou  un  minimum  , Y étant  une  Jonction  donnée  de 
l’ordonnée  y de  la  courbe  cherchée. 

. 

On  doit  donc  avoir  JYàx  = maximum  ou  minimum  , 
et  pour  équation  de  condition,  f dx  1/  i -f-y*  ~ const.  , et' 
_ conséquemment 

Ydx  + A^.dx  V/ 1 4- y’*')  = o , ' 
en  posant  V = Y et  X = l/ 1 4"df,a-  On  a 

dr  dr  dr  > dx  - 

df-  d,y  » dy  ~0’  ClC-J  dy  “0> 

dx  y dx  ,7 

dy-v/r+ÿ-x’  V*-0’61*"  . 

~ et  poqr  équation  du  maximum  ou  minimum  , 

dy  1 , /•  y , \ 1 

dy  dx  V ÿi+ynj' 

Nous  regarderons  ici  le  coefficient'  a comme  constant , ainsi 
qu’on*  peut  le  faire  dans  toutes  les  questions  de  géométrie  , 
comme  nous  l’expliquerons  plus  bas  ; dans  cette  hypothèse  , 
v l’équation  ci-dessus  devient 

a v , 


qui  a pour  intégrale 

r+ 


(1  4-y»), 


* _✓* 
V ■■  — 

l/14-y* 


d’où  l’oit  déduit 


jr-  iC-Y)dy  , 

v/la* — c<; — -*r)*3  * 
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l’intégration  de  cette  équation  introduira  une  seconde  cons- 
tante O.  Supposons  Y — y,  auquel  cas  il  s’agit  de  trouver 
parmi  les  courbes"  isopérimètres  entre  deux  points  donnés, , celle 
qui  renferme  le  maximum  ou  le  minimum  de  surface  : on  aura, 
en  intégrant , l’équation  précédente, 


* -f  O = v f **—  (C—  j)’}  > 


.équation  au  cercle.  Les  constantes  C et  C se  déterminent  d’a- 
prts  la  condition  que  le  cercle  passe  par  les  points  limites 
donnes  ; le  rayon  a se  déduit  de  la  condition  que  l’intégrale 

J da:  l/T-Çÿ'* 1 prise  entre  c es  limites,  ait  une  valeur  donnée. 
Tel  est  le  cas  le  plus  simple  du  problème  des  isopérimètres , 
ainsi  nomme  , parce  qu’ou  ne  considéra  d'abord  que  des  courbes 
de  même  périmètre. 


Dans  un  Mémoire  qui  a pour  titre  : Recherches  sur  l’appli- 
cation des  formules  générales  du  calcul  des  variations  ajix  pro- 
blèmes de  la  mécanique , M.  Ampere  , professeur  à l’Ecole 
Polytechnique , examine  les  différences  qui  se  trouvent  dans  la 
marche  du  calcul , lorsqu’on  résout  par  la  méthode  des  varia- 
tions, des  problèmes  purement  géométriques  , et  lorsqu’on  ap- 

■ plique  cette  méthode  aux  questions  dfe  mécanique  : il  remonte 
à la  cause  de  ces  différences  , et  il  donne  une  idée  des  modifî- 

■ cations  qu’elles  obligent  d’apporter  aux  formules  ordinaires 
pour  les  rendre  applicables  à la,  solution  de  cette  dernière  espère 
de  questions.  On  s’apperçoit  bientôt , dit  ce  géomètre  , que 
dans  les  questions  de  mécanique  , on  est  obligé  de  considérer 
comme  variables  les  coefficiens  indéterminés  par  lesquels  on 
multiplie  les  équations  de  condition,  au  lieu  que,  dans  les  ques-  * 
tions  de  géométrie , on  à coutume  de  les  regarder  comme 
constans.  En  effet , dans  la  première  question , lq  point  du 
corps  dont  les  coordonnées  sont  x , y , z , avant  le  changement 
instantané  de  posftiprt  qu’qn  suppose  dans  ce  point , doit  être 
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matériellement  je  même  que  celui  dont  les  coordonnées  après 
ce  changement , sont  x x , y -j-  S y , z -f-  a z , condition 
qui  n’a  pas  lieu  dans  les  problèmes  purement  géométriques , où 
H n’existe  aucune  correspondance  nécessaire  entre  les  points  soit 
d’une  courbe  , soit  d’une  surface  dans  les  deux  positions  où 
on  la  suppose  successivement.  Dès  lors  les  variations  i'x,  è y,  J a 
sont  déterminées  sitôt  qu’on  a fixé  en  mécanique  la  nouvelle 
position  do  système  , et  comme  l’équation  générale  de  l'équi- 
libre doit  avoir  lieu  , quelle,  que  soit  cette  position  , on  est 
obligé  de  laisser  les  variations  cFx , fy , à z absolument  indé-  * 
terminées , et  par  conséquent  d’égaler  séparément  leurs  coéf- 
ficiens  à zéro  , sans  quoi  l’équation  ne  serait  pas  satisfaite  com- 
plcttcmcnt  , ce  qui  donne  autant  d’équations  qu’il  y a de 
coordonnées  ; mais  comme  il  y a , dans. chaque  problème  , un 
nombre  déterminé  de  ces  variables  qui  doivent  rester  indépen- 
dantes , et  qui  ne  peuvent  par  conséquent  être  employées  à 
satisfaire  à ces  équations,  les  facteurs  indéterminés  offrent  .le 
moyen  d’y  suppléer,  et  c’est  par  cette  raison  qu’on  est  obligé 
de  les  considérer  comme  variables.  Au  contraire  , en  géométrie, 
on  peut  supposer  <Tx  = o , ou  $x  = o et  Sy  — o,  suivant  qu'il 
s’agit  d’une  ligne  ou  d’une  surface , et  par  là  on  ne  fait  qu’é- 
tablir entre  les  points  une  correspondance  arbitraire  , qui  n’em-  • 
pêche  pas  que  l’équation  générale  du  maximum  ou  minimum, 
modifiée  d’après  les  conditions  particulières  , ne  soit  complet- 
tement  satisfaite.  Le  nombre  des  équations  qu'on  obtient  en 
égalant  à zéro  les  toefficiens  des  autres  variations.,  est  égal  à 
celui  des  variables  dépendantes  ; et  comme  il  ne  faut  qu’autant 
d’équations  qu’il  y a de  ces  variables,  on  doit  regarder  comme 
constans  les  coefficiens,  indéterminés  par  lesquels  on  a multiplié 
les  équations  de  condition.  Nous  nous  bornerons  à ce  court 
exposé  de  l’excellent  écrit  de  M.  Ampère  , que  nops  plaçons  à 
dessin  entre  deux  applications  de  ce  calcul,  l'une  à la  géométrie 
l’autre  à la  mécanique.  • < J . - 
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PROBLÈME  V.  Trouver  la  courbe  suivant  laquelle  un  corps 
descend  dans  le  moins  de  tems  possible , d'un  point  à un  autre. 

Soient  les  abscisses  x dirigées  verticalement  de  haut  en  bas  , 
et  par  conséquent  les  ordonnées  y horisontales.  Si  on  nomme 
g la  force  constante  de  la  gravité  , z le  carré  de  la  vitesse , et 
ç s la  fonction  de  la  vitesse  qui  est  proportionnelle  à la  résis- 
tance , les  principes  de  la  mécanique  donnent  ■l’équation 

z[ 2 g + 2<pz  X V l +y"  = O 1 

pour  la  détermination  de  z , et  le  tems  qui  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum  j est  représenté  par  l’intégrale  de 

On  a donc 

V t 

\/7+ÿ '* 


et  l’équation  de  condition 

L = z' — zg  -f  £?£  x V t = o : 

, d V AV  yl 

or  en  observant  que  -j—  = o , -r—  = — — 

àS  V z x ]/i  +? 


AV  AL  AL 

dyi~~°'  etC"  Ay  _0,  dy' 


y’  AL 

-.2<i)zx  ——g=r,  -ri=o, etc., 

/i+/'  dy/. 


V/t+j'*  AV  AV  AL  t/ 

* 1— J?=0’  dr»=°>'‘'-'  •£•=* * 


iiL  d L 

te=1’  diî  = 0’ 

•'  * 1 i 

(pag.  5ji  ) se  réduisent  à 


O)  etc.,  les  conditions  £=o,  C = o, 


r,_ r 

Ll/i-hr'*  x 1/ * J L-  l/i4-r/a-J 


Yt+/‘x  V 


-f-  a A <p'z  \/ 1 -j-y 1 — ; 
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équations  du  minimum  , dont  la  première  a pour  primitive 

y'  y'  i 

— ■ - ■ — — -J-  a A qz  x — - -, — ~e=  — izr-  , 

Vi+f'V  z ' • lA-f-?'’  l/a 


a étant  une  constante  arbitraire.  Il  faudra  substituer  dans  ^clic-ci 
la  valeur  de  A tirée  de  la  seconde,  puis  éliminer  z par  le  moyen 

de  l’équation  de  condition  z'  — xg  -|-  2 <pz  x V t +,y'1  = o » 
et  l’équation  résultante  en  y et  a , sera  celle  de  la  courbe 
cherchée.  Comme  z représente  le  carré  de  la  vitesse  , et  que 

l’équation  en  z est  du  premier  ordre,  la  valeur  de  z , donnée 
par  son  intégrale  , contiendra  une  constante  arbitraire  dont  la 
valeur  dépendra  de  la  vitesse  initiale  imprimée  au  mobile. 

On  peut  donc  regarde*  la  valeur  de  z à la  première  limite, 
comme  une  fonction  donnée  des  coordonnées  initiales  .rct_y: 
ainsi  dénotant  cette  fonction  par  la  caractéristique  r , on  aura 
la  condition 

z0  = r(*0,y.). 


Le  cas  dg  vide,  ou  de  la  résistance  nulle,  ne  présente  aucune 
difficulté  : car  en  faisant  92  = 0,  on  aura  l’équation 

' _ 1 


V 1 -t -y"1  x V z 

où  A n’entre  pas.  Ensuite  , on  a 


V"' 


z' — 2.  g — o,  d’où  z = 2.  gx b \ 
en  rapportant  cette  équation  à la  première  limite  , on  trouve 
z0~  2 gxa  -f-  b , d’où  b — za  — 2 gxa. 

Ainsi  la  valeur  complette  de  z , sera 

1 « 

ZZ=L2g  (x  — : 

or  l’équation  cri  y’  donne 
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< V(z=ï) 


y ' 


équation  qui  par  la  substitution  de  la  valeur  de  z , devient  celle 
de  la  cyloïde  ordinaire. 

Revenons  à la  solution  générale , et  posons  pour  abréger 


+ 2Aipr  ; 


VT 

le  problème  dépendra  de  ces  trois  équations  du  premier  ordre 
’ rny'  _ i ^ 

Vi-hy'2  Va 

a'  — (2  xtp'z ~T>)  V 1 — 0 > 

• r'  — 2g-f  2ipj  x l/i+/'  = °i  1 
si  on  prend*  la  dérivée  de  m , on  a 

==  — z'  2*ip'z')  + 2A'<pZ 


m 


cToà  Ton  tire 


a A'«pz  — m' 

1 a 1 Tf'z  =2 — y 


cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation  ci-dessus, 
la  changera  dans  celle-ci , 

2 a'0  z — m'  . / — ; — — 

A'  -j 7 V I “h r — O 2 

z • 

mais  la  troisième  donne 

z'  z=  2g  — 2ifJxVt  -+-  f'  = 

substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  après  l’avoir 
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multipliée  par  z' , elle  se  réduira  à 

a g a'  — m'  ÿ'  1 -\-ÿ*  — 0 : 

or , on  a 


5i)9 


V I-Hj"  = 


d (rh  V^i  -j-Jf'*)  my’yH 


d.c 


v'i+f* 


et  la  première  des  trois  équations  du  problème  , donnant 

_ » . 
vt+?'  i/r  ‘ 

l'équation  qu’on  vient  de  trouver  deviendra 


qui  a pour  intégrale 

figx  — m V i + j'1  -( £: 

l /a 

si  lion  substitue  encore  ici  pour  th  sa  valeur ^ — , tirée 

. ’ f V a 

de  la  première  équation  , on  aura 


2 g*  = 


y y a 


+*. 


On  a donc  la  valeur  de  A qu’on  substituera  dans  l’expression 
de  m qui  entre  dans  la  première  équation,  et  il  ne  s’agira  plus 
que  de  combiner  cette  équation  avec  la  troisième  pour  en  éli-v 
miner  z. 

Considérons  maintenant  i’éqnation  aux  limites , cf  supposons 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire,  que  les  deux  limites  soient 
indépendantes  l’une  de  l’autre  : on  aura  séparément 


U. 


o , U,  = o : 
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mais  d’après  la  formule  (x)  ( pag.  678),  on  a 

17=  r*x+  + etc.  j » + etc. , 

pour  approprier  cette  formule  au  cas  actuel  , il  faut  changer 

„ ts  r ..  . _ d(F-fAX)  ^ d(/'-f-AL) 

V en  V a X , d ou  P= ~CTï — > Q~ ' — ~ — ~ » etc. 


Ay 

d(P+A  L)  d(F+A  L) 

? dp  ’ <t~  d Z« 


àyfl 

. . , rt 

} etc.  , et  observant  ^ie 


_ „ d V dX  _ AV  , d L 

I = o)onaP=ç7  + »ip,  Ç = ^ + A-^;,  eto.  , 


AV 

dz' 


dX  AV 


dX 


t + ‘•lc-:donc 


dztf  1 dz" 


U=  Vix  + \~+  A 


dX 

id^-r-d/ 

C dP  dX  ) 

+ W + A ÂF  + clc-  ) * + etc* ’ 


etc.|  * 


. (]V"  (]L 

et  en  remplaçant  -j — , etc. , - — par  leurs  valeurs  , a et  u par 
W ay*  , 

t'y — yS~x,  tz  — z'tx,  on  ‘obtient 


Uz 


— à*  +<“ ~=r  + 2 A Ç - (ty—ftx} 

z » 1 — y'* 

-1-A  (J~z  — z'S'x  ) : 


ccttc  expression  en  mettant  pour  z'  sa  valeur...». 

» - 

3. g — 2<pz  y 1 -\-y'x  , et  réduisant  devïeftt 

* v=(^=r  -*,»>*+  -34=  * + , 
v v ' +j  ; ' J Vi+y 

^ I . 4 

où  m ==  — - 4-  2 A tp  z ; de  sorte  qu’en  substituant  encore  à 

V z 
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y/ 1 J-y,î  ^ 

la  place  de  m ta  valeur , on  aura  plus  simplement 

y V a 


U 


= ( 7=  — — h > 

V W n ' Y a 


'ÿ  V a 

valeur  qui  devra  être  nulle  aux  deux  limites. 

Pour  la  première  limite  , nous  avons  vu  ci-dessus  que  l’on  a , 
en  gé.iéral , # 

zo  = r ( XQ  , j„  ) ; 

• .» 

doue  en  prenant  les  variations,  ou  aura 

ïz0  = r'  ( *«,)  -f  «î'j,  r'  (j„  ) , 

de  sorte  que  l’équation  U0=  o donnera  celle-ci, 

( 1—=  —2gK  + r'(x„)  xA„)  fx, 

+ ( ~y=  + r'(y„)  X a.)  S y.  = O. 

^ y a y 

• 

Pour  la  seconde  limite,  on  aura  aussi  t/,  = o , e'qualion  dans 
laquelle  la  variation  S~z,  demeurant  indéterminée,  il  faudra 
la  faire  évanouir,  en  égalant  à zéro  son  coefficient  a,  : ainsi  on 
aura  la  condition  a,  = o , qui  servira  à déterminer  la  constante 
arbitraire  b de  la  valeur  de  A trouvée  plus  haut.  Cette  condition 

1 % 
reportée  dans  l’équation  2 g A = — rapportée  a 

• y V o 

la  seconde  limite  , donne 

* I I 

— -| -b  — o,  d’où  b = : 

yî  V « y/V* 

de  sorte  que  l’expression  complette  de  A , sera 


6oa 

d’où  l’on  déduit 


Leçon* 


valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  I’équafon  à la  premier# 
limite.  A l’égard  de  l’cquation  à la  seconde  limite  , elle  sera 
simplement,  à cause  de  A,  — o , 

ïx,  +?,'  iy,—  o , 

comme  on  l’a  trouvée  dans  le  problème  troisième,  où  on 
concluait  que  la  ligne  la  .plus  courte  devait  couper  à angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  seconde  limite.  Ainsi  la  même 
conclusion  doit  avoir  lieu  pour  la  ligne  de  la  plus  vite  descente, 
quelle  que  soit  la  résistance  du  milieu. 

Revenons  à la  première  limite.  En  substituant  dans  l’équation 
de  cette  limite  , pour  sa  valeur , elle  devient 


maintenant  si  l’on  désigne  par  (_y„')  la  dérivée  de  l’ordonné  y 
de  la  courbe  qui  forme  la  première  limite  , on  aura,  comme  on 
l’a  vu  ( Probl.  III  ) , l’équation 

— (/  )o  fa:»  = O , 

donc  si  l’on  substitue  dans  l'équation  précédent^  au  lieu  de 
sa  valeur  )„  , la  variation  demeurera  arbitraire  r cl 

il  faudra  vérifier  l’éqùation  , en  égalant  à zéro  le  coefficient 
de  , ce  qui  donnera 


JL  4.  ( 1 1 \ 

y,1  *8  \y«  y,') 
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équation  à laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d’une  des  cons- 
tantes arbitraires. 

Supposons  , ce  qui  est  le  c#le  plus  simple,  que  la  vitesse 
initiale  soit  donnée  indépendamment  du  lieu  de  départ  : 
on  aura  alors  z„  =•■  const.  ; donc 

r ( Xo  , y o ) = const.  , 

* » 

et  par  conséquent 

ï'(.<r„)  = o,  r'(%)=o, 
et  l’équation  précédente  deviendra 

— r+*(r')»  = 0ï  d’où  1 = 

Bans  cette  équation  ( y^„  exprime  la  tangente  de  l’angle  que  . 
fait  avec  l’axe  des  x , la  tangente  à la  courbe  de  la  première 
limite  dans  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  ligne  de  la  plus 
vke  descente  , ely,1  exprime  la  tangente  de  l’angle  que  faitavec 
le  même  axe  la  tangente  à cette  même  ligne  , au  point  où  elle 
rencontre  la  seconde  limite  ; et  ainsi  ces  deux  tangentes  seront 
h angles  droits  (Géora.  analy.  ).  Donc  iï  faudra  que  la  courbe 
de  la  première  limite  , soit  perpendiculaire  à la  tangente  à la 
ligne  de  la  ptus  vite  descente  au  point  de  la  seconde  limite  ; 
et  comme  nous  avons  déjà  vu  que  cette  tangente  doit  être  . 
perpendiculaire  à celle  de  la  courbe  de  la  seconde  limite  , ou 
en  conclura  que,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  la  courbe  de  la  plus 
vite  descente  devra  rencontrer  les  courbes  des  limites  dans  les 
points  où  les  tangentes  sont  parallèles  entre  elles. 

Mais  si  l’on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  toujours  celle 
que  le  cas  acquerrait  en  tombant  d’un  même  point  donné  , 
nommant  h la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  de  l’axe  borisontal 
des  ordonnées  y , on  aura  h -f-  x„  pour  la  hauteur  due  h la 
vitesse  initiale  dont  za  est  le  carré  , et  Ifes  principes  de  là 


t • 
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mécanique  donneront  ... 

* o = 2 g ( h0  -f  ,T„  ) , 

donc  £ 

r (*„,  j0)  = %g  (A  + x„)  , 

et  de  là 

r' (* .)  = 2ÿ,  r,(j„)  = o, 

ce  qui  réduira  l'équation  de  la  première  limite  à celle-ci , 

—7  + ( y o ) = o , d’où  1 -}-jo'.(^ô  ) = o , 

y» 

laquelle  montre  comme  on  l’a  vu  dans  le  premier  exemple  , 
que  la  ligne  de  la  plus  vite  descente  doit  couper  aussi  à angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  première  limite  (Vbyez  le  4°-  vol. 
des  Mémoires  de  Turin  , et  les  Mémoires  de  T Académie  des 
Sciences  pour  les  années  1767  ef  1786^ 

Si  au  lieu  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente  , on  de- 
mandait celle  où  la  vitesse  acquise  serait  un  maximum , il 
faudrait  rendre  l’intégrale  r un  maximum,  et  on  aurait  alors 
Y—z',  et  toujours  l’équation  de  condition 

.L  — z'  — zg  - f-  2 <fz  x V 1 — o : 

. , , .-AV  AV  AV 

mais  alors  a cause  de  -= — = o , -r— - — o , etc. , = o , 

dy  ■ dy'  d z 


AV  AF 

r=0’  etc- 


dr 

AL 


Azi 


AL  AL 

’ dy  ~0>  dr' 


:2<fZ. 

AL 


y 


:I>  d^=°’clc- 


AL  , AL 

gp* 

les  équations  B = o , C = o ( pag.  5gi)  , deviennent 
d [~2  A z x — — - ~1  = o > 

1 i/i+yaJ 

2 A ç'r  V"  J +y  ' * — A'  = O t 


v » +y 1 
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quhl  faut  combiner  avec  l’équation  en  z , 

z'  — s. g id/z  y.  j/t  +j'*  = o: 
le  première  a pour  primitive 

y'  . 1 

, . = *7=-  J 

• +y* 

et  si  l’on  opère  sur  ces  trois  équations  comme  on  l’a  fait  dans 
le  cas  précédent , on  parviendra  de  la  même  manière  à l’équa- 
tion 

* i 


2 g-A  : 


7=  + b > 


y'V  a 

qui  donne  la  valeur  de  a : ensuite  les  deux  dernière  équations 

ci-dessus  donneront  la  vitesse  \/  z , et  la  fonction  y en  x , 
d’où  dépend  la  fonction  cherchée. 

A l’égard  des  limites  , on  aura 


„ /dr  AL  \ , / AV  , AL  , \ 

t/=  Vïx  +^+a;— -etc.)i+(^— +A— +etc.)^ 

= z'i'X  -J-  fz^z  x- — A 


et  après  avoir  remplacé  z'  par  2 g — 2 ç zy  i -j-y'*  i 

y 

— — A j cp-c  X — ; 

i+y 


= f — 2 — 2^  a')  <J  x -f-  2 A<pr  x — y S y 

\ v/i+^'»  ' * . V/i  + Z’ 

+ ( A -f-  I ) i z » 


et  si  l’on  substitue  encore  dans  celle-ci  les  valeurs  de  2 g a , 
2 A <pz  tirées  des  deux  dernières  équations  primitives  , on  aura 
enfin 

U = — b S~x  -j — é'j  -f  ( A -f  I ) J 

\/  « 

de  sorte  que  les  deux  équations  aux  limites  t/0-,  £/f,  devieh- 


Digitized  by  Google 


6 JS 

dront 


Leçons 


— bix.  -J Sy0  -f  ( Xo  + i ) Sz0  = o , 

V “ 

— b Sx,  -j — • S'y i — f—  ( a*  —J—  ï ) Sz,  — o : 

y ta 

la  vitesse  initiale  dont  z est  le  carré , doit  être  donnée  ; si  on  la 
suppose  indépendante  du  lieu  du  départ,  r„  sera  une  quantité 
constante  dont  la  variation  sera  par  conséquent  nulle  ; donc 
Sz0  = o.  Alors  le  première  équation  se  réduit  à 

„ « > * 

— bax0  -i — Sya  — a. 

Va 

Pour  la  seconde , comme  rien  ne  détermine  la  valeur  de  S z,  , 
il  faudra  que  son  coelficient  soit  nul  ; d’où 

A,  —J—  x = o , et  a,  = — t , 

condition  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  la  constante 
arbitraire  b : la  seconde  équation  deviendra  ainsi 

t 

— b S ai.-f-  Sy,  = o. 

V a 

Si  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étaient  donnés  , les 
variations  Sx„  , S y„ , Sx, , Sy,  seraient  nulles , et  les  deux 
équations  seraient  satisfaites  d’elles-mêmes. 

Mais  si  la  question  est  de  feouver  la  ligne  par  laquelle  le 
corps  partant  d’une  courbe  donnée  et  arrivant  à une  a«tre 
courbe  donnée  , acquiert  la  .plus  grande  vitesse  , nommant 
comme  plus  haut , (y1  )„  , (y1  ),  les  tangentes  des  angles  que 
les  tangentes  h ces  courbes  font  avec  l’axe  aux  deux  extrémités 
de  la  ligne  cherchée,  on  aura  , ainsi  qu’on  l’a  vu  précédemment, 

Sya  — (.y  )»J*.  = o,  Sy,  — (y'),Sx,  = o, 

«t  ces  équations  combinées  avec  les  deux  précédentes,  don- 
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peront 

(y)0t=6v/T, 

d’où  l’on  peut  conclure  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  des 
limites,  doivent  être  parallèles  entre  elles  comme  dans  la  courbe 
de  la  plus  vite  descente. 

Supposons  actuellement  qu’on  ait  une  fonction  intégrale  double 
fjVdxdy  à rendre  un . maximum  ou  un  minimum  : on  aura 
l’équation  . 

• &JT Fdxdy  as  JJï  Vdxd y = o. 

Or,  en  faisant  tout  varier  , on  trouve 

J Vdxdy  ■=  dxdy .JP  -{-  yj.dxdy 

où  il  faut  remarquer  que  dxdy  représente  un  rectangle  qui 
est  l’élément  du  plan  des  xyt\  ce  rectangle  demeurera  rectangle 
après  les  variations  cfx,  Sy  des  ‘coordonnées  x et  y , dans  la 
supposition  que  nous  faisons  ici  , que  x et  y soieht  deux  va- 
riables indépendantes,  auquel  cas  Jx  ne  dépend  pas  de  y,  ni 
J'y  de  x ; de  sorte  que  la  variation  de  djedy  sera  simplement 

ASx 

d^é'dx  -f"  dxjày  ; et  comme  Jdx  = à J x — -p-  dx  , 

cl 

Jdy  = d Jy  = d y,  puisque  les  variations  Jx  et  Jy  sont 
/ * J 

censées  fonctions  de  x seul  et  de^  seul  ; on  a donc 
JVdxdy=Çjr+  + V^^dxd r......(M). 

11  s’agit  donc  de  trouver  J V,  en  supposant  V fonction  de  x,  y,  z , 

z' z,'  ,znt le.,  x et_y  étant  deux  variables  indépendantes, 

i r , dz  d z d’r 

dont  z est  fonction , et  z'  — — — , z , ■=.  — — , z"  = — , 

• ’ dx  3 dy  ’ dx*  ’ 

dxz  d'z  * . 

z/  = -j — — , g//  xx  — , etc.,  en  sorte  que  les  accens  supérieurs 
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rappellent  des  différentiations  successives  par  rapport  à a:,  elles 
accens  inférieurs  des  différentiations  successives  par  rapport  ày, 
les  unes  et  les  autres  en  meme  nombre  que  les  accens  qui  les 
indiquent.  On  aura  donc  • 


d z 


+ 3?  **  + ïr.*'  + iïi  + et  */  + «c- 


et  la  difficulté  se  .réduit  à trouver  les  valeurs  des  variations 
Sz',  Sz/,  Sz11,  etc.  , en  faisant  varier  à-la-fois  les  élcmens 
dx,  dy  dans  les  différences  partielles.  Cela  posé,  on  aura  ces 
expressions 

, . . àz  Sdz  da  Sdx 

• * 

, « Sdz  di Iz  Sdx  d Sx 

or  a cause  de  - = — , = — -,  on  aura 


dx 

d<fr 


dx 


» , dS~e  dSx  d (Sz  — z' Sx ) da' 


ou  bien , à cause  de  — = o . 

QJT 


' èz f 


■ - ***-*£)  dV  Sy  ; 

^ dx  ^ dx  J 


dx 


on  aura  de  même , à cause  de 


d^x 

ày  : 


s*, = ~ ?*T\  + l^-Sx  + 

dy  «v 


dj 


Az, 

ür 


h-- 


on  aura  ensuite 


. , da'  ♦ àSz'  d z'  dS)x 

**  = J j 7 = Tr--c,‘  ï?> 
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substituant  la  valeur  de  <J\e' , on  aura 

»«,=  .<r)  +%±tx+î%, 

dx1  dx*  ~ d*a  J 1 

on  trouvera  de  même 

d z'  d S'zf  dz'  d fy 

iz,  - — J1  t — — —J — ' — j — X —j — > 

dr  <*y  <!r  qy 

substituant  aussi  la  valeur  de  J'z'  et  observant  que 

fi  ^ - . . 

= il  viendra 
dx  d y 

, _ d Htz-z’îx-zjy)  dV.  d^_  , 

' — dxdj  + dxdy  + d*dy 

On  trouvera  pareillement 

K J»  (J*  — Jht  — xjy)  , dV  d’z, 


J'rtf  = 


. _ — ÿx  _j.  _ — l jy 

dy*  dy1  dy*  ^ 7 


et  ainsi  de  suite.  Donc  si  on  pose , pour  abréger, 

, , dz,  dr'  dz'  dz,  daz'  dzv 

et  qu  on  observe  que  — = ~^—  j -v- =-ri»  -s — ■=-?—, 
1 1 d*  dj  djr  dx  dx’  dx 

d’z,  d z"  d’z'  dz/  d'z,  _^dz/  d‘z'  dz/( 

dx’  dj-  , dxdj  dx  * dxdj-  dy  * d_ya  dx  * ^ ’ 

on  aura  plus  simplement 

d^u  dz'  d*' 

^ = d^+lï^+17^ 

- 17  +17^+17^ 

d’du  dz*  dzff  s 

==  — f-  - — ïx  4-  -j—  iy 

dx1  dx  ‘ dy  J 

. , d 'iu  de.'  d z,’  . 

**'-dïdy  + -dï*X  + ~ty*y 

v.  ■ âzK  . d*i  ... 

17-+ 17^+17 

etc,  3q 
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Faisant  ces  substitutions  dans  l’expression  de  iV , mettant 
dz 

£ u — — i'X  -f- 

dx 

termes  par  rapport  à S'x  , cty,  on  aura 


àjr 


iy  à la  place  de  iz,  et  ordonnant  les 


iV 


<1F  d z dF  dz'  dF 

*f17x  dT+dFx  dJ+di;x 


de, 

dx 


+ 


àv  dz^  ar 

dz//  * dx  dz/  X 


df/ 

dx 


-f-  etc. 


} 


J!» 


(dK  , dr  dz  , dF  d^  , dF  dz. 
+ { dy  + dz  x d^  + dz1  X dy  + dr,  x dy 


dF 

dz » d V 

dz/ 

etc.  | iy 

+ 

dz* 

* hÿ"^  dz/  X 

-dï  + 

+ 

dF 

, dF  d«fu 

dF 

diu 

dz 

+ dz'  X dx 

+ d^ 

X -T— 

dy 

+ 

dF 

d'iu  dF 

d’d'u 

-j-  etc. 

dz* 

C dxa  d z/  X Axày 

Mais  les  r.oefliciens  de  ix  et  iy  sont , le  premier  la  différen- 
tielle partielle  de  F par  rapport  à x , et  le  second  la  diffé- 
rentielle partielle  de  F relative  à y , en  regardant  z comme 
fonction  de  ces  deux  variables  : ainsi  en  notant  ces  différentielles 


partielles  par  ^ ^ , (~à~ ) ’ ^ var’at‘on  coraplette  de  F 
se  réduira  h cette  forme  simple 


dF  d’/’u  dF  d*^ 

dz/  X dxdy^~  d zM  X dy 1 ttC‘  ’ 
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snbslilnatrt  celle  »Menr  <le  dans  la  formait  (il/)  , et  faisant 
disparaîtrepar  désintégrations  partielles,  les  différentielles  des 
variations  }y\  «fu,  il  restera  sous  le  double  signe  //,  les 
termes  -"i  : < - >•  > « *j  ••:»  i»  i , aiu-.-  <> 

( -f*  Æ/Jy  ■+■  C ü'u')'  àxily  , 

dans  lesquels 


■H’ssap 

i!  . . , i ï» 

en  faisant  pour  abréger  , 


irr 


'4T  cc*‘>  i f rv  ' . »\» 


r:» 

’ i'iwi»  ‘-‘î  2 b » u * b ,V7  é.LÎ 

....  /r.  , •:  c c^rirrrti  y. ne 


-■  dr  ÿ„_*V:  *rr  s m) 

' Ta?’  ' ' — âî7’  d^’ 

„ ,M  dr>‘'  ■ ’ :<r ! 

y!—T-,  » ^ = -r->  etc-, 

de/  dç^ 


et  supposant  que  les/différeuccs  partielles  renfermées  feutre  tfeuj; 
crochets,  représentent  les  valeurs  complettes  de  ces  différences , 
en  regardants  comme  fonction  dti  X'et y 4 n-t  zc 

a Ainsi  à cause  de 

j , t>L*‘-fl"*>  *i/«*  r.CJ 

èu  = dz  — --  <?*-  4^  fr, 

d.r  > ■ dj- 

les  termes  sous  le  double  signe  ff  donneront  simplement  l'é- 
quation " - ('-]  o W 

et  en  égalant  séparément  à zéro  le»  coclficiens  de  S z , i x , 

on  n’aura  que  C=  o,  comme  si  l’on  «'avait  tak  varier  que  la 

, î,  . . ;tr.  . *.  ...  1 : 

seule  quantité  x.  : 


j 
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On  voit  donc  que  dans  les  questions  de  maximis  et  minimis 
relatives  à des  intégrales  doubles,  dans  lesquelles  une  des  trois 
variables  est  fonction  des  deux  autres,  il  n’y  a rigoureusement 
qu’une  seule  équation  qu’on  peut  trouver  directement , en  ne 
iaisanl  varier  par  que  la  seule  variable  qui  est  fonction  des 
deux  autres  ; et  cette  équation  est  celle  de  la  surface  qui  satisfait 
à la  question. 

• 'L'équation  C — o du  maximum  ou  du  minimum  étant  aux 
différences  partielles  , son  intégrale  contient  des  fonctions  arbi- 
traires ( Cale . inté.,  chap.  XVI).  Le  cas  le  plus  simple  a lieu, 
lorsque  le  contour  de  la  surface  qui  doit  être  un  maximum  ou 
un  minimum , est  supposé  tont-à-fait  donné  et  invariable;  alors 
les  variations  de  z et  de  ses  dérivées  sont  nullcs  , et  l’équation 
aux  limites  a lieu  d’elle-mémc. 


On  a vu  ( Cale.  difj.  ) que  l’aire  d’une  surface  courbe  est 

t - ~ 

représentée  par  dxdj'  ]/ 1 + (tïj)1 + : ain“ 

. y ■+(è)‘+(iy=^T^7^-  ' 

Nous  avons  reconnu  qu’on  ne  devait  différemier  par  i'  que 
la  seule  variable  z , fonction  de  x et  y ; ensorte  que  dans  le 
cas  actuelle  de 

r~f  ),  f ‘ 

on  aurait  simplement 

ÏV=  Sz’f  (z')  + iz.J'  (*,)  = Mizf  + Mz,  ; 


da:  d jl 


» dj:*>  •••:• 


r;  di 

nn  observant  que  M -r~  = Ml-r-  = Miz1.  Pareillement 
d#  dx 


DE  Calcul  intégral. 
dÇflte)  dN, 
*Sz<~  — d ~ *r  dp 


Ci3 


donc 


*F=z  — (M'  + iV,)  ïz+  {Mïz)'  -+.  (WO„ 
en  continuant  à désigner  par  un  accent  supérieur  li  dérivée 
par  rapporta  x,  *t  par  un  accent  inférieur  la  dérivée  pir  rap- 
port à y.  On  voit  d’abord  qu’il  est  est  impossible  que  la  double 
intégrable  de  iïFdxdy , ou  de  i F devienne  nulle,  quelle  que 
soit  la  variation  d'z,  à moins  que  les  termes  affectés  simple- 
ment de  iz  ne  disparaissent,  ce  qui  donne  d’abord  l’cquation 
générale  du  minimum 

M'  -f-  N , — a j 

et  conséquemment  en  effectuant  les  dérivations  partielles  in- 
diquées , 

M=f>  (z')  = 4->N=f  (*»)  = -T- 


et 


y * 


j\p  + m,=  F(z»  + za)-(S'y'  + z,rJ)  = o, 


est  l’équation  générale  du  minimum.  Or,  del  =•  t 
on  déduit 

vv*  = z'zn  4-  z^; , vv,  = z’z;  4 z,t„  ; 
de  sorte  qu’en  multipliant  l’équation  précédente  par  V , ce  qui 
donne 

T*  (z*  +r|)-z/f'-r/f(  = o, 

et  remplaçant^4,  VV',  VF,  par  leurs  valeurs,  on  aura  après 
las  réductions 

(»+*'*/  *//  — a*'*/*/  + ( 1 +*i‘)  **  =0, 

c’est-à-dire  , dans  la  notation  ordinaire  , 

/ f dz  \»\  d’z  dz  dz  d’z  / /dzN^N  d’z 

\ V dx  ) ) dy*  2 dx  dy  dxdy  \^Vdy/  J dx * ’ 
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équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre  , dont 
MM.  Monge  et  Legendre  ont  trouvé  l’intégrale  par  des  mé- 
thodes ingénieuses  : mais  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présente, 
la  rend,  peu  susceptible  d'applications  utiles.  (Voy.  let  Mémoires 
de  r Académie  des  Sciences,  de  1787.  ) 

Nous  supposons  dans  cet  exemple  que  le  contour  de  la  sur- 
face est  donné  ; en  sorte  que  l’équation  aux  limites  n’entre  pas 
en  considération. 

Problème  y.  Entre  tous  les  solides  égaux  en  volume , trouver 
çelui  dont  la  surface  est  un  minimum. 

Ici  l’équation  de  condition  est 

ffzdxdy _=  consi , 

et  on  doit  avoir 

fj'àxày  V7  + zÿ  = minimum  j 


en  sorte  que 

. tJJ'dxdy  V 1 -V  fyé'ffrà  xdy  = o r 

oü  -ce  qui  revient  au  même  , 

JJ  d.  zdxdj-  -|-  xf f dxi\y  V7 1 a'1  -{-  a/‘  — 0 , 

, ' ' I , 

c’est-à-dire  , 

JJdxdy.îe  -(-  xjjàxdyï  V 1 z'*  -j-  z,’  = o ...  (M' , 

' \ \ ' i . 1 ' , 

en  observant  qu’on  ne  doit  différencier  par  J' , que  

iz  J d z ' 

Z,  —r—  = z’ , ~r-=zr  On  a 

’ d*  dy 

y —i » i’i'z’fzfz, 

éfs  + g>»+^7=  ■ Tj=jr, 

. . âz  àfz  . . àz  à£z\ 

£z'  = i- = — c=r  —5 — y iZj  — S'  — p- 

• v ✓ àx  <àx  0 y «X  N -w  .. 

w 


\ 


\ 
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donc 


>J]Tdxdyi  {/ 




l+z''  + z''  = xf  / - ■ — 

UkJ  Vi+f'+z: 

rfix*y-*'~çr 

V i+P'  +*'* 


+. 


Développons  successivement  les  deux  termes  de  cette  expression  : 

z1 


en  désignantapar  Pie  facteur — — • — ,on  intégrera 

V I + *'*  ■+■■*/ 

dxdjfP-y-^  , ou  plutôt  Pdx  en  regardant  x seul  comme 
variable,  et  on  aura 

fPdx  = Phi  — fàx  ~ J'r , 
da:  dx 

multipliant  par  dy  et  intégrant , on  a 

fdyfPdx  ^ =fPdy.}z—f lyf  \x  ~ H 


dP 


z=fPdy.  hx  —ffàydx  — hz  f 


en  opérant  de  la  même  manière  sur  l’autre  terrhe 
dardj'O  , ou  0= ■■■  *'■  - , et  ne  considérant 

dr 

d’abord  que  la  variabilité  de  y , on  trouvera 

fdxfQdy  =zfqdx.tz  —fdxfdy  S’Z 

. —fQf^x.tz^JTàxij^Szzxzo-, 

• ’i..’.:  * ' * . .•  ; 

en  sorte  que  l’équation  ( M)  devient  , en  observant  que  A est 
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constant , 

/T< Mr[« ^ » A/[P<iJ+çf]x] *= o , 

d’où  l’on  déduit  ces  deux  équations 
d P 

I A -j A 

dx 

dont  la  première  est  celle  du  minimum  , et  la  seconde  est  l’é-= 
quation  aux  limites.  On  sait  encore  que  la  première  équation 
est  la  condition  sous  laquelle 

(>  — aP)  dy  +■  AÇdas  1 9 

est  une  différentielle  complette. 

L’équatipn  de  la  sphère  est 

( * — « Y + {y  — *)*  + (*“  c )1  = r', 


d<?_ 


dj 


— o , P dy  -f-  Q dx  = o , 


o , i , e étant  les  coordonnées  du  centre,  et  r le  rayon  : on  en 
déduit 


z' 


X — a 


V i + r 

**  __y-h 

V I + *'*  + v r 


j 


en  sorte  que 


(x — aP)  dy-\-  AÇdx  = ^x — * — 


A ( y — - b ) dx 


Aadr  . / A \ , Aidx  Ardx 

qui  sera  une  différentielle  complette,  en  faisant 


par  conséquent  la  sphère  jouit  de  la  propriété  du  minimum  de 
surface,  parmi  tous  les  solides  de  même  volume. 
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Dans  le  paragraphe  1er.  de  la  1 r'.  partie  , section  V de  la 
Mécanique  analytique  , 2e.  édition  ,0  M.  Lagrange  considère 
l’équilibre  d’un  fil  flexible  et  inextensible  , dont  l’élément 

ds  — V da:1  -j-  dy*  -f-  dz*  =Ldx , Xétant  \/  i-f •y'*  -(-■4,s;  en 
sorte  qu’il  résulte  de  la  condition  de  l’inexlensibilité  que  ds  est 
une  quantité  invariable,  et  qn’ainsi  l’on  a,  par  rapport  à chaque 
élément  du  fil , celte  équation  de  condition  indéfinie  Air  = o , 
par  un  coefficient  indéterminé  A , eu  supposant  qu’on  n’ait  pas 
d'autre  équation  de  condition. 

Or  , en  supposant 

(1 \y  — y*  dx  , dy'  =yll dx 
. d z = z'dx  , d z'  — zfldx 

d L—  Mtix  -f-  A’dj'  -j-  Pdy’  -f-  N'dz-f-  P de' , 


d L „ dL  _ d L „ d L „ d L ‘ 

*=sr  N=v  P=W’  N,=  &’  p=m'’ 

et  par  conséquent 

IL  = Mèx  + Nêy  + Pèy  + N'iz+Piz’  : 
soient,  i°. 

ty—y'Sx  -f  a\ 

d’où  l’on  tire 

dy  <\xédy  — drJdjr  d ( v'ix  4-  * ) , <?d.v 

* = — =— —, > 


}x 
y'  dix 

““d \T 


da:1 

. „ . . d<*  «Ma;  • 

+ ynx  + 1--y'  — 


il  JS 


et 


ht  : 


<fX  -J-  »' 
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* d*' 

t~Z'  5=  gHS'X  -f-  — y 

ax 


on  aura 


\ . 


}L  — fx  ( M 4 Ny  -f-  PyH  + N'z'  + P'z«  ) 
+ iV.  + P-^.+A’V  + P~ 


dt 


A» 


= ïx^-  + W,  + P^:  + N'*'  + P' 


dx 


dae 


dL  ,, 

n étant  pas  une  différence  partielle , mais  le  quotient  de  la 

différentielle  totale  AL  divisée  par  dx  : substituant  cette  valeur 
dans 

S.  x i'  ( £d*  ) = Sa  ( Ldfx  -f-  d xSL  ) , 
où  S désigne  une  intégrale,  on  aura 
Sx* ( £d* ) = SxLâïx  + Sxdx  (*x  — 4 Na  + P~ 

\ 

; , +»v  + i»1J) 

= Sx  ( £d<Lc  4-  SxdL  ) 4 5 ( xN„  4-  xP  ~ 

\ dx 

4 xN'a1  4 xP  ^.)d* 

*=  A.îrcfer  -J-’ S ( — XdU J' x -f-  a 2V  0 cfer  -f-  aPJ  of 

-h  xN'Sdx  + AFd*')  r 

* . 

en  observant  que 

Sx  ( Ldïx  4 dZihc  ) s=s  xUx  — SLdxïx. 

Or  , à cause  de 

A d.apAeer  Pxdu  4 *-d.PA 

d,«'PA=PAd*'4  *'.d.PA, 
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d . Pa 


. è\  LAx  ~ xUx  -f-d  £ — + «d*  ( JVa  — ) 


+ *'dx  ^ N'x  — 
-f  *Pa  + s'P'A. 


d.P'A 


,u)] 


Si  on  remplace  sous  le  signe  intégral  S les  quantités  »,  »'  par 
leurs  valeurs  S'y  — y'  Sx  , — z’ S’x  , et  qu’on  observe  que, 

dans  les  questions  de  mécanique , on  doit  introduire , sous  le 
signe  S les  termes  Xdm , Ydm , ZAm  au  nombre  des  coefiiciens 
de  Sx,  Sy,  1 f'z,  dm  étant  un  des  élémens  de  la  masse  totale  , et 
XAm^^YAm , ZAm  , les  forces  qui  tirent  l’élément  suivant  des 
parallèles  aux  axes  des  x , y et  * , on  aura  enfin  cette  équation 
générale  d’équilibre 

xLSx  »Pa  û>f  1* X 


H 

^ XAm  — £dx  - 

-y'dx  ( 

' v <*.Pa 

NX ; 

v dx 

— z’Ax( 

r 

d.jpAX  î 

N'x  — 

\ 

+5 

| PUm  -{-  dx  ^ 

' Nx  — 

d .Pa  \ï 
d*  )}* 

+5 

Z Am  -}~  dx  | 

f TV'  , 

'i  l 

J.»  A 

dx  JÇ 

en  égalant  à zéro  les  coefficiens  de  Sx,  Sy,  Sz,sous  le  signe  S, 
on  aura  trois  équations  indéfinies,  et  dont  les  deux  dernières 


(1)..  Nx  — 


d .Px 


dx 


Fdm 

dx 


, N'x- 


d .Px 


dx 


ZAm 

dx 


(=), 


déterminent  la  courbe  du  fil,  considérée  ici  comme  pouvant  être' 
à double  courbure  , après  qu’on  y aura  introduit  , à la  place 
de  x , sa  valeur  tirée  de  la  première  : celle-ci  se  simplifie  en  y 


I ' 
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. cI.Pa  d.Px  idm  Zdm 

remplaçant  iVA — , A'a  — — 3 — par  — — - — , ; — , 

dx  dx  dx  dx 

et  elle  devient 

X dm  — ZaIa  -t-j'  Y dm  z'Zdm  — o ; 

d'où  l’on  tire 

j Xdm  y1  YAm  -f-  z'Zdm  Xdx  -f-  Ydy  -J-  Zdz 

1 1 " r‘  ’ " ~~ 


Ldx 


dm.. .(3), 


où  le  dénominateur  Z.dx , est  une  quantité  constante,  en  vertu 
de  l’équation  de  condition  ; mais  comme  L ne  renferme-  pas 
x,  y cl  zt  on  a M — o,  N — o , X'  = o , et 


(4)  • ••• P 


■,P~ 


■ • A ; 


V‘l+S'+*'%  V !+/'  + «'■ 

les  équations  (t)  et  (2)  se  réduisent  donc  à 

Ydm  =2  d.PA  = PdA  -J-  AdP.  . . . (6) 

Zdm  — d.Px  = PdA  -f-  AdP. ...  (7)  , 

ces  valeurs  substituées  dans  f3),  donnent 

Xdm  + Ax{y'P  + z'P  ) -f  a(  ydP-f  r'dP  ) 
dA  _ £ • 

= _^  + dA,'P*  + P’)  + a ( PdP+ PdP  ) ; 

Xs 

en  observant  que  y =P.  L,  z'  = P .L  ; or,  des  équations  (4) 
et  (5),  on  tire 


P1  -f-  P*  = 


y*  -i-  2'* 


1 

différenlianl  cl  divisant  par  2 , on  a 

PdP  + PdP  = ~ , 

ii 


1 

17 
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substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  d A et  réduisant , on  trouve 
dA 


.Xd  m 


Ad  L A 

— = iT 


...(8). 


La  chaînette  est , comme  l’on  sait , la  courbe  formée  par  un 
fil  inextensible  , uniformément  dense  et  pesant , suspendu  par 
ses  deux  extrémités  : si  l’on  prend  pour  le  plan  des  x et  y celuÂ 
de  la  courbe  , on  n’aura  que  deux  coordonnées  , et  d’ailleurs 
Z — o,  en  sorte  que  les  équations  (3)  et  (8)  se  réduiront  aux 
trois  suivantes  : 

Lux 

XAm  — d 

L 

d’une  autre  part,  le  fil  n’étant  soumis  qu’à  l’action  de  la  pesan- 
teur , il  n’y  aura  de  composantes  que  suivant  l’axe  vertical 
des  Y , en  sorte  que 

X=o,  Ydm  = gds  , 

en  représentant  par  g le  poids  d’une  unité  linéaire  de  la  lon- 
gueur du  fil  : on  n’aura;  donc  que  les  deux  équations 


dA  t=  gdy  , d 


o ; 


d’où  l’on  tire 


a — gy  -J-  C et  a = C'L  = O \/ 1 

T . . * 

. ..  . . . q 

égalant  ces  deux  valeurs  de  A , et  faisant  pour  abréger = a, 

ë 

on  trouvera 


y + C = a v/i+y. 

Au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a y'  = o , et  par 
conséquent 

y+C  = a: 


J 
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pr  , pour  que  C soit  = o , il  faut  qu’on  ait  y = a,  tt  qù’aimi 
l’ordonnée  à ce  point  le  plus  bas,  c’est-à-dire,  la  distance 
verticale  dont  l’axe  se  trouve  au-dessous  de  lui,  soit  = a.  L’axe 
horisontal  déterminé  de  cette  manière , sera  nommé  l’care 
principal  de  la  chaînette  , parce  que  c’est  par  rapport  à cet  axe 
qu’elle  jouit  de  là  plupart  de  ses  propriétés  , et  que  son  équa- 
tion prend  cette  forme  Ta  plus  simple  , 

J = a i/T+ÿt. 

Cette  équation  donne  sur-le-champ 

Jj  dx  = aj'àx  l/  i -f-y  » -J-  C"  : 

en  comptant  les  aires  fjràx  et  les  arcs  J V àx'  -}-  dy>  depuis 
la  meme  ordonnée  , on  a C"  = o : ainsi  l’aire  comprise  entre 
deux  ordonnées,  est  toujours  égale  à l’arc  correspondant  mul- 
tiplié par  la  constante  a. 

i > • , , i ••  ci  . , ■,  .t 

L.  expression  generale  des  surfaces  de  réyplution  étant 

2 nfyV d*’  -f  ^‘,7 


et  celle  des  arcs 


il  faut  pour  qu’une  de  ce  s surfaces  soit,  un  maximum  ou  un 
minimum  entre  les  courbes  isopérimètres  , que 

i 

*f{  y V i j-y' * + e Vi  : *}  dx  ==  o , 

d’où  l’on  peut  conclure , par  l’application  de  la  formule 

•u,  ■.!  .»•  i , > ,'»c ir'à 

J (fVdx  + xi'Ldx)=o, 

r . -1  "•.!  U 

en  taisant  A = c , 

ii— 

y+c  = aVi+y", 

t-1  ; mj  M îr  o'i  uA 

équation  de  la  chaînette  rapportée  à une  axe  horisqmai  quelT 
* conque. 
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À l’égard  du  minimum  absolu  de  surface  , il  faut  que 
Sfyàx  )/ 1 = o ; 

d’où  l’on  conclut  d’après  la  formule  ïj V d*  = o , 
y = a ÿ'm  + y"  , 

équation  de  la  chaînette  rapportée  à son  axe  principal  qui  est 
par  conséquent  celui  autour  duquel  elle  doit  tourner,  pour  en- 
gendrer la  plus  petite  de  toutes  les  surfaces  de  révolution  ren- 
fermées entre  les  mêmes  limites. 

Nous  pourrions,  d’après  l’écrit  de  M.  Ampère,  cité  plus 
haut , ajouter  encore  d’autres  détails  inléressans  sur  la  chaî- 
nette ; mais  nous  les  supprimerons  parce  qu’ils  n’appartiennent 
pas  à ce  chapitre.  Nous  nous  proposions'  encore  , pour  ne  rien 
laisser  à desirer  sur  la  branche  du  calcul  qui  vient  de  nous 
occuper,  de  présenter  la  méthode  des  variations,  déduite  de  la 
considération  des  fonctions,  d’après  M.  Lagrange  (Cale,  des 
fonctions , Leçon  XXII)  ; mais  nous  sommes  forcés,  pour  ne 
pas  augmenter  ce  Traité  déjà  trop  étendu  , de  renvoyer  le  lec- 
teur à l’ouvrage  que  nous  venons  de  citer. 

On  voit  donc  par  tous  les  exemples  traités  dans  ce  chapitre  , 
l’usage  des  équations  aux  limites  , qui  n’étaient  pas  connues 
avant  le  Calcul  des  variations  , cl  sans  lesquelles  on  n’aurait 
que  des  solutions  incompleltes.  Quant  à la  manière  de  distin- 
guer les  maxima  des  minimu , et  même  de  s’assurer  de  leur 
existence  , nous  renverrons  à ce  qui  est  dit  dans  la  Théorie  des 
jonctions  , ( a*,  édition  ).' 

. . , • i ..■  • • > 


Digitized  by  Google 


Leçons 


624 


CHAPITRE  XX. 


Des  intégrales  Eulérienncs  (*). 


Ce  chapitre  est  un  extrait  fort  abrégé  de  la  seconde  partie  de 
l’ouvrage  déjà  cité  de  M.  Legendre  , dans  laquelle  ce  géomètre 
traite  des  intégrales  etilériennes. 

xf—'ix 


La  première  est  l’intégrale 


/*  xf—’dx 

— " 1n 
l/(r — xny-i 


on  sup- 


pose prise  entre  les  limites  x = o,  xé=i:  nous  la  représen- 
terons comme  Euler , par  le  caractère  abrégé 

(1  ~ ‘ 

l. J t prise  de 


meme 


entre  les  limites  *=o  , x = 1 , / indiquant  un  logarithme.  Euler 
représente  cette  intégrale  par  le  symbole  [f]  y en  suppo- 

sant  que  a soit  égal  à la  fraction  rationnelle  : M.  Legendre 

la  représente  par  r (a).  11  ne  sera  question  ici  que  de  la  première 
intégrale. 


(*)  Quoique  le  nom  d’Euler  , dit  M.  Legendre , soit  attaché  à presque 
toutes  les  théories  importantes  du  Calcul  intégral , cependant  j’ai  cru  qu'il 
me  serait  permis  de  donner  plus  spécialement  le  nom  d’intégrales  Eulérienncs 
à deux  sortes  de  transccndentes  dont  les  propriétés  ont  fait  le  sujet  de 
plusieurs  beaux  Mémoires  d’Euler , et  forment  la  théorie  la  plus  compleltc 
que  l’on  connaisse  jusqu’à  présent  sur  les  intégrales  définies. 
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Cette  première  intégrale  prise  depuis  x=o  jusqu’à  je— i est, 
en  général  , une  fonction  des  deux  exposans  p et  q , et  de  n 
qu’on  regarde  comme  des  nombres  entiers.  Mais  en  supposant 
n constant , nous  comparerons  entre  elles  les  diverses  valeurs  de 

——  qui  répondent  à une  même  valeur  de  n , afin  de  réduire  au 

moindre  nombre  possible  les  transcendentes  renfermées  dans 
cette  expression. 


Nous  observerons  d’abord  que  les  deux  exposans  p et  q 
peuvent  être  échangés  entre  eux.  En  effet,  si  on  fait  *"=i— 
on  aura 


X*~  'djT  yl—  >dy 

- : - » * 

V (i — X")n-1 

et  la  transformée  en  y devra  être  intégrée  depuis  y=i  qui 
répond  à x = o , jusqu’à  y = o qui  répond  à x = i ; et  comme 
alors  on  peut  mettre  x à la  place  de  ^ , on  aura 


/»  xr—  'dx  r<- ■ djç 

V (i — xay—i  J t/(t— xn)m~r 


«u  suivant  la  notation  adoptée 


ce  qui  est  la  propriété  annoncée. 

Nous  démontrerons  maintenant  que  ai  dans  la  formule 

1 un  des  nombres  ^ et  y est  plus  grand  que  n , la  formule  se 
ramene  aisément  au  cas  ou  p et  ç sont  compris  l’un  et  l’autre 
entre  les  limites  t et  i».  Soit  à tet  effet 

Z s»  **  ( i — #"  y-, 

4o  • 
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on  aura  la  différentielle 

♦ 

dZ  = Jcxl~'(i  — x”)r—  ’dx — (fc-j-rn) — x")r“’dx  ; 

• ' \ • 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 

Z=h /**  — ' (i — x")r—,dx — (A-f-rn)  fxl+n~'  (t — xny~'  dx: 

donc  si  l’on  prend  les  intégrales  entre  les  limites  x=o  , x=t, 
et  qu’en  même  tems  on  suppose  k > o , r>  o,  afin  que  Z 
s’évanouisse  dans  les  deux  limites  , on  aura 

k 

/**+"-»  (i  — x")r—,dx  = — — j- _/x*~ *(i— • x")r“,dx  J 

Ç 

d’où  il  suit  qu’en  faisant  A -f-  e*  = /» « r = , hypothèses 

71 

/*  x?  1 dx 

— , 

V{\ —X")n~1 

et  le  second  se  change  dans  — — fx>,—'"~'  (i  — x")  “ dx 

p + q — n 

p — n f'xi’~K~lAx  . , 

— — / - - — , on  aura  suivant  la  notation 

p + q — nj  » . 

y (i— . *")— i 

adoptée 

V q J p + q — « \ q ) 

au  moyen  de  cette  formule,  toute  fonction  ^ dans  laquelle 
on  a p > n , se  réduira  successivement  aux  fonctions  , 

, etc. , jusqu’à  un  terme  ^ ou  ) 

dans  lequel  p'  sera  le  reste  de  la  division  de  p par  n. 

Arrivé  à ce  terme , si  de  son  côté  q est  > n , la  fonction 
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<tn*  est  ^ m^lne  > d après  (a)  , que  j sc  réduira 


successivement  aux 

fonctions 

r~n 

' q — 2.n  \ 

\ p< 

j ’ \ 

- P ' / 

jusqu’à  un  terme  ^ 

:f ) - < 

' ? \ 
\ ?'  / 

dans 

lequel  q'  ■ 

reste  de  la  division  de  q par  n. 

, 0,1  voil  dont:  qu’on  peut  toujours  supposer  la  fonction  repré- 
sentée par  (—■")  réduite  à une  forme  où  les  nombres  p et  q 

soient  compris  tous  deux  dans  la  suite  r , 2 , 3. . . ,n. 

Cela  posé  , il  y a deux  cas  principaux  où  l’on  peut  trouver 

immédiatement  la  valeur  de  , c’est  lorsque  le  nombre  « 

est  égal  à l’un  des  deux  nombres  p cl  q , ou  lorsqu’il  est  é«al  à 
leur  somme. 

Soit  x®.  q — n : on  aura  immédiatement 

(i~)=f*p-,d*  = y + c,  V 

intégrale  qui  pour  *=o,  est  C,  et  qui,  pour  x=i.,  cet 
~ + ci  en  sorte  que  la  différence  entre  ces  deux'intégrales, 
qui  est  l’intégrale  prise  depuis  * = o jusqu’à  *•=  t , se  réduit  à 
y d’où  résulte 

Soit  s®,  p -J-  q =2:  n , ou  p = a , q = n — a : on  aura 

(~)  =f*a~'  C1—*")  "Td*: 

faisant 

I — X”  5=  xnza  , 
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on  aura  la  transformée  rationnelle 


(f)=( 


intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  z = o,  qui  répond  à x=i  , 
jusqu'à  r = »,  qui  répond  à x=o,  et  pour  laquelle  on  trouve 


\n  — a / fiin.au  . 


( Voy.  les  Traités  de  Cale.  inté.  d'Euler  et  de  Lacroix).  A l’ex- 
ception de  ces  deux  cas  généraux , toutes  les  quantités  désignées 

par  sont  des  transcendantes  plus  ou  moins  composées , 

selon  la  valeur  de  n,  et  ne  sont  point  susceptibles  d’une  évaluation 
exacte.  Mais,  pour  chaque  valeur  de  n,  on  peut  exprimer  toutes 
ces  transcendantes  au  moyen  d’un  petit  nombre  d’entr’elles. 

Observons  qu’en  écrivant  p •4-  n pour  p , l’équation  (£) 
devient 


f p-hn  ^ 

1-  p 1 

(JL 

V . 9 ) 

p + q 

^ ? . 

d’o 


si  dans  celte  dernière  on  change  p en/>|-f-/t,  on  a 


cp  + h' 

p+q+n  i 

f P+  a»  ^ 

V y y 

' p + n 

v y )* 

sous  la  même  hypothèse  , celle-ci  donne 

P- f-an  p 4-  q -f  a n f p + ln 


f + 2lt 


donc  , en  général , 

(P\_V->r‘1  P+Ç+n  p+ç+zn  p+ç+in  / P+(i+i)n\ 
\</J  P P+n  ' 0-4-2/»  P+in  \ Ç s 
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» étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  : mettant  p r 
au  lieu  de  p , on  aura  semblablement 

P+r__  P+<l+r  p+q-br+n  (/-f-Qns 

y ■ P+r  ' P+r+n  p + r+in\  y )‘ 

Divisant  ces  deux  formules  l’une  par  l’autre  , et  faisant  pour 
abréger , 


M‘  = 


(.P  + ÇÏ  {p  + r) 


M 


P(P  + </  + r)  * 
(P-fy-M)  (p  + r+n) 

(.P  + n ) {p  + y + r 4-  n ) ’ 
(p4-y4-aw)(^4-f  + 2") 

(?  + 2n)(?  + ? + ''-H2n)  * 
etc., 


nous  aurons 


0.- 


( 


) 


( 


/?  + r-f-(/+i)n 


> 


(t) 

(^)  v f 

Supposons  r positif  et  plus  petit  que  jj  : il  est  clair  que  la  quan- 
tUe  ^ - J sera  plus  petite que^- - — ! — - — J , 

et  plus  grande  que  Ç j car  on  a d’après  (a)  ? 

//>+r+0'  + i)«\  __/  ? \ / p 4-  (/ -f  1)  n \ 

> 'y  y v/H-r+O'-H)»/ ’ \ y ) 
— ( q } (P  + C*  + 2)  n\  ( y 
'7>  + ( * + O * V y ) \ (/'-}-2)« /' 

d'ailleurs  si  on  considère  diverses  formules  intégrales  > 

qui  ne  différent  que  par  l’exposant  p , comme  ces  formules 
désignent  chacune  l’intégrale  depuis  x = o,  jusqu’à  ar=i  , 


Digitized  by  Google 


63o 


Leçons 


gP  "*  * # 

d’une  différentielle  — dont  le  dénominateur  est  le  même 

A 

pour  toutes  , il  est  évident  que  l’intégrale  sera  d’autant  plus 
peine  que  p sera  plus  grand.  Mais  la  formule  (ê)  en  y chan- 
geant p en  p + ( i -h  2 ) n , devient 


/p+(i  + a)a^ 

p -K  * + ,)» 

< p + C'+O"  \ 

V v > 

p + ? + (l  + On 

^ y / 

d'où  l’on  tire 

' P + ( *'4-0” 


^P  + 04-0"  ^ 


P 4-ÿ  + O'+O”  . 


( 


/»  + (.'  + 2)» 


) 


P+(,  + ,)n 


donc  on  a d’une  part  le  rapport 


Si  l’on  veut  donc  que  ce  rapport  soit  compris  entre  i et  i -f-  —, 


r . /’  + ï + C'+O" 

l}  faut  poser  ________ 

i -4-  i — — , et  alors  on  aura 

» M 


, d’où  l’on  tire 


Cf) 


V 


= M'.M'.H*.. . .MO  (i  + . 


DE  Caicul  intégrai. 


63 1 

A'  étant  > k.  On  sait  par  cette  équation  combien  on  approche 
du  rapport  de  ^ > et  il  est  clair  qu’en  pro- 

longeant ce  produit  à l’infini , ce  qui  a lieu  sous  l’hypothèse 
A'  =z  oo  , on  aura  la  vraie  valeur  du  rapport , laquelle  sera 


Cf) 


etc..  , 


c ?f -) 

Maintenant  si  dans  cette  équation,  on  échange  entre  elles  les 
lettres  y et  r,  les  quantités  M° , M\  M",  etc.  resteront  les 
mêmes  ; de  sorte  qu’on  aura  encore 


Cf) 


( 


— M'.M'.MV.M»',  etc.; 


donc  par  la  comparaison  de  ces  équations , on  obtient  la  for- 
mule 

dont  la  découverte  est  due  au  célébré  Euler. 

On  a fait  remarquer  que  les  formules  (c)  et  ( d)  donnent  les 
valeurs  exactes  de  la  fonction  (^— ^ > lorsque  l’un  des  deux 
nombres  p et  q,  ou  leur  somme  est  égale  à n : supposons  main- 
tenant qu’on  connaisse  de  plus  toutes  les  valeurs  de  , 

lorsque  p + q — n — i , ou  lorsque  p=n  — a — i , et  ÿ = a • 
et  désignons  , en  général , par  A*  la  fonction  > 
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* 

en  sorte  qu’cn  ait 


•(/) 


»n  aura  donc  successivement  pour  a = 1 , = 2,  ==  3 , etc. 

(—)  = '■■  (*=*)-*. 

et  parce  que  ~ ’ on  aura  auss* 

(-—rr)^0  GrzyO^’»  (y^r)=^’  etc* 

On  conclut  de  la  première  suite 

A. = (■  — ' ( — — °— ■•)  = f — i—  ) J 

\ n — 1 — a / \t»-i — « / 

et  de  la  seconde,  Aa*i ~ ^ donc,  en  général, 

^(n  — 1— fl)  ==  -^o*  • • •(*)• 

Pour  n = y , on  a les  trois  auxiliaires.  A,  = * 

= puisqu’on  trouve. », 

^4==(~ ) = ^a  et 

Pour  71  = 8 , on  n’a  encore  que  les  trois  auxiliaires  A , , v<, 
et  Ai  ; car , en  vertu  de  l’équation  (g)  ; et  en  faisant  71  = 8 
et  a = 3 , = a , — 1 , on  a A4—A3,  As~  A,,  A<st=A,. 

Cela  posé , au  moyen  des  équations  (c)  , (J) , (e) , et  des 
auxiliaires  données  par  l’équation  (J),  on  peut  trouver  l’ex- 
pression générale  de  Ç— — ^ dans  deux  cas  généraux,  i°.  lors- 
que p -f-  q est  < 71  ; 20.  lorsque  p -J-  q est  > n.  C’est  ce  quç 
nous  allons  développe^, 


de  Calcul  intégral. 


<333 


L’équation  («)  , sous  les  hypothèses  p =.n  ~*r  a — -i  , q — a, 
r=  i , donne 

' t 

p n — a — i ^ f n — i ^ f n — a — i ^ ( n — a \ 

V.  a ) \ î ) \ I ) v a ) ’ 

.d’où  l’on  tire  , d’après  (/)  , 

■ ‘ ; (c—)  irr-) 

*-G^r)  - 

. , (•„:.)  ’ 
et , d’après  l’équation  (d) , 

N / 

\ i / sm« 

<• 

ainsi  on  connaît  toute  fonction  (^-r— ^ dans  laquelle  l’un  des 

. t \ 

deux  nombres  p et  ^ est  égal  à l'imité  : si  , pour  plus  de  sim- 
plicité , on  met  a en  place  de  n — a — if  on  aura  pour  le  mémo 
objet , la  formule 

(L)=üja!h„..Ml 

\ i / sin  a v 

, ! • , _ 

en  observant  que  An^.„_,  = , d’après  (#},  et  que 

sin  (n  — a — i)  « = sin  ( » — (o  i ) * ) ==  s'n  ( a -f-  1 ) 

' % 

La  même  équation  (e)  donne  , pour  p — n — a — 2 , } = «, 

r=,, 

/ n — a — 2 \ / n — 2 \ f n — a — s\  / n — a — 1 \ 

\r  a — ; {—)  *=  C — : — ) (— — ) > 
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mais  d’après  la  relation  précédente  , . 


■Aa+,  *?<■•+')*.  ; d’ailleurs 


(~) 


ts  ^ ^ ~ ^ — A, , et  d’après  l’équation  (/)  Ç- — - l-^=zAm: 

donc  l’équation  préce’dente  devient 

(ri*—  a — a\  Aa-Aa  + , sin(a-4-i)«i 
a J At  sin  « 

/ 

Ainsi  on  a la  valeur  de  toute  fonction  dans  laquelle 

p -f-  Ç est  n — 2 » parce  qu’ici  p=n  — a — 2 et  9=  a,  r étant 

toujours  = 1. 

De  l'équation  (e)  on  déduit  encore  immédiatement 
/ n — n — 3 N / 71  — 3 \ / n — a — 3 \ /«  — a — 2 \ 

V a J \ x J \ 1 /V  a J’ 

ce  qui  donne 

çn — a — 3^ Aa.Aa+J.A„  + % sin  (a-fi)a.sin(o-f  a)ai  . 


Ai  A3 


sm  «.sm  2 « 


ainsi  on  connaît  la  valeur  de  toute  fonction  dans  la“ 

quelle  p -{-  9 = n — 3. 

On  aura  donc  en  général 

a — k\_Aa.Aa+x....Am+i_t  sin(a-j-i)«.sinfû4-2)*...sin(a-J-Æ-i)« 
a J Ax  A-1....Ai^l  tin  » sin  2 a..  ..sin  (A — i)« 

valeur  de  toute  fonction  dans  laquelle /7 -|- 9 est  moindre 

que  n. 

Pour  avoir  l’expression  générale  de  t lorsque  p -\-<J 
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*st  > n , observons  qu’en  faisant  dans  (e)  p — n — a -J-  A , 
tj—  a , r=z  i , cette  équation  devient 

Ç+'k^—  ^»  — «4-*^  ^n— a±fc±i^  ^ . 

or  l’équation  (A)  sous  les  hypothèses  p = n 4.  A , g = i, 
donne 


/n+AN 

, k , 

1 • 

V I ) 

l—  A+i  1 

V x J 

1 > 

' \ 

d'ailleurs,  d’après  l’équation  (i)  , en  changeant  a en  A , 

• / A \ >4*  sin  ( A -+*  i ) * 


et  de  l’équation  (A)  dans  laquelle  on  change  a en  a — A — x , 
on  lire 


sin  (n  — A — I ) <a 

1 ; J 


substituant  toutes  ces  valeurs  dans  (!'),  et  dégageant 

viendra 

/ 

/n — a-\-  A-t-t  \ A Ai  sin  (A-}-  1)  » /n—  o-t-A\ 

\ « ) A-f-t  sin  (a — A — i)a>\'  a J 

tout  se  réduit  donc  à trouver,  la  valeur  de  ^ \ Or 

l’équation  (e)  en  changeant  p en  n — a,  g en  a , et  faisant 
r s=  i , donne 

/ n — a\  / n \ / n — a\  / n — fl+i\ 

= ^ > 

« ’ V . 

d’où  l’on  tire 
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(î=±'\  ('JL') 

n — o -f-  i N V a J \ i / 


(^) 

ma.s  (— ) = (~)  = 5~,.  'l’a près  (J)  ; d’ailleurs  en 
faisant/,  = i dans  (c),  on  a ^\  = i,  et  l’équation  (A)  en  y chân- 

V i y sin  U 


géant  a en  a — i , donne 
donc  la  précédente  devient 

l . • 

/ n — a -f-  i \ I a,  $in  ai  * 

L a J st**./  sin  a». sin  (a  — i)  u ’ 
de  là  et  de  l équation  ( i)  , on  déduit  successivement  en  faisant 


h — 

■ * y 2 y — ^ > Clc.  y 

’n — fl-f-aN 

‘ A' 

a y 

1 2 yfa— ,.sin  a 

n — a-f-3' 

y_  i •*  si,. A, 

a y 

etc.  ; 

et, 

en  général , 

n — a+k  \ 

v t At  A^  . . % Ak  __  i 

a y 

^ A a— \A  a— +vAa—. k 

sm  2 i 


(a — t ) «p  sin  ( 'a— a). 


a sin  a.  sin  2 «...sin  A <» 
a«$in(n-f-  i ) «. ..sin  (a — k ) m 

formule  qui  donne  la  valeur  de  la  fonction  » lorsque 

P + <f  surpasse  n , puisqu’on  a ici  p = n — a -f-  k , q ~ a , et 
conséquemment  p -f-  q — n -f~k  : ainsi  en  la  réunissant  à la 

formule  (i)  , on  a généralement  l’expression  de  toute  fonction 

' . ^ k ■ \ r 

)»  en  supposant  seulement  connues  les  fonctions  sero- 


•(n)> 


(f)' 


I 


de  Calcul  intégral.  687 

blables  pour  lesquelles  p-+q=zn — 1,  puisqu’il  n’entre  dans 
les  équations  (Je)  et  (n)  que  les  auxiliaires  A,, 
depuis  A,  jusqu’à 

Pour  examiner  plus  particulièrement  les  fonctions  de  la  forme 
æ , reprenons  la  valeur  primitive  de  ces  fonctions  , laquelle 
est 

x“~ 1 dx 


si  l’on  fait 


(v)=/T. 

V (i  — xny-‘ 


1 x 4*"  ’ 


ou 


xn  — — i — — \/ 1 — z" , 


on  aura  pour  transformée 


/ a \ — /~“  za~'àz 

n/vr==7‘: 

quant  aux  limites  de  cette  nouvelle  intégrale,  il  faut  observer 
que  les  valeurs  x“  =0  , x"  = — — , xn  = 1 , donnent  respect 

tivement  z = o , z = 1,  z = o;  d’où  l’on  conclut  qu’il  faut 
prendre  deux  fois  l’intégrale  en  z , depuis  z=z  o jusqu’à  g—  1 , 
pour  avoir  celle  de  la  proposée  dex=oàx  = i;  et  comme 
alors  rien  n’empêche  de  mettre  x à la  place  de  z , on  aura , 
après  la  multiplication  par  2 , 

a a 

'/  a . '~~ÏT  rxa~'àx  ; 

\<*/  J \/ 1 — x" 

cette  intégrale  est  ainsi  réduite  à la  forme  la  plus  simple  dont 
elle  soit  susceptible , puisque  le  radical  n’est  plus  que  du 
second  degré. 

En  observant  que  les  fonctions  sont  ^es  P*us  simples 
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entre  les  fonctions  > M.  Legendre  enseigne  à les  subs-  * 

tituer  aux  auxiliaires  A pour  exprimer  par  leur  moyen  toutes 
les  fonctions  ? à cet  effet , en  désignant  (j~—)  par 

et  parce  qu’on  peut  supposer  a<  — — n , il  déduit  de  la  for- 

2 

mule  (A) , en  changeant  k en  n — a.  a , 

nr  A„.Aa^.,...A„^a^.,  sin(a-f- 1)*. sinfa «...sirifn  — a — -il® 

— MI*  ~~~  i A . -■  ■ ---  ■ ■ . - • . i.i  ■ . - 

yî„_,a_,  mu  a.sm  2«...sin(n — sa— i)» 
valeur  qu’il  transforme  dans  celle-ci  , 

A a • An  I • . •A  J a — i sin  ( O -j-  I ) Ot  sîn  ( Q -f-  2 ) «.  • -SIO  2 Q & 
A,A,..,Aa— i siu  n sin  2 ». . .si»  a * * 


a • — 


et  dans  laquelle  il  fait  a=i,  = 3,  =3,  etc.,  hypothèses  qui 
fournissent  des  relations  entre  il/, , M, , etc.  et  les  auxiliaires 
•Aj , A2 , etc. 

Nous  ne  suivrons  pas  l’auteur  dans  les  recherches  auxquelles 
la  qutstion  précédente  donne  lieu  , et  nous  reprendrons  avec 
lui  la  formule 


a a 


qu’il  s’agit  d’intégrer  par  approximation.  Soit  [/ 1 — x"  =.1  — y, 
d’où  xn  = uy — y*  ; on  aura  pour  transformée 


Sa  a 


cette  différentielle  étant  développée  et  intégrée  depuis  ^'=0 
jusqu’à  y — 1 , limites  qui  répondent  àaf=2.o,et*=i,on 
obtient 
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)(2  n — a)  a \ > 

71.4»  2/J-f-û  f 

I fr— + tlc.  ( 

( 2n.4/i-Dn  à n a ) 


a (n  — à)  (a  n — a) 

an  n -t-  a 2 


formule  convergente  , puisque  chaque  terme  est  moindre  que 
la  moitié  du  précédent. 

En  général , si  on  veut  avoir  la  valeur  approchée  de  l’in- 
tégrale * 


(f)=A= 

V{\— *")»- 


il  faut  partager  cette  intégrale  en  deux  parties, (^me  depuis  #"=  o 

jusqu’à  x*  = — — , l’autre  depuis  aH*  = jusqu’à  xn  — i t 

la  première  partie  étant  nommée  P,  on  trouvera  par  les  déve— 
loppemens  ordinaires 

G-  + ’-=! . -4-  + Y 

\p  2.n  n -j-  P 271.4»  27 ï+p  / 

Pour  avoir  la  seconde  partie  que  nous  nommerons  Q , il  faut 
faire  xn  = i — y : alors  on  aura 

/t  xp—' dx 

V {i—xny-i  J l/(i —x"ÿ-i  x 

et  la  transformée  en  j'  devra  être  intégrée  depuis  y — — — jus- 
qu’à y = o ; et  en  changeant  le  signe,  elle  devra  être  intégrée 
--depuis  y = o jusqu’à  y = — : on  aura  donc 


^ (±  4.  nJ=±.  _J_  + («-PH*"-P± + etc. Y 

\jf  , an  n-f-f  an.  4»  *n~hf  / 
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En  réunissant  ces  deux  parties , on  obtient 

P 

(n  ?X2n — ?) 

■1 ; 1 

P 

7 


-(±.+nJZl.-l L.+ 

\p  an  n+p 


n-j-p  ' 2.n.^n  a n-J-p 

(n — p)(a.n—p)  t 


■ elc 


• etc 


I ~Tf  » | 1 , 

\q  ' an  n-J-ÿ  an.4n  a n-j-q 

formule  convergente  , comme  il  est  aisé  de  voir.  L’auteur  ob- 
serve qu’on  obvie  ainsi  à l’inconvénient  que  présenterait  la 
méthode  ordinaire,  si  l’on  voulait  intégrer  tout  d’un  coup  la 

formule  depuis  x = o jusqu’à  * =;  1 , ce  qui  donnerait 

la  suite  très-peu  ^pvergente 

\ lui . — 1-  4.  , — ? — + etc. , . . («>-)  ■ 

/ p n n~j~p  n.an  an-J-/? 

Lorsqu’on  suppose  p = q — o , la  formule  (Ar)  se  réduit  à la 
formule  (g ')  trouvée  par  une  autre  voie 

M.  j Legendre  cherche  la  valeur  de  la  fonction  d»ns  *e 

cas  où  n est  très-grand  par  rapport  aux  nombre  p et  q , et  il 
obtient 

''.PL), 

pq  \ fan/ 

pour  la  limite  vers  laquelle  tend  continuellement  la  fonction 
^ } lorsque  n augmente  de  plus  en  plus , p et  q restant 
les  mêmes , cette  expression  est  en  même  tems  une  valeur  ap- 
prochée de  ^ > l°rs<ïue  P et  1 son*  <*es  nom^res  très-petits 

par  rapport  à n ; ainsi  pour  p = q = 1 ut  n=je  ia,  on  a , a tres- 
peu-près , 

(rrX-m>  : ' 


«7 
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Enfin  nous  terminerons  cét  extrait  abrégé  de  la  seconde  partie 
de  l’intéressant  ouvrage  de  M.  Legendre  par  l’intégration  entre 
les  limites  at  = o et  x=  1 , des  formules  intégrales 

/xp~"dx  log  — — j xp~'  d*  log*  — 

- / -■  - * etC‘ 

[/( ! — xny-->  i/(«  — )n-’ 


Si  on  désigne  par  Z la  fonction  > ou  l’intégrale 

x?  1 dx  . , • * s I 1 • r 

prise  depuis  x — 0 jusqu  a x = 1 , les  dit- 


r- 

j i/(, 

férentielles  successives  de  Z , prises  en  faisant  varier  la  seule 

d(*P  — 1) 

quantité  p , et  observant  que — -j- — = *r’~1 * *loga:,  seront 

dz 

dp  / ” 

v^C  ‘ r-*,n)n-'7 

<vz  ■' 

d/?’  / n 

K.S  v/(i  — *")  " “ 1 


£Z 

dp 


,3  J > 

*~J  v^C1  — *n)n- 1 j 


res  intégrales  étant  prises  dans  les  limites  énoncées.  Mais  en 
remontant  à la  formule  (t')  , c’est-à-dire  , 


1 n — q 1 

Z = f- --—7- 

p n n p 


(n—q)(2.n—q)  i 
n.zn  2n-| -p 
4t 


-f-  etc. 
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on  en  déduit , en  différenliant  par  rapport  à p , 


d Z _ / 

< i 

-L 

n — q i 

+ 

(«- 

-9)(2n- 

—(f) 

I 

N 

dp-  ‘ 

"r 

« («+/0a 

n , 2.n 

(2n 

+pY 

4-ctc.  J 

= 2 t 

< 1 

+ 

n — q i 

4- 

c«- 

-9)  (an- 

“?) 

I 

\ 

dp 1 ' 

« ’(',+A’)î 

72  .^  71 

(2/i 

+ />)3 

-f-etC.  1; 

,PZ  — x 3/ 

' t 

t 

71 ÿ I 

__L 

(»- 

-q)(2n- 

-?) 

I 

i ptj.  A 

dp* ~ 

'•p* 

i 

« ("+/04 

i 

71,2.71 

(an 

+ /04 

-f-etc.  1. 

On  a donc 


J, 


*11  1 

— «dx  log  

° x i t n — q i 

p * n ' (n-+-p)’ 


t/Ci  —xny-i 


. (»— ?)(»»»  — f)  t , . 

• TTT V—  ,-r,  + etc- 1 


/ xP~'  dx  lag1 

. i / x i n — ^ I 

T J " “"/J*  » '(»  + 

KS  \/(i  — 


n.2n  (2n-f-p)’ 

+rts 


n.zn 


{zn+py 


x^- 'dx  log3  

i I x _i n — g x 

2.3/  " p4  n * («H-/»)4  — 


)/(i  -r”-)’"' 


+ 


(n  — q)(2.n  — q)  i 


n . x n (2n+^)4 


r-f  etc.; 


ces  suites  jiyant  l’inconvenient  de  n’étre  pas  suffisamment 
convergentes,  M.  Legendre  reprend  la  formule  (A')  qu’il  diffe- 
rentie  par  rapport  à p,  et  en  se  bornant  à une  seule  différen- 

/I  i 

, y x?-‘dx iog  — ■ 

tialion  , il  obtient  pour  l’intégrale  J > une 

<-/  ]/(  i — x ) “ - ’ 
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série  convergente , mais  d’une  forme  compliquée  ; inconvé- 
nient qui  aurait  lieu  , à plus  forte  raison  , en  passant  à la 
différentielle  du  second  ordre  et  d’un  ordre  plus  élevé  ; c’est 
pour  quoi  il  a recours  à d’autres  moyens  pour  évaluer  facilement 
les  intégrales  en  question. 


FIN. 


<0  G 7 £ o 3 


* v '• 

s? 
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. 3a,  lig.  9 : équation  (✓*),  lisez  : (A). 

G8  ,*lig.  7 , en  remontant  : f Jx<u,  lisez  : — flx  cos3;r. 

4 4 

i33,  lig.  6,  en  remontant:  d’axes  rectangulaires,  lises: 
d’axes  rectangulaires  et  au  centre, 
lig.  4 : des  points  si  et  M , lisez  : des  points  m et  M. 
197,  lig.  4 > en  remontant:  l’aire  uiP/n , lisez  : l’aire^Pil/nj. 
S76,  lig.  11,  en  remontant  : /(Af — diV-f-d’Ç  — etc.)  ix  , 
lisez  : /(N  — d N -f-  d’P — etc.  ) i~x. 

592,  lig.  5 , en  remontant  : -}-  tj)  p , lisez  : etc.)  ft. 

5y4,  lig.  3 , en  remontant  : dans  la  première  question, 
lisez  : dans  les  premières  questions. 
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